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P3a: [Las Sno0nX pasindup X oaeMenros b, b€ B just sesikoro «, y (€1, € L,
Zi'Y) CHPABCUTHBO OTHOHICHIC b~ 58,

P33l [las sno0ux passtgaunix sienenrons b, b€ B, A, N 1y - 0.

PAa: Jlnan b, b EB s, y (€1, y€. 1y, y €4y, xry) cupase;umso b 407,

PAh: anb, b'EBu sz, y (@€, x€. 1y, y€ Ay, xry) cupaseaaunso b -7 40

B crarpe jorasano, yro n3 yeaosui 1 P2, P 3a, Pidb ciciyer, 4To Muomecrso S
¢ orHourenyeM Fr (3ajamHniM IO OTHOWICHIIO IRBHOBaICHTHOCTH zEBry<=-zry nim
z == y) udomopduo ¢ upoussejerney Az 3. [lasee noraszano, uro w3 veaonai P I, 12,
P Za ciaejpyer, 4To yHOMSIHYTOC OTHOTICHIIC YacTHYHO YHOps#ioueno ma Sy ceonr (),
B(=:p) ctpyRTypHI, T0o 1 S(£r) crpykrypa. Hakouen nmorasiato, Yyro ralkke U3 ye.donii
PE, P2 P4a cuaepyer, uro Er 4acTHYHO YHOPSIOUCHO Ha S; CCJI KPOME TOI'O HMe eT
eme Mecro PAb o ecnin A(=), B(=3) crpyrrypor, 1o S(Er) maione crpyRTy pa.

TOPOLOGICKE GRUPOIDY

ROBERT SULKA, Bratislava

Podobne ako definujeme topologicku grupu, mézeme definovat aj topolo-
gicky grupoid a dokazat platnost viet podobnych vetam pre topologické grupy.
KedZe vsak pri topologickom grupoide nemame jednotku a nemame ani jed-
notkovu grupu ako pri topologickych grupach, dokazy pri topologickych gru-
poidoch v niektorych pripadoch sa musia robit inym spdsobom. V dalsom
uvadzam definiciu topologického grupoidu a dékazy niektorych viet o topo-
logickych grupoidoch.

Mnozinu, ktord neobsahuje ziaden prvok, budeme oznacovat 0 a budeme
jej hovorit prazdna mnozina. Nech ¢ znamend vZdy neprazdnu mnoZinu v celej
tejto praci.

Majme mnozinu (. Kazdej usporiadanej dvojici prvkov a, b € ¢ nech je pri-
radeny nejaky prvok ¢ €, ktory oznacujeme ¢ = ab a nazyvame ho si¢inom
prvkov @ a b. Takato mnoZinu G spolu s uvedenym ndsobenim nazyvame
grupoidom.

Nech je dand mnozina ¢ . ¥ nech je systém jej podmnozin, ktoré spitaji
tieto podmienky:

a) Pre kazdé dva rozne prvky a a b z (f existuje mnozina U zo systému X
taka, ze a€ U, be U.

b) Pre kazdé dve mnoziny U a V systému X, ktoré obsahuju prvok a €@,
existuje mnozina W zo systému X, ktord je takd, Ze a€ WcUn V.

Potom mnozinu G nazyvame topologickym priestorom a systém X
Gplnym systémom okoli priestoru G.

Dohodnime sa, Ze Gplny systém okoli v ¢ budeme stdle oznacovat X.
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Otvorené mnoziny topologického priestoru ¢ st prazdna mnozina a vietky
mnoziny, ktoré st sac¢tom mnozin zo X.

Ked € U€X, potom U nazyvame okolim prvku a.

Definicia 1: MnoZinu G nazijvame topolcgickym grupoidom, ak plati:

1. G je grupoidom,

2. G je topologickgm priestorom,

3. ked a a b si dva proky mnofiny G, potom pre koZdé okolie W proku ab
eaistuje okoliec U proku a a okolie V proku b také, Ze UV C W.

V' dalsom, ked budeme hovorit o topologii na nejakom podpriestore G to-
pologického priestoru @, pod touto topolégiou budeme rozumiet relativnu topo-
Logiu. Pritom Gplny systém okoli &7 podpriestoru @ tvoria vietky neprazdne
preniky vietkyceh okoli U € ¥ s mnozinou G'.

Veta 1: Neeh G je topologickyy grupoid a G jeho podgrupoid. Potom @ je tie%
topologickym grupoidom.

Dokaz: Mnozina & je grupoidom (pozri [1]) a tiez topologickym podprie-
storom topologického priestoru G (pozri [2]). Uplny systém okoli X’ priestoru ¢
sa skladd zo vetkyceh neprazdnych prenikov vsetkych okoli U z tipIného sys-
tému okoli priestoru ¢ s mnozinou . Teda body 1. a 2. naSej definicie s
splnené. Ukazeme dalej, Ze aj bod 3. je splneny. Majme okolie W* prvku
ab € ¢’. Potom toto je prenikom nejakého okolia W prvku ab s G, teda W* —
= W n (. Ked zoberieme okolie W prvku ab, existuje okolie U prvku «
a okolie V prvku b také, ze UV ¢ W, ale z toho vyplvva,ze UV nG' € W n

NG =W aviak UV nG > (Un@)(VnGF)= U*V*a teda existuje oko-
lic U* prvku a a V* prvku b také, ze U*V* c W*,

Veta 2: Nech G je topologicky grupoid, G a G dva jeho také podgrupoidy, Ze

(7 =00 Potom GF 0 G7 e tieZ topologickym grupoidom.

Dokaz: Vyplyva « toho, ze ' n G” je tieZ grupoidom a z predoslej vety.

Neprazdny systém [(f] neprazdnych podmnozin v ¢, z ktorych kazdé dve
st disjunktné, volame rozkladom v G. Prvky rozkladu [(f] nazyvame trie-
dami.

Ked rozklad [G] je taky, ze kazdy prvok mnoziny G je obsaZeny v niektorej
tricde rozkladu [G], potom hovorime, Ze rozklad [(F] je na mnozine (.

Dohodnime sa, ze triecdy X € [(] (t. j. prvky z [G]) budeme oznadovat tym
istym pismenom ako mnozinu X C G tych prvkov z €@, ktoré su prvkami
tricdy X. V dalsom neméze z toho vzniknurs nedorozumenie.

Definicia 20 Majme topologickyj priestor (' a v iom rozklad [G]. Tento nech
md takéto viastnosti:

1. MnoZina X C G, ked trieda X € [(f] je wzavretd.

2. Nech U je lubovolné okolic zo X. Potom sudet véetkyjch mmnoZin X, ked
tricda X € [(], ktoryjch prenik s mnoZinow U je neprdzdny, je otvorend mnoZina.

Potom rozklad [G] nazjvame topologickym rozkladom.
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Poznamka: Obidve pozadované vlastnosti st splnené pri topologickyel
faktorovych grupach (pozri [2]).

Priklad 1: Nech ' je mnozina vsetkych redlnych cisxel vacsich ako o,
Nech nasobenim v G je obycajné séitanie kladnych redlnyveh éisel a sy=tém
okoli ¥ v ¢ nech tvoria vSetky otvorené intervaly z G.

Zrejme je G pri tomto nasobeni grupoidom a systém ¥ zrejme splia pod-
mienky poZadované od plného systému okoli X v (/. teda ¢/ je topologickym
priestorom pri uplnom systéme okoli X.

Dalej ku kazdému okoliu W prvku ab€( existuje také okolie U prvku «
a také okolie V prvku b, ze U'V € W a teda G je dokonca topologickym gru-
poidom.

Definujme si rozklad [('] na G takto: Nech a€(0,1” . Nech potom mnozina 4
disel x 4k, kde £ = 0, 1, 2,. .. je triedou rozkladu [(]. Rozklad [(] je topo-
logickym rozkladom na @, pretoze kazda trieda X € [(f] je zrejme uzavrenou
mnozinou a UX, kde X n U = 0 a U je Tubovolné okolie zo X' je otvorenou

" €16
mnozinou. e

Priklad 2: Nech G je topologicky grupoid z predchadzajiceho prikladu.

Definujme si rozklad [(f] na ' takto: Nech ~ je raciondlne ¢islo a x € (0, «).
Nech potom [X = {a}] je triedou rozkladu [G]. Nech dalej v je iraciondlne ¢islo
a ~ €(0, 1). Nech potom X = {x, v 4+ 1, ...} je triedou rozkladu [G].

Ukazeme, ze rozklad [G] nie je topologickym rozkladom. Rozklad [G] splita
sice prvu podmienku topologického rozkladu (vSetky triedy st uzavreté mmno-
ziny), ale nespiia druhtt podmienku topologického rozkladu. Nech A4 ==
= {a,x 4+ 1,...}, viraciondlne, x€ (0, 1), nech U je TubovoIné okolie zo X, rézne

od (0, »). Potom UX, pre ktoré U n X 3= ) nie je otvorend mnozina; obsa-
Xelg]

huje totiz mnozZinu U/ = («, b) a iracionalne disla z intervalov (¢ -+ L. b+ k).
kde k sa celé ¢isla.

Definicia 3: Nech U €X. Nech [(] je topologickij rozklad v (. Pod znakon (7*
budeme rozumiet mmoZinu vdetkiyjch tried X € (G, pre ktord je ¢ mnoZinorom
zmysle X 0 U 3= 0. Systém vdetkych takto ziskanyeh mnoZin budeme znadit 1*.

Veta 3: Nech G je topologicky priestor a [G] topologickyy rozklad v G. Potom
je [G] topologickym priestorom, pricom je X* diplngm systémom okoli v [(7].

Dokaz: Nech 4 a B su lubovolné triedy rozkladu [G]. Treba dokazat, ze
existuje takd mnozina '*€ X*, ktora obsahuje triedu 4 a neobsahuje triedu 5.
(In¥mi slovami: existuje okolie * triedy 4, ktoré neobsahuje triedu 13).
Mnozina B je uzavretd. Jej komplement (7 — B je teda mnozina otvorend a obsa-
huje vSetky prvky mnoziny 4. Vyberme si Tubovolny prvok « € A. Pretoze
@w€ACG — B, kde (+ — B je otvorenda mnozina, z vlastnosti uplného svstému
okoli 2" vyplyva. ze existuje také okolie 17€X pre ktoré a€ (7 C (7 -~ B, teda
Un B=1V. Zoberme teraz [/*€X* Pretoze €4 a a€l je 4 n " =0,
teda 4 €L7F Pretoze ' n B = 0. je Be U*.
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Majme Iubovolna triedu 4 € [G] a dve jej ckolia U* a V*. Potom existuji
také okolia U a V zo X, e U* je mnozinou vSetkych tried X rozkladu [G],
ktorych mnoziny X maju s U neprazdny prenik a V* je mnoZina vietkych
tych tried Y rozkladu [G], ktorych mnoziny ¥ maja neprazdny prenik s V.

Stcet UX a tiez sucet UY sa na zaklade predpokladu otvorené mnoziny v G.
XeU* YeV*

Ich prenik UX n UY =0 je tiez otvorenou mnozZinou v G a obsahuje celu
XeU* YeV*

mnozinu 4. Ked si teraz vyberieme IubovoIny prvok a€ 4 c UX n UY, kde
XeU* YeV*

UX n UY je otvorend mnozina v G, z vlastnosti aplného systému okoli
XcU* YeVs

priestoru G vyplyva, zZe existuje také okolie WeX, ze a€ W c UX n UY.

Xels YeVe
Zoberme teraz okolie W* € X*. Pretoze n€d aa€W je AnW 00 a A€W
W#* je teda okolim triedy A. Nech 7 je Tubovolna takd trieda rozkladu [G],

zeZn W=0. Potomplati 0 =Z n W c Z n (UX n UY). Z toho vyplyva,
XeU* YeV*

7e ZnUX =0 a tiez Z n UY 0. No z definicie rozkladu vyplyva, ze Z
XeU* YeV*

je totozné s nejakou triedou X € U* a s nejakou triedou Y € V*, Gize pre kazdé
ZeW* plati Ze U* a Z € V* Preto W* c U* n V* a veta je dokazana.

Priklad 3: Nech @ je topologicky grupoid a [G] topologicky rozklad z pri-
kladu 1. Z vety 3 vyplyva, Ze [G] je potorn topologickym priestorom pri
Gplnom systéme okoli X*.

Priklad 4: Nech ¢ je topologicky grupoid a [G] rozklad z prikladu 2
(tento rozklad nie je topologickym rozkladom). UkaZeme, Ze ak X* povazujeme
za uplny systém okoli v [(f], nie je splnend druhd podmienka, ktora sme kladli
na aplny systém okoli 2*. Teda X* nie je Gplrym systémom okoli v [G] a [(]
nie je pri tomto systéme okoli topologickym priestorom.

Nech 4 = {«, x + 1, x 4+ 2, ...}, « iraciondlne, ~€ (0, 1). Nech A€ U*
a A€V* pricom nech Un V = (. Potom medzi triedami X € U* s tiez
triedy X = {x}, ~ racionalne, x € U a medzi triedami ¥ € V* si triedy Y = {},
p racionalne, p€ V. AvSak pretoze Un V =), pre kazdé okolie W € X plati,
ze W#* obsahuje triedy Z = {y} rézne bud od tried X alebo od tried Y. Teda
pre ziadne W* neplati W* ¢ U*n V*, o sme mali dokazaf.

Nech zobrazenie f topologického priestorn (¥ do topologického priestoru G*
je také, ze pre kazdy prvok a €@ a kazdé okolie U* prvku a* = f(a) z G* existuje
okolie U prvku a také, ze f(U) c U*. Potom takému zobrazeniu hovorime,
Ze je spojité.

Nech zobrazenie f topologického priestoru G do topologického priestoru G*
je také, ze pre kazdy prvok a €G a kazdé okolie V prvku a existuje také oko-
liec V* prvku f(a) = a*, 7e V* C f{(V). Potom hovorime, Ze zobrazenie f je
otvorené.

Matematicko-fyzikalny casopis V, 1.



Veta 4: Nech G je topologicky priestor a [(f] topologicky rozklad na G, kiory
je teda tief topologickym priestorom. Priradme kaZdému proku x € G triedu X =
= f(x) z topologického priestoru [G], ktord obsahuje preok x. Zobrazenlie f topo-
logického priestoru G do topologického priestoru [G] je polom spojité, otvorcné
zobrazenie.

Dékaz: Dokdzeme najprv, ze zobrazenie f je spojité. Majme Tubovolny
prvok a€G a lubovolné okolie U* triedy A4 == f(a) € [G¢]. Potom a«€ 4. K U'*
existuje také okolie U € X, Ze prvkami okolia U* st vSetky tie triedy X z [(f],

pre ktoré X n U ==(. Shadet tychto mnozin X sa da pisat UX. Pretoze
Neus

a€ A€ U* je a€ UX, a pretoze podla predpokladu mnozina UX je otvorena,
XeU* XeU*

existuje okolie V prvku a také, zZe Vc UX a Ve€X. Vietky prvky x€V sa
X ¢U*

zobrazia v zobrazeni f do tych tried X rozkladu, ktorych mnoziny X maja s oko-
lim V aspon jeden prvok spoloény, teda ktorych mnoziny X maju s V neprazd-

ny prenik. Pretoze vSak V ¢ UX mbze mat V neprizdny prenik iba s mno-
XelU*

zinami X, kde X € U*, a preto je (V) c U*

Dalej dokazeme, ze zobrazenic f je otvorené. Zoberme si Tubovolny prvok
a€G a V nech je Tubovolné jeho okolic. V zobrazeni [ prvok a sa zobrazi
do triedy A4 = f(a), o ktorej plati, Ze ¢ € 4. Okolie V prvku a sa zobrazi do
mnoziny f{V) tych tried X z [(], ktorych mnoziny X obsahuji aspoil jeden
prvok x €V, teda ktorych mnoziny X maja s V neprazdny prenik. Tato mno-
zina f(V) = V* je viak okolim z upln¢ho systému okoli X* priestoru [(].
Pretoze a€ 4 a stcasne a€V, je AnV 0. Teda A€ 1™ a V* je okolim
triedy A. Teda existuje okolie V* triedy 4 = f(a) také, ze T* C f(I") a veta
je dokazana.

Nevyhnutnou a postacdujacou podmienkou pre to, aby zobrazenie f topo-
logického priestoru @ do topologického priestoru G* bolo spojité, je splnenie
jednej z nasledujtceich podmienok:

1. Ked F* je uzavretd maozina z G, potom mnozina F vietkych vzorov
prvkov z F* v zobrazeni { je uzavretou mnozinou v G.

2. Ked I7* je otvorend mnozina z G*, potom mnozina I vSetkych vzorov
prvkov z H* v zobrazeni f je otvorenda mnozina v ¢ (pozri [2]).

Vetad: Nevylhnutnow a postadujiicow podmienkow pre to, aby zobrazenie f (= el I
topologického priestoru O na rozllad TG ne G bolo spojild, je, aby rozkiad [(7] bol
topologick iy rozkladom.

Dokazn: 4€[G] je uzavreta mnozina v [(], teda A € G ako mnozina vset-
kych vzorov triedy 4 v zobrazeni f musi byt uzavreta.

U* je otvorena mnozina v [(f], teda UX € G ako mnozina vietkych vzorov
XeU*

tried .X € U* v zobrazeni f musi byt otvorend.
Ze podmienka je postacujtica, vyplyva to z vety 4.
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Nech 4 a B st Tubovolné triedy rozkladu [G]. Nech stGéin AB mnozin 4
a B je taky, ze AB c O, kde C je nejaka trieda z [(]. Potom hovorime, Ze
rozklad [(f] je vytvarajaci. Kazdej usporiadanej dvojici tried 4, B vytva-
rajiceho rozkladu [(] mozno priradit jedind triedu ¢ = 4 0 B, a to tq,
o ktorej plati, Ze AB ¢ ¢. Tymto je v mnozine [(] definované niasobenie
a mnozina [(] spolu s tymto nasobenim je grupoidom, ktorému hovorime
faktoroid.

V dalsom stcéin tried 4 a B budeme oznacovat stale znakom 4 © B na roz-
dicl od symbolu AB, ktory bude znaéit mnozinu vsetkveh sacinov ab, kde
«€A abeB.

Priklad 5: Rozklad [(] z prikladu 1 je vytvarajacim rozkladom. Nech
A={v,~xv4+1, ...} a B={p+1,...}, kde «, p€(0,1>. Kazdy prvok
v ABsaddpisat (n + k) + (f+ D)= (x+p)+ (£ +1) =9+ n, kdey € (0,2
a n je celé dislo, teda kazdy prvok z 4B je prvkom tej istej triedy '€ [(],
t.j. AB c C.

Priklad 6: Rozklad [G] z prikladu 2 je tieZ vytvarajacim rozkladom. Nech
A = |~}, B={p}, ~, p raciondlne, x, f€ (0, »). Potom AB = {y},y = ~ + f,
y raciondlne, y € (0, ). Nech 4 ={~x, x4 1, ...}, B={f0+1, ...}, x,
iraciondlne, ~, € (0, 1). Potom AB je mnoZina prvkov y 4 n, y =~ + f,

y iraciondlne, y€(0,2), n=0,1,2, ... . Nech A = {a}, B=1{f, 5+ I, ...},
v raciondlne, v € (0, =), g iracionilne, g€ (0, 1). Potom 4B je mnozina prvkov
y - n, y=x -4 f, v iraciondlne, y€ (0, »), n =0, 1,2, ... . V kazdom pri-

pade teda A B je castou dalSej triedy ' a [G] je preto vytvarajiacim rozkladom.

Veta 6: Nech G je topologicky grupoid a [G] vytvarajice topologickyj rozlklad
o G Potom faktoroid [G] je topologickijm grupoidom pri iplnom systéme okoli X*
(pozri definicin 3).

Dokaz: Z» [G] je grupoidom, to je zrejmé. Ze je topologickym priestorom,
to vyplyva z vety 3. Zostiva eSte ukazat, ze ked W#* je Iubovolné okolie
tricdy A © B = €, potom existuje také okolie U* triedy 4 a také okolic V*
triedy B, ze U*V* ¢ W,

Neeh W oje to okolie zo X, ze W#* tvoria vsetky tie triedy Z, pre ktoré

Zn W+ 0. UZ je na zaklade predpokladu otvorend mnozina a W c UZ.
W Zews

Pretoze C € W je tiez ¢ C UZ. Nech ab je Tubovolny prvok z (' taky,zc a € A
Ze W

a beB. (Taky wréite existuje, pretoze AB ==(.) Pretoze UZ je otvorend
Zews

a ab€ UZ, existuje také okolie W' e X, ze ab€ W’ C UZ. Pretoze G je topologicky
Zews Zews

grupoid, existuje okolie U prvku a € A a okolie V prvku b€ B také,ze UV ¢ W',

Vezmime U* a V* Potom 0 (X nU)X nV)c XY nUVcXoYn

NnUTcXoYn W prekazdé XeU*a YeV*. Teda pre kazdé XeU*a YeEV*

je XoYn W =0, a preto X 0 YeEW’'*® gize U*V* c W'* Pretoie viak

Matematicko-{y-ikalny Casopis V, 1. 15



W' c UZ, je W*c W*. 7 toho dalej vyplyva, ze /*¥V*c W* ¢o sme mali
ZeW*

dokazat.

Definicia 5: Nech G je topologicky grupoid a [G] vytvirajuci topologicky
rozklad v G. Potom topologickij grupoid [(I] pri dplnom systéme okoli ¥* nazij-
vame topologickym faktoroidom v (i.

Priklad 7: Rozklad [G] z prikladu 6 je na ziklade vety 6 a definicie 5 to-
pologickym faktoroidom pri Gplnom systéme okoli 2*.

Priklad 8: Rozklad [G] z prikladu 6 je sice vytvarajucim rozkladom to-
pologického grupoidu G a je teda faktoroidom v zmysle algebraickom, ale kedze
[] nie je topologickym rozkladom, nie je [G] topologickym faktoroidom v na-
Som slova zmysle.

Zobrazenie f grupoidu G do grupoidu G*, ktoré zachoviva ndsobenie (t. j.
pre ktoré plati, ze ak a a b s lubovolné prvky z G, potom f(a) © f(b) = f(ab)
nazyvame homomorfnym zobrazenim. Ak f je zobrazenie G na G*, potom
hovorime, ze G* je homomorfny s grupoidom G.

Homomorfné zobrazenie f grupoidu G na grupoid G*, ktoré je prosté (t. j.
jedno-jednoznacéné zobrazenie) volame izomorfnym zobrazenim. O gru-
poide G* potom hovorime, Ze je izomorfny s grupoidom G.

Zobrazenie f topologického priestoru G na topologicky priestor G* je ho-
meomorfné alebo topologické, ked je prosté a obhojstranne spojité (t. j.
ak f aj f* je spojité).

Nech f je zobrazenie mnoziny G' do mnoziny G*. Potom toto zobrazenie de-
finuje urdity rozklad [(¢] na mnoZine G, pricom kazdu triedu rozkladu [(]
tvoria v8etky vzory v zobrazeni f uréitého prvku z G*. Ked G a G* s grupoidy
a f je homomorfné zobrazenie G do G*, potom rozklad [] je faktoroidom na ¢
(po ri [1]).

Ked grupoid G* je homomorfny s grupoidom G, potom je izomorfny s istym
faktoroidom na @ (pozri [1]), a to s tym, ktory vytvira na & rozklad [(f] de-
finovany homomorfnym zobrazenim G na G*.

Definicia 6: Nech zobrazenie | je zobrazenie topologického grupoidu G do
topologického grupoidu G*, o ktorom plati:

1. Zobrazenie f je homowmorfné zobrazenie grupoidu G do grupoidu G*.

2. Zobrazenie f je spojité zobrazenie topologického priestoru G do topologického
priestoru G*.

Potom zobrazenie f nazjjvame homomorjnijm zobrazenim topologického gru-
poidu G do topologického grupordu G*. Ak zobrazenie f je este naviac zobrazenim G
na G*, hovorime, Ze G* je homomorfné s G.

Definicia 7: Nech f je zobrazenie topologického grupoidu G na topologickiy
grupoid G*, o ktorom plati:

1. Zobrazenie f je tzomorfné zobrazemre grupoidu G na grupoid G*.
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Zobrazenie | je homeomorfné zobrazenie topologického priestoru G na topo-
logicky priestor G*.
Potom zobrazenie f nazgvame tzomorfnym zobrazenim topologického gru-

poidu G na topologicky grupoid G* a hovorime, Ze topologicky grupoid G* je
tzomorfni s topologickym grupoidom G.

Veta 7: Nech G je topologickyy grupord a [G] topologicky faktoroid na . Pri-
radme kaZdému proku x€G triedu X = f(x)€[G], ktord obsahuje prvok x. Potom
zobrazenie f topologického grupoidu G na topologicky faktoroid [G] je homonmorfné
a otvorent zobrazenie.

Dokaz: Ze zobrazenie f je spojité a otvorené zobrazenie topologického
priestoru G do topologického priestoru [(f], vyplyva z vety 4. Staci eSte do-
kazat, ze je homomorfnym zobrazenim grupoidu G do grupoidu [G], t. j., ze¢
zachovava nasobenie. Nech a a b st lubovolné dva prvky z ¢. Potom f(a) = A,
[(b) = B, kde 4 a B su tie triedy z [(], pre koré a € A a b€ B. Oznacme (' tit
trio(lu z [(f], ktord je sGcéinom usporiadanej dvojice tried 4 a B z [(], takZe

A O Ba medzi mnozinami 4, B, C' plati vztah AB ¢ C. Potomab€ ABC C,
tO(I(L abeC a dalej flab) =C = A4 0 B = j(a) © f(b). Z toho vyplyva, Ze
[(a) O f(b) = f(ab) a veta je dokazana.

Otvorené zobrazenie topologického priestoru ¢ do topologického priestoru G*
md ta vlastnost, ze kazda otvorend mnozina U C G sa zobrazi do otvorenej
mnoziny v G* (pozri [2]).

Poznamka: Vo vete 8§ budeme vynimoéne pod znalmm U*, V*a X*rozumiet
nieco iného, ako ¢o sme zaviedli v definicii 3. X* nech ma obidve vlastnosti,

ktoré sme vyzadovali od systému .

Veta 8: Nech G a G* sit dva topologické grupoidy. Nech X a X* si ich iplné
systémay ()/,()h Y v G a Xt o G* Nech | je otvorené homomorfné zobrazenie gru-
poidu G na grupoid G* a [(F] rozklad grupoidu G prislusniy k zobrazeniu f. Potom
topologicky grupoid G* je izomorfny s topologickym faktoroidom [G1].

Dokaz: Mame dokazat, ze st splnené body 1. a 2. definicie 7. Bod 1. je
splneny. [(7] je totiz faktoroidom na G a grupoid G* je s nim izomorfny. Po-
znamenajme pritom este, ze kazda trieda faktoroidu [G] sa sklada zo vSetkych
vzorov jedného prvku z G* v zobrazeni f a izomorfné zobrazenie g grupoidu [G]
na grupoid G* je také, ze pre kazdé 4 €[(f] a kezdé a€ A je g(4) = f(a) =a*€G*.
Aby sme dokazali bod 2., zostdva nam dokazat, Ze [(] je topologickym gru-
poidom a Ze zobrazenic ¢ je obojstranne spojité. Jedno-jednoznadnost zobra-
zenia g totiz vyplyva z dokazu bodu

Dokazeme najpry, Ze [(f] je topologickym grupoidom. Zoberme si lubovolnu
triedu X rozkladu [(f]. X je mnoZinou vSetkych vzorov v zobrazeni f nejakého
prvku a* € %, PretoZe f je spojité zobrazenie priestoru G na G*, je fH{a*) = X
uzavretou mnozinou v G.

Neeh U je dalej TubovoIné okolie zo X Uy nech je mnozina vSetkych tried
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X€[G], pre ktoré¢ X a U +0. Pretoze U je otvorend mnozina v G a f je otvorené
zobrazenie, f(U) je otvorenou mnozinou v G*. Pretoze stée mnozin X, kde X
je taka trieda z [(], Ze X € U,, je mmozinou vietkych vzorov v zobrazeni f
prvkov z f(U) € G* a pritom | je spojité zobrazenie a f(U) otvorenou mnozinou

v G* je UX otvorenou mnozinou v G. Teda je rozklad [(] topologickym roz-
XeU,

kladom. Z homomorfizmu grupoidu G* s grupoidom G vyplyva, ze rozklad [(7]
je vytvarajacim. Teda [(] je vytvarajacim topologickym rozkladom a na zi-
klade vety 6 z toho vyplyva, ze [(] je topologickym grupoidom.

Teraz dokazeme, Ze zobrazenie g je spojité. Nech A4 je Tubovolna trieda
7 [G]. Tato sa zobrazi na prvok g(4) = a*€G*, pricom pre kazdé a€ 4 je
Ha) = g(A) = a*. Nech U* je Iubovolné okolie prvku a*. Treba dokazat, ze
existuje okolie V, triedy A také, %e pri zobrazeni g je g(V,) C U*. Pretoze
pre a € A je f(a) = a* a zobrazenie f je spojité, existuje také okolie V prvku a,
ze f(V) € U*. Ked V, je mnoZina vSetkych tych tried X z [G], pre ktoré
XnVE0ijeg(Vy)=fV)CU* a teda g(V,) C U*.

Nakoniec si dokazeme, ze aj zobrazenie G* na [G(];t. j.¢ ! je spojité. Nech a*
je lubovolny prvok z G*. Tento sa zobrazi v zobrazeni g do triedy g '(a*) =
= 4 €[], kde pre kazdé a€ A4 plati f(a) = a*. Nech U, je Iubovolné okolic
triedy A. Dokazeme, Ze existuje okolie V* prvku a* také, ze g'(V*) C U,.
K U, existuje také U€ X, 7e U, tvoria prave vietky tie triedy z [(f], pre ktoré
XnU==0. Nech a€ U n A. Potom U je okolim prvku a. Pretoze zobra-
zenie f je otvorené, existuje také okolie V* prvku a* = f(a), ze V*C ().
Pretoze U, je mnozinou tych tried X € [(], pre ktoré¢ X n U =0, je
g '(f(U)) = Uy a teda g Y(V*) Cg Y(J(U)) = U, ¢ize g '(V*) C U,, o sme
mali dokazat.

Nech G je mnozina, [(] rozklad v G a podmnozina G° C G nech je taka, ze
(_/’X N G == 0. Potom mnozinu vietkych tried X € [(f], pre ktoré X n (" + 0
X ¢[G]
nazyvame obalom podmnoziny & v rozklade [G]. Oznacujeme ho (7 = [(/].
Ked mnozina G je grupoidom, jej podmnozina G* je podgrupoidom v G a [(7]
vvtviarajucim rozkladom, potom G'c [(f] je tiez grupoidom. ¢ = [G] je pod-
grupoidom grupoidu [(f] (pozri [1]).

Definicia 8: Nech [(] je topologicky faktoroid v G a G taky podgrupoid v G,

20 UXN NG 50, Nech U*€EX™ (pozri definiciu 3) jr také, Ze UX n G 5= 0.
Ne¢ 6] Xe U*

Oznacme U mnofinu tried X € U*, pre kioré X n G" == 0. Systém vlethijch ta-
kajehto mnoZin budeme znadit X7,

Veta 9: Nech G je topologickyy grupoid a [(F] topologicky faktorowd v G. G nech
je taky podgrupoid v G, Ze XU KG Jn G == 0. Potom (' [(f] je topologickijne gru-

Xe G

poidom a X' jeho uplnym systémom okoli.

Dokaz: [G] je topologickym grupoidom. MnozZina ¢ = [(] ako mnoZina tych
tried X z [(f], pre ktoré X n " #=9 je podmnozinou topologického grupoidu
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(] a je podgrupoidom grupoidu [G]. Z vety 1 teda vyplyva.ze ¢/ [(] je tieg
topologickym grupoidom.

Nech G je mnozina, [G] rozklad mmoziny & a podmnozina ¢ C (¢ nech je
taka. ze \_UX N ¢ == 0. Potom systém vetkych neprizdnyeh prenikov mno-

Xe'ldd

zin X Cd, pre ktoré X €[] s mnozinou @ nazyvame prenikom podmnoziny
(" s rvozkladom [@]. Je to zrejme rozklad v (. Oznadujeme ho G'N[G]. Ked
mnozina G je grupoidom, jej podmnozina G je podgrupoidom v G a [(f] vy-
tvdrajaeim rozkladom, potom G'nN[G] je tiez grupoidom (pozri [1]).

Dohodnime sa, ze triedy X”€G'n[G] ako prvky z G'nN[G], kde mnoZina
X"=Xn@ #+=0 a trieda X€[G], budeme znacit tym istym znakom ako
mnozinu X" C ¢, pre ktort plati, ze X" = X n ¢ + 0.

Definicia 9: Nech [(] je topologicky faktoroid v G a (' taky podgrupoid v G

e UX NG 5=0. Nech U*€X* (pozri definiciu 3) také, 2¢ UX n G =+ 0.
Xe|] XeU*

Oznalme U" mnoZinu vdethkych tried X"€G N[G], pre ktoré mnoZina X"

== NG == atrieda X €U*. Systém vetkjch takyjchto mnoZin budeme zna-
Ve A

arl’,

Veta 10: Nech G je topologicky grupoid a [G] topologicky faktoroid v G.

Q' nech je talky podgrupoid v (7, Ze \U TY N (' == 0. Potom ('0{G] je topologickijm
Xe(a]
grupoidom a X" jeho dplnym systémom okoli.

Dokaz:

I. Ze G'n[G] je grupoidom, to je jasné (pozri [1]). Pre kazda triedu X "€/ n[(]
plati X" = X n ¢, kde X je takda mnozina z G, ze trieda X€[(] a X n (/' 4= 0.
Sacinom dvoch tried A7, B”, z G'n[G] je taka trieda O7 = A"0 B”, 7¢ plati
A4"B"C (",

2. Dokazeme teraz, ze G'N[G] je topologickym priestorom. Nech A" a B”
st dve Tubovolné triedy z (' n[G]. Potom existuja také triedy 4 a Bz [(], 7e
AnG =A4"a Bn (' = B". Pretoze 4 a Be[('] a [(] je topologickym pric-
storom, existuje také okolie U* triedy 4, ze A€ U¥*, aviak Be U*. Ozna¢me
teraz U7 mnoZinu vietkych tried X"e€Gn[¢], pre ktoré X=X n G 4 ¢
a trieda X € U*. Pretoze A€U*a A NG = 4" 40 je A"€U" a U"€X". Pre-
toze viak BeU*, je B"¢U".

Nech A" je Tubovolna trieda z G'A[G] a U” a V" dve jej okolia. Dokazcme,
ze existuje také okolie W triedy A", ze W"C U” n V”. Nech 4 je ta trieda
z [(f], 7¢ A" = A n G a jej okolia U* a V'* nech st také, ze U” je mnozinou
tried X"€G'N[(], pre ktoré X" =X NG +0 a trieda X€U* a V" je mno-
zinou tried Y"€G'n[G], pre ktoré Y ==Y NG =0 a trieda Y € V*. Potom
existuje také okolic W* triedy A, ze A€ W*C U* n V*. Oznatme teraz W”
mnozinu vsetkych tried Z"€G' n[G], pre ktoré Z" =Z n G = a trieda

ZeW*, Pretoze AEW* a A"=A NG +0, je UZnG =0, teda W"€X".
Zew®
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Z toho, 7e AeW*a A" =4 n G +0, dalej eSte vyplyva, Zze A"€ W a teda
W” je okolim triedy A”. Pretoze pre ZEW*C U*n V* je Z€U*a tiez Z€1'¥,
pre kazdé Z€ W* plati, ze Z=X =Y, kde X€U* a Y€ V*.Teda je pre kazdi
triedu Z"€eW", 2" =72 NG =XNnG =Y NG =X" =Y’ kde trieda X"€ "
a trieda Y€ V". Z toho dalej pre kazdu triedu Z” vyplyva, ze Z7€U"n 177,
teda W'C U'n V",

3. Nakoniec mame este dokdzat, ze ak (" = 4"0 B"€G'N[G] a W je I'ubo-
volné okolie triedy (', potom existuje také okolie U” tnuly A" a okolie 1"
triedy B”, ze U"V"C W”". Nech ( je td trieda z [(], Ze plati (" = n (" a W+
nech je t() okolie zo X* ze W” je mnozinou tried Z”€G'n[G], pre ktoréd Z” ==
=Z NG F0 a trieda ZEW*, Pretoze W =C"=C n G a C"€W” je C € W'*,
Nech 4 a B st dalej tie triedy z [(], %e A" = A n (', B” = B n (. Pretoie
(" =0nG, A" =A4AnG aB = BnG, je"'C U, A’CA a B"CB. Dalej
plati A 0 BD ABD A"B" 0 a tiez A"B"C ¢"C (. Na zdklade toho
A"B'C A0 Ba A"B"C (. Teda (' n A0 B3+ aztoho vyplyva, 7e (! =
= A 0 B. Potom existuje v topologickom grupoide {(/] také okolie L’ * trlo(l) A
a také okolie V* triedy B, ze U*V*C W#*. Vezmime U” a I’ zo X", Pretoie
A"=ANnG aB"=BnG,kdedeU*a BeV*je A"€U"” a B"€ 1. Utvorme
si teraz sacin U"V”. Pre mnoziny X" 0 Y, kde trieda X"€lL'" a trieda Y"€ V"
potom plati X"0Y"D XY +0 a X'Y'CXYCXOY, pre kazdé
X"eU aY" €V pricom XeU* a YEV* Teda X"0Y'nXOY =0, a preto
W4 X"0Y'=Xo0oY)nG pre kazdé X"€U"” a Y"€V". Pretoze XeU*
a YeV* a U*P*C W* je XoY =ZeW* a dalej plati X0 Y":=
= (XoY)nl =Zn G' = 7", kde trieda Z"€W" lize pre kazdé X"€U" a
Y” V" je X"0 Y"€W”. To znamend, ze U"V"C W ", ¢o sme mali dokazat.

Obal podgrupoidu ¢ C G vo faktoroide [(] v G (ked U X nG 40) a pre-

el
nik faktoroidu [(/] s podgrupoidom G st izomorfné (‘Ll\() grupoidy). Tricda
X' €@ = [(f] sa pritom jedno-jednoznacéne zobrazi na ta triedu X" €@ n[(],
pre ktorat X"= X'n ¢ (pozri [1]).

Veta 11: Topologickyj grupoid G & [(f] (zvety 9) a topologickyj grupold G' 1 [(7]
(z vety 10) si izomorjné.

Dékaz: G'c[G] a @'n{G] s izomorfné ako grupoidy. Z toho vyulvva «j
jedno-jednoznacnost zobrazenia (' = [(] na G'N[G], ktoré oznaéme j. Potom
pre kazdé X'eG' c [(] je f(X') = X"€G'n[(], kde mnozina X" = X"n (. Zo-
stava nam teda eSte dokazaf, ze zobrazenie f je obojstranne spojité. Najpry
dokazeme, Ze f je spojité. Nech 4’ je Tubovolad trieda z ' [G] a U” nech je
Tubovolné ckolie triedy f(A4") = A"€G'N[(G], kde A" = A'n (’. Treba ukdzat,
Ze existuje také okolie U’ triedy 4’, ze f(U’) C U”. Predovetkym siviimninme,
ze okolie U” tvoria vSetky triedy X", pre ktoré X" =X n G =+=0 a X je
z urditého okolia U* z uplného systému okoli 2* topologického priestoru [G]

(UX n G'== ). Za okolic U' vezmime to okolie, ktoré tvoria triedy X'
XeU
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—= XeU*, pre ktoré X"=X n G5 0. Pretoze A€ U", existuje takd trieda.
AeU* 7e A=A n G'==0. Potom viak trieda 4A’= 4 jez U a U’ je okolim
triedy 4’. Nech X’ je l'ubovolnd trieda z U’, potom X'=XeU* a X n (' ==0.
Pretoze vSak plati f(X') = X", kde X" =X'nG¢" =X n ¢ 1 a trieda
XeU* je [(X') = X"€U". Z toho vyplyva, e f(U") C U".

Teraz este dokazeme, ze aj zobrazenie f ! je spojité. Zoberme si teda nejakn
tricdu A"€ ' n[G]. A" nech je trieda z G’ = [(f], pre ktora plati 47 = A'n ¢ == U,
teda 4" = f '(4). U’ nech je Iubovolné okolie triedy A’. Prvkami okolia U’
st triedy X' = X z ur¢itého okolia U*€ X*, pre ktoré plati X n G’ 5=0. Uka-
zeme, ze existuje okolie U” triedy A" také, ze [ Y(U") C U’'. Za U”" zoberme
okolie, ktorého prvkami s vsetky tie triedy X", pre ktoré X" = X n (/=0
a XeU*, Pretoze A’€U’ je A'=Ae€U* a pretoze dalej 4" = A n G =0,
je A€ U” a teda U” je okolim triedy 4’. Zoberme teraz Iubovolnu triedu
X"eU". Pre tato plati X" =X n 4=V, kde X€ U*. Z toho vsak vyplyva,
7e X - XeU apreto [(X')=X" kde X' =X'nG =XnG+0aXel".
To v8ak znamena, Ze [ '(X") = X' €l”, a to pre kazdé X" € U". Teda plati
J ey cu.

Doslo 1. VI 19564,
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