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Р*5г«: Д л я л ю б ы х р а з л и ч н ы х элементов Ь, ? / € В и для в с я к о г о х, у (х € А ;, / /€ 1 / , 
а;г?/) с п р а в е д л и в о отношение Ъ < й ? / ' . 

Р-Я.: Д л я .любых р а з л и ч н ы х элементов Ъ,Ъ'€В, АЬС\ Л// 0. 

Р 4а: Д л я Ь, Ъ' € В и д л я ж, у (# € .-1/,, // € А / , т/^ Л/,, хгу) с п р а в е д л и в о Ъ - цЬ'. 

Р ЪЪ\ Д л я 6, 7 / € В и д л я х-, ?/ (а? 6 Л ;,, х & А^, ?/ € . 1 / / , хг ?/) с п р а в е д л и в о Ь <СН ?>' 

И статье д о к а з а н о , что из у с л о в и й Р 1, Р 2, Р :$«|, Р 'ЛЬ следует, что множество .Ь' 

с отношением Ег ( заданным по отношению э к в и в а л е н т н о с т и хЕгу<^>хгу или 

х — у) изоморфно с произведением Ах И. Д а л е е п о к а з а н о , что из у с л о в и й Р 1 , Р 2 , 

Р На следует, что у п о м я н у т о е отношение частично у п о р я д о ч е н о па # ; если Л ( > ) , 

В(^в) с т р у к т у р ы , то и 8(Ег) с т р у к т у р а . Н а к о н е ц п о к а з а н о , что т а к ж е из условии 

Р I, Р 2 , Р 4а следует, что Ег частично у п о р я д о ч е н о на # ; если кроме того имеет 

еще место Р \Ь и если А(<), В(^в) с т р у к т у р ы , то Н(Ег) т а к ж е с т р у к т у р а . 

T O P O L O G I C K É G R U P O I D Y 

R O B E R T S U L K A , Bratislava 

Podobné ako definujeme topologickú grupu, móžeme definovat aj topolo­
gický grupoid a dokázat platnost viet podobných větám pre toj)ologické grupy. 
Kedze však pri topologickom grupoide nemáme jednotku a nemáme ani jed­
notková grupu ako pri tojDologických grupách, dókazy j)ri topologických gru-
poidoch v niektorých prípadoch sa musia robiť iným spósobom. V ďalšom 
uvádzam definíciu toj)ologického grupoidu a dókazy niektorých viet o tojio-
logických grupoidoch. 

Množinu, ktorá neobsahuje žiaden prvok, budeme označovat 0 a budeme 
jej hovoriť prázdna množina. Nech G znamená vždy nejrrázdnu množinu v celej 
tejto jnáci. 

Majme množinu G. Každéj usporiadanej dvojici prvkov a, bčG nech je j)ri-
radený nějaký prvok c € G, ktorý označujeme c = ab a nazýváme ho súčinom 
j)rvkov a a b. Takúto množinu G spolu s uvedeným násobením nazýváme 
g r u p o id o ni. 

Nech je daná množina G . S nech je systém jej podmnožin, ktoré spíňajú 
tieto podmienky: 

a) Pr? každé dva rózne prvky a a b z G existuje množina U zo systému X 
taká, že a€U, b^U. 

b) Pre každé dve množiny U a V systému 2, ktoré obsahujú prvok a 6 G, 
existuje množina W zo systému 2 , ktorá je taká, že a € W C U n V. 

Potom množinu G nazýváme t o p o l o g i c k ý m p r i e s t o r o m a systém X 
úplným systémom okolí priestoru G. 

Dohodnime sa, že úplný systém okolí v G budeme stále označovat I . 
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Otvoroné množiny topologického jjriestoru G sú prázdna množina a všetky 
množiny, ktoré sú súétom množin zo 1. 

Keď a € c/6 2-1, potom U nazýváme okolím prvku a. 

JJe f in íc ia 1: Množinu G nazýváme topologickým grupoidom, ak platí'. 
1. G je grupoidom, 
2. G je topologickým priestorom, 
3. ked a a b sú dva prvky množiny G, potom pre každé okolie W prvku ab 

existuje okolie U prvku a, a okolie V prvku b také, ze UV C W. 

V ďalšom, keď budeme Jiovoriť o topologii na nejakom podpriestore G' to­
pologického priestoru G, j)od touto topológiou budeme rozumieť reJatívnu topo-
lógiu. Přitom úplný systém okoií £ ' podpriestoru G' tvoria všetky nej)rázdne 
pre niky všetkých okolí U6S s množinou G'. 

Vola I: Nech G je topologický grupoid a G' jeho podgrupoid. Potom G' je tiež 

topologickým grupoidom. 

D ó k a z : Množina G' je grupoidom (pozři [].]) a tiež topologickým podprie-
storom topologického priestoru G (pozři [2]). Úpiný systém okolí J ' priestoru G' 
sa skládá zo všetkých nejrrázdnych jirenikov všetkých okolí U z úpJného sys­
tému okolí ])riestoru G s množinou G'. Teda body 1. a 2. nasej definície sú 
sj)lnené. Ukážeme ďaJej, že aj bod 3. je splněný. Majme okolie IV* prvku 
abčG'. Potom toto je prenikom nějakého okolia W j)rvku ab s G', teda W* = 
= W n G'. Keď zoberieme okolie W prvku ab, existuje okoJie U prvku a 
a okolie V prvku b také, že UV C W, ale z toho vyplývá, že UV n G' C W n 
n G' = W*, avšak UV n G' D (U n G') {V n G') = U*V* a teda existuje oko­
lie U* prvku a a V* jirvku b také, že U*V* C W*. 

Vela 2: Nech G je topologický grupoid, G' a G" dva jeho také podgrupoidy, ze 
G' n G" I 0. Potom G' n G" je tiez topologickým grupoidom. 

D ó k a z : Vyplývá z toho, že G' n G" je tiež grupoidom O; z j)redošiej vety. 
Neprázdný systém [G] neprázdných podmnožin v G, z ktorých každé dve 

sú disjunktně, voláme r o z k l a d o m v G. Prvky rozkladu [G] nazýváme trio­
dami. 

Ivod rozklad [G] je taký, že každý prvok množiny G je obsažený v niektorej 
triodo rozkladu [G], potom hovoříme, že rozklad [G] je na množině G. 

Dohodnime sa, že triody X € [G] (t. j . prvky z [G]) budeme označovat tým 
istým j)ísmenom alvo množinu X C G tých prvkov x€G, ktoré sú j)rvkami 
triody X. V ďalšom nemóže z toho vzniknul nedorozumenie. 

D e f i n í c i a 2: Majme topologický priestor G a, v nom rozklad [G]. Tento nech 
má také to vlastnosti: 

1. Množina X c G, keď trieda X € [G] je uzavretá. 
2. Nech U je lubovolné okolie zo D. Potom súcet všetkých množin X, ked 

trieda 1 6 [67], ktorých prenik s množinou U je neprázdný, je otvorená množina. 
Potom rozklad [G] nazýváme topologickým rozkladom. 
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P o z n á m k a : Obidve požadované vlastnosti sú splněné pri topologických 
faktorových grupách (pozři [2]). 

P ř í k l a d 1: Nech G je množina všetkých reálnycli čísel váčších ako o, 
Necli násobením v G je obyčajné sčítanie kladných reálných čísel a systém 
okolí 23 v G nech tvoria všetky otvorené intervaly z G. 

Zrejme je G pri tomto násobení grupoidom a systém 21 zrejme spíňa pod-
mienky požadované od úplného systému okolí 2., v G. teda G je topologickým 
priestorom pri úplnom systéme okolí H. 

Ďalej ku každému okoliu W prvku abčG existuje také okolie U prvku a 
a také okolie V prvku b, že IV C W a teda G je dokonea topologickým gru­
poidom. 

Definujme si rozklad [G] na G takto: Nech A € ( 0 , Í ; . Nech potom množina.4 
čísel \ + k3 kde k — 0, 1, 2,. . . je triedou rozkladu [(/]. Rozklad [G] je topo­
logickým rozkladom na G. pretože každá trieda X€ [G] je zrejme uzavřenou 
množinou a UX, lide X n U í 0 a U je l ibovolné okolie zo 1 je otvorenou 

Xeuf! 
množinou. 

P ř í k l a d 2: Nech G je topologický grupoid z predchádzajúceho příkladu. 
Definujme si rozklad [G] na G takto: Nech v je racionálně číslo a v 6 (0, * ). 

Nech potom [X — {v}] je triedou rozkladu [G]. Nech dalej \ je iracionálně číslo 
a <x 6 (0, 1). Nech potom X = {\, \ -f- 1, . . .} je triedou rozkladu [G]. 

Ukážeme, že rozklad [G] nie je topologickým rozkladom. Rozklad [G] s})íňa 
sice prvú podmienku topologického rozkladu (všetky triedj* sú uzavřete mno­
žiny), ale nespíná druhu podmienku topologického rozkladu. NecJi A = 

~ {a, v + V . . .}, x iracionálně, <x 6 (0, 1), nech U je luboA olné okolie zo 1, rózne 
od (0, -/.-). Potom ř/K, pre ktoré U n X 4= 0 nie je otvorená množina: obsa-

X €[(.'] 

huje totiž množinu U = (a, 6) a iracionálně čísla z intervalov (a ^ k. b -i- £), 
kde k sú celé čísla. 

Def i n í c i a 3: ATec4 U €l\ Nech [G] je topologický rozklad v G. Pod znakom ('* 
budeme rozumieť množinu všetkých tried K€j~O], pre ktoré je v mno~inovo)>i 
zmysle X n U 4^ 0. Systém všetkých takto získaných mnozín budeme značit 1*. 

Vela l\: Nech G je topologický priestor a [G] topologický rozklad v G. Potom 
je [G] topologickým priestorom, pricom je 1* ú/plným sijstémom okolí v [G]. 

D ó k a z : Nech i a a sú lubovolné triedy rozkladu [6?]. Třeba dokázat, že 
existuje taká množina U*č£*. ktorá obsahuje triedu A a neobsahuje triedu B. 
(Inými slovami: existuje okolie U* triedy A, ktoré neobsahuje triedu II). 
Množina Hjeuzavretá. Jej komplemeut G B je teda množina otvorená a obsa­
huje všetky prvky množiny A. Vyberme si [libovolný prvok ač A. Fretože 
a6.4 C G — B. kde G — B je otvorená množina, z vlastností úplného systému 
okolí X vyplývá, že existuje také okolie U € 1\ pre ktoré ač f ' c G B. teda 
U n B = i). Zoberme teraz U*čl*. Fretože ač A a ač U je A n T •--.--0, 
teda A 6 TT*. Fretože U r\ B ^ 0. je Bč tT*. 
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Majme iubovoínú triedu A € [G] a dve jej okolia U* a V*. Potom existujú 
také okolia U a V zo Z, že U* je množinou všetkých tried X rozkladu [G]f 

ktorých množiny X majú s U neprázdný prenik a V* je množina všetkých 
tých tried Y rozkladu [G], ktorých množiny Y majú neprázdný prenik s V. 
Hučet UX a tiež súčet UY sú na základe předpokladu otvorené množiny v G. 

xau* Yev* 
ích prenik UX n UY 4= 0 je tiež otvorenou množinou v G a obsahuje celu 

Xeu* YeV* 
množinu A. Ked ^i teraz vyberieme lubovolriv prvok aeAc UX n UY, kde 

x e CI* Y e v* 
UX n UY je otvorená množina v G, z vlastností úplného systému okolí Z 

x e u* Ye v*' 
priestoru G vvplýva, že existuje také okolie WeZ, že a € W C UX n UY. 

X^U* YzV* 

Zoberme teraz okolie W* € Z*. Pretože a € A a a e W je A n W 4= 0 a A e W*. 
W* je teda okolím triedy AI. Nech Z je lubovolná taká trieda rozkladu [G]9 

ze Z n W 4= 0. Potom platí 0 4= Z n W c Z n (UX n UY). Z toho vyplývá, 
xeu* Yev* 

že Z n UX 4= 0 a tiež Z n UY 4= ^- N° z definicie rozkladu vyplývá, že Z 
XeCI* T e F * 

je totožné s nějakou triedou Xe U* a s nějakou triedou Y e F*, čiže pre každé 
ZeW* platí Z e U* a Z € V*. Preto W* C U* n V* a veta je dokázaná. 

P ř í k l a d 3: Nech G je topologický grupoid a [G] topologický rozklad z pří­
kladu 1. Z vety 3 vyplývá, že [G] je potom topologickým priestorom při 
úplnom systéme okolí Z*. 

P ř í k l a d 4: Nech G je topologický grupoid a [G] rozklad z příkladu 2 
(tento rozklad nie je topologickým rozkladom). Ukážeme, že ak Z* považujeme 
za úplný systém okolí v [G], nie je splněná druhá podmienka, ktorú sme kladli 
na úplný systém okolí E*. Teda Z* nie je úplným systémom okolí v [G] a [C7] 
nie je pri tomto systéme okolí topologickým priestorom. 

Nech A = {(%, x + 1, a + 2, . ..}, a iracionálně, \6 (0, 1). Nech Ae U* 
11 A e V*, pričom nech U n V = 0. Potom medzi triedami XeU* sú tiež 
triedy X = (ťx}, r\ racionálně, x € U a medzi triedami Ye V* sú triedj^ Y -= {jS}, 
/5 racionálně, /5€ V. Avšak pretože Í J n V — 0, pre každé okolie WeZ platí, 
že TV* obsahuje triedy Z = {y) rózne bud od tried X alebo od tried Y. Teda 
j)re žiadne W* neplatí W* C U* n V*, čo sme mali dokázat. 

Nech zobrazenie / topologického priestoru G do topologického priestoru G* 
je také, že pre každý prvok a € O a každé okolie U* prvku a* = f(a) z G* existuje 
okolie U prvku a také, že f(U) c U*. Potom takému zobrazeniu hovoříme, 
že je s p o j i t é . 

Nech zobrazenie / topologického priestoru G do topologického priestoru G* 
je také, že pre každý prvok aeG a každé okolie V prvku a existuje také oko­
lie V* prvku f(a) = a*, že V* C /(V). Potom hovoříme, že zobrazenie / je 
o t v o r e n é . 

Matematicko-fyzikálny časopis V, 1. * 



Veta 4 : Nech G je topologický priestor a [G~] topologický rozklad na G, ktorý 

je teda tiez topologickým priestorom. Friradme každému prvku x £ G triedu X = 

= f(x) z topologického priestoru [G], ktorá obsahuje prvok x. Zobrazenie f topo­

logického priestoru G do topologického priestoru [G] je potom spojité, otvor mé 

zobrazenie. 

D ó k a z : Dokážeme na jprv , že zobrazenie / je spoj i té. Majme r u b o v o l ň ý 
p r v o k a€G a l ubovo lné okolie U* t r i e d y A = f(a) € [ 6 ] . P o t o m ač A. K U* 
exis tuje t a k é okolie U 6 27, že p r v k a m i okolia U* sú v šotky t ie triedy X z [ 6 ] , 
p r e k t o r é X n U 4= 0. Súcet t ý c h t o m n o ž i n X sa dá písať UX. P r e t o ž e 

x e u* 
ač Ač U* je a č UX, a pre tože p o d l á p ř e d p o k l a d u m n o ž i n a UX je o t v o r e n á , 

X e u* XeU* 
exis tuje okolie V p r v k u a také, že V C UX a V č X. Vše tky p r v k v x č V sa 

x c tj* 
zobrazia v z o b r a z e n í / d o t ý c h t r i e d K rozkladu, k t o r ý c h m n o ž i n y X m a j ú s oko­
l í m V a s p o ň jeden prvok spoločn}^, t e d a k t o r ý c h m n o ž i n y X m a j ú s V n e p r á z d ­
n ý prenik. P r e t o ž e však V C UX móže mať V n e p r á z d n v p ř e n i k iba s nino-

x^u* 
Zinami X, k d e Xč U*, a p r e t o je /(V) c U*. 

Ďalej dokážeme, že zobrazenie / je o t v o r e n é . Z o b e r m e si l u b o v o l n ý prvok 
ačG a V n e c h je l u b o v o l n é jeho okolie. V zobrazení / p r v o k a sa zobrazí 
do t r i e d y A = f(a), o k tore j pla t í , že ač A. Okolie V p r v k u a sa zobrazí do 
m n o ž i n y f(V) t ý c h t r ied X z [G], k t o r ý c h m n o ž i n y X obsahujú a s p o ň jeden 
p r v o k xč V, t e d a k t o r ý c h m n o ž i n y X majú s V n e p r á z d n ý p r e n i k . T á t o m n o ­
žina /(V) = V* je však okolím z úp lného s y s t é m u okolí X* p r i e s t o r u [ 6 ] , 
P r e t o ž e ačAci súcasne ač V, je A n V 4= 0. T e d a Ač V* a V* je okol ím 
t r i e d y A. T e d a existuje okolie V* t r i e d y A = f(a) t a k é , že V* C /(V) a veta 
je d o k á z a n á . 

N e v y h n u t n o u a postačujúcou p o d m i e n k o u pře t o , a b y zobrazenie / topo­
logického pr ies toru G do topologického pries toru G* bolo spoji té, je sp lnenie 
jedne j z nas ledujúcich p o d m i e n o k : 

1. K e ď F* je uzavre tá m-rozina z 6*, p o t o m m n o ž i n a F v še tkvch vzorov 
p r v k o v z F* v zobrazení / je uzavre tou m n o ž i n o u v 6 . 

2. K e d II* je o tvorená m n o ž i n a z G*, p o t o m m n o ž i n a II v še tkvch vzorov 
})rvkov z //* v zobrazení / je o t v o r e n á m n o ž i n a v G (pozři [2]). 

Vela 5 : X'evylinutnou a postaru]'úcou podmienkoupre to, aby zobrazenie f (z rely /) 
topologického priestoru G na rozklad [G] na G bolo spojité, je, aby rozklad [G] bol 
topologickým rozklad om. 

D ó k a z : A č [G] je u z a v r e t á m n o ž i n a v [G], t e d a A C G ako m n o ž i n a všeí-
kých vzorov t r i e d y A v zobrazení / mus í b y t u z a v r e t á . 

U* je o tvorená m n o ž i n a v [ 6 ] , t e d a UX C G- ako m n o ž i n a vše tkvch vzorov 
x £ u* 

t r ied X č U* v zobrazení / m u s í byť o t v o r e n á . 
Ze p o d m i e n k a je postaéuji ica, vyplývá t o z v e t y 4. 
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N e c h A a B sú l u b o v o i n é t r i e d y rozk ladu [67]. N e c h súčin AB m n o ž i n A 
a B je t a k ý , že AB c C, k d e C je ně jaká t r i e d a z [67]. P o t o m hovoř íme, že 
rozklad [67] je v y t v á r a j ú c i . K a ž d e j u s p o r i a d a n e j dvojici t r i e d A, B v y t v á ­
raj úeeho rozk ladu [67] m o ž n o pr i radiť jedinú t r i e d u 67 = A O B, a t o t ú , 
o ktore j p lat í , že AB C C. T ý m t o je v m n o ž i n ě [67] def inované n á s o b e n i e 
a m n o ž i n a [67] spolu s t ý m t o n á s o b e n í m je g rupoidom, k t o r é m u h o v o ř í m e 
f a k t o r o i d . 

V dalšom súčin tr ied A a B b u d e m e označovat s tále z n a k o m A O B n a roz-
diel od symbolu AB, k t o r ý b u d e znač i t m n o ž i n u vše tkých súoinov ab, kde 
a e A a b 6 B. 

P ř í k l a d 5: R o z k l a d [67] z p ř í k l a d u 1 je v y t v á r a j ú c i m r o z k l a d o m . Nech 
A = {x, x + 1, ...} a B = {p,p +1, ...} , k d e (x, fte ( 0 , 1 > . K a ž d ý p r v o k 
z A B sa d á písať ((x + k) + (p + l) == (a + /?) + (k + l) = y + n, k d e y € ( 0 , 2 > 

a H je celé číslo, t e d a k a ž d ý p r v o k z AB je p r v k o m tej iste j t r i e d y G€ [67], 

t . j . ABcC 

P ř í k l a d 6: Rozklad [67] z p ř í k l a d u 2 je t iež v y t v á r a j ú c i m r o z k l a d o m . Nech 
A = {x} , H = {/?( , \, jff rac ioná lně, ť\, p € (0, oo). P o t o m AB = {y},y = v -f /?, 

y rac ionálně, 7 € (0, 03). Nech AI - {oc, x + 1, . . .}, B = {P, p + 1, . . .}, x, p 

i racionálně, \ , / i € ( 0 , 1). P o t o m ^4H je m n o ž i n a p r v k o v y-\-n, y = x + />, 

r i racionálno, 7 € (0, 2), ra = 0, 1, 2, . . . . Nech A = {(x), B = {p, p + 1, . . . } , 

\ racionálno, \ G (0, *>), p i rac ionálně, p € (0, 1). P o t o m 427 je m n o ž i n a p r v k o v 

y -[- n? 7 = A- + p, y i rac ionálně, y € (0, co), ?? = 0, 1, 2, . . . . V každom pr í -

j)ade t eda AB je časťou ďalšej t r i e d y 67 a [67] je p r e t o v y t v á r a j ú c i m r o z k l a d o m . 

Y H a 0: NecA 67 je topologický grupoid a [67] vytváraj úd topologický rozklad 
r G. Potom faktoroid [67] je topologickým gruyoidmn pri úplnom systéme okolí U* 
(pozři dcjiiiicíiL o). 

D o k a ž : Ž * [67] je g rupoidom, t o je zřejmé. Že je t o p o l o g i c k ý m p r i e s t o r o m , 
to vyp lývá z v e t y 3. Z o s t á v a ešto ukázat , že keď W* je l u b o v o i n é okolie 
t r i e d y A O B = C, p o t o m existuje t a k é okolie U* t r i e d y A a t a k é okolie V* 
t r i e d y B, že 67*V* C W*. 

Nech W je t o okolie zo Z, že W* tvoř i a v š e t k y t i e t r i e d y Z, p re k t o r é 
Z n IV | 0. UZ je n a základe p ř e d p o k l a d u o t v o r e n á m n o ž i n a a W C UZ. 

ZtW* ZaW* 
Protože C € W* je t iež C C UZ. Nech ab je Tubovídný p rvok z C t a k ý , že a € A 

Ze w* 
a b€B. (Taký urči té existuje, pretože AB 4= 0.) Protože UZ je o t v o r e n á 

ZzW* 
a abč UZ, existuje t a k é okolie W' €2", že ab € W' C 67Z. P re tože 67 je topologický 

Ze \v* Ze w* 

grupoid, existuje okolie U p r v k u r i 6 i a okolie V p rvku b€ B t aké , že 67 V C W'. 

Vezmime U* a V*. P o t o m 0 4= (X n 67) (Y n V) C XY n 67V c X O Y n 

n U V C X o Y n W pro každé Xe U* a Y€ V*. Teda pre každé X<E 6/* a Y€ V* 

je X O Y n IV 4= 0, a preto X o YGW'* či že Lr*V* c W'*. Pro tože v šak 
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W C UZ, je W'*C W*. Z toho ďalej vyplývá, že U*V* C IV*, co sme niali 

dokázať. 

D e f i n í c i a 5: Nech G je topologický grupoid a [G] vytvárajúci topologický 
rozklad v G. Potom topologický grupoid [G] pri úphiom systéme okolí .T* nazý­
váme topologickým faktoroidom, v G. 

P ř í k l a d 7: Rozklad [G] z příkladu 5 je na základe vety 6 a definície o to­
pologickým faktoroidom pri úplnom systéme okolí E*. 

P ř í k l a d 8: Rozklad [G] z příkladu 6 je sice vytvárajúcim rozkladom to­
pologického grupoidu G a je teda faktoroidom v zmysle algebraickom, ale keďže 
[G] nie je topologickým rozkladom, nie je [G] topologickým faktoroidom v na-
šom slova zmysle. 

Zobrazenie / grupoidu G do grupoidu G*, ktoré zachovává násobenie (t. j . 
pre ktoré platí, že ak a a b sú lubovolné prvky z G, potom f(a) O f(b) = f(ab) 
nazýváme h o m o m o r f n ý m z o b r a z e n í m . Ak / je zobrazenie G na G*, potom 
hovoříme, že G* je homomorfný s grupoidom G. 

Homomorfné zobrazenie / grupoidu G na grupoid G*, ktoré je prosté (t. j . 
jedno-jednoznačné zobrazenie) voláme i z o m o r f n ý m z o b r a z e n í m . O gru-
poide G* potom hovoříme, že je izomorfný s grupoidom G. 

Zobrazenie / topologického priestoru G na topologický priestor G* je ho-
m e o m o r f n é alebo t o p o l o g i c k é , keď je prosté a oboj stran ne spojité (t. j . 
ak / aj / _ 1 je spojité). 

Nech / je zobrazenie množiny G do množiny G*. Potom toto zobrazenie de­
finuje určitý rozklad [G] na množině G, pričom každú triedu rozkladu [G] 
tvoria všetky vzory v zobrazení / určitého prvku z G*. Keď G a G* sú grupoidy 
a / je homomorfné zobrazenie G do G*, potom rozklad [G~] je faktoroidom na G 
(po ri [!])• 

Keď grupoid G* je homomorfný s grupoidom G, potom je izomorfný s i stým 
faktoroidom na G (pozři [I]), a to s tým, ktorý vytvára na G rozklad [G] de­
finovaný homomorf ným zobrazením G na G*. 

D e f i n í c i a 6: Nech zobrazenie f je zobrazenie topologického grupoidu G do 
topologického grupoidu G*, o ktorom platí. 

1. Zobrazenie f je homomorfné zobrazenie grupoidu G do grupoidu G*. 
2. Zobrazenie f je spojité zobrazenie topologického priestoru G do topologického 

priestoru G*. 
Potom zobrazenie f nazýváme homomorf ným zobrazením topologického gru­

poidu G do topologického grupoidu G*. Ak zobrazenie f je este naviac zobrazením G 
na G*, hovoříme, ze G* je homomorfné s G. 

D e f i n í c i a 7: Nech f je zobrazenie topologického grupoidu G na topologický 
grupoid G*, o ktorom platí: 

1. Zobrazenie f je izomorfné zobrazenie grupoidu G na grupoid G*. 
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2. Zobrazenie f je homeomorfné zobrazenie topologického priestoru G na topo­
logický priestor G*. 

Potom zobrazenie f nazýváme izomorfným zobrazením topologického gru­
poidu 67 na topologický grupoid G* a hovoříme, ze topologický grupoid G* je 
izomorfný s topologickým grupoidom 67. 

Ye(a 7 : Nech G je topologický grupoid a [G] topologický faktoroid na G.Pri-
radme každému prvku x€G triedu X — f(x)č[G], ktorá obsahuje prvok x. Potom 
zobrazenie f topologického grupoidu G na topologický faktoroid [67] je homomorfné 
a otvorené zobrazenie. 

D ó k a z : Že zobrazenie / je spojité a otvorené zobrazenie topologického 
priestoru 67 do topologického priestoru [67], vyplývá z vety 4. Stačí ešte do­
kázat, že je Jiomomorfn3/rm zobrazením grupoidu 67 do grupoidu [67], t. j . , že 
zachovává násobenie. Nech a a b sú lubovoíiié dva prvky z 67. Potom f(a) = A, 
f(b) — B, kde A a B sú tie triedy z [67], pre k:oré a € A a b € B. Označme G tú 
triodu z [67], ktorá je súčinom usporiadanej dvojice tried i a £ z [67], takže 
(i — A o B a medzi množinami A, B, C platí vzťaJi AB c C. Potom ab čABc 67, 
teda abeC a dalej f(ab) == C = A O B = j(a) O f(b). Z toho vyplývá, že 
j(a) O f(b) = f(ab) a veta je doJíázaná. 

Otvorené zobrazenie topologického priestoru 67 do topologického priestoru 67* 
má tú vlastnost, že každá otvorená množina U C 67 sa zobrazí do otvorenej 
množiny v 67* (pozři [2]). 

P o z n á m k a : Vo vete 8 budeme výnimočne pod znakom 67*, V* a Z* rozumieť 
niečo iného, ako čo sme zaviedli v definícii 3. S* nech má obidve vlastnosti, 
ktoré sme vyžadovali od systému 2J. 

Ycía 15: Nech 67 a 67* sú dva topologické grvqwidy. Nech Za Z* sú ich úplné 
systémy okolí Z v G a Z* v 67*. Nech f je otvorené homomorfné zobrazenie gru­
poidu 67 na grupoid G* a [67] rozklad grupoidu G příslušný k zobrazeniu f. Potom 
topologický grupoid 67* je izomorfný s topologickým faktoroidom [67]. 

D ó k a z : Máme dokázať, že sú splněné body 1. a 2. definície 7. Bod \. je 
splněný. [67] je totiž faktoroidom na 67 a grupoid 67* je s ním izomorfný. Po-
znamenajme přitom ešte, že každá trieda falvtoroidu [(7] sa sldadá zo všetVých 
vzorov jednélio prvku z (7* v zobrazení / a izomorfné zobrazenie g grupoidu [67] 
na grupoid 67* je také, že ])vo líažcíé A 6 [67] a kužele a£ A je g(A) = f(a) = a* € 67*. 
Aby sme doJuízali bod 2., zostáva nám dokázať, že [67] je topologickým gru­
poidom a že zobrazenie g je obojstranne spojité. Jcdno-jednoznačnosť zobra-
zenia g totiž vypJýva z dókazu bodu 1. 

Dokážeme najprv, že [67] je topologickým grupoidom. ZoJjerme si rubovolnú 
triedu X rozkladu [67]. X je množinou všetkých vzorov v zolyrazení / nějakého 
prvku x* € G*. Pretože / je spojité zobrazenie priestoru 67 na G*, je f~l(x*) = X 
uzavretou množinou v G. 

Nech U je dalej 1'ubovolné okolie zo Z, 670 nech je množina všetkých tried 
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X€[U], pre ktore X n U + 0 . Pretože U je otvorená množina v 0 a / je otvorené 
zobrazenie, f(U) je otvorenou množinou v 0*, Pretože súče množin X, kde X 
je taká trieda z [0], ze X' U0, je množinou všetkých vzorov v zobrazení / 
prvl^ov z f(U)G 0* a přitom / je spojité zobrazenie a f(U) otvorenou množinou 
v 0 * je UX otvorenou množinou v G. Teda je rozklad [0] topologickvm roz-

x<=u0 

kladom. Z homomorfizmu grupoidu 0 * s grupoidom G vyplývá, že rozklad [0] 
je vytvárajúcim. Teda [0] je vytvárajúcim topologickým rozkiadom a na zá­
klade vety 6 z toho vyplývá, že [0] je topologickým grupoidom. 

Teraz dokážeme, že zobrazenie g je spojité. Nech A je lubovofná trieda 
z [0] . Táto sa zobrazí na prvok g(A) = a*€0* , pričom pre každé a €A je 
f(a) — g(A) = a*. Nech U* je lubovolné okolie prvku a*. Třeba dokázat, že 
existuje okolie V0 triedy A také, že pri zobrazení g je g(V0) C U*. Pretože 
pre a č A je f(a) = a* a zobrazenie / je spojité, existuje také okolie V prvku a. 
že /(V) C U*. Keď V0 je množina všetkých tých tried X z [0], pre ktoré 
I n F # 0 j e a(V0) == /(V) C U* a teda g(V0) C U*. 

Nakoniec si dokážeme, že aj zobrazenie 0* na [0] ; t . j . g L je spojité. Nech a* 
je lubovoiný prvok z 0*. Tento sa zobrazí v zobrazení g l do triedy g ~l(a*) = 
= Ač [0], kde pre každé ačA platí f(a) = a*. Nech U0 je lubovolné okolie 
triedy A. Dokážeme, že existuje okolie V* prvku a* také, že g~l( V*) C ř/0. 
K c/0 existuje také ř/€27, že U0 tvoria právě všetky tie triedy z [0], pre ktoré 
X n U 4= 0. Nech a 6 U n A. Potom U je okolím prvku a. Pretože zobra­
zenie / je otvorené, existuje také okolie V* prvku a* = f(a), že V* C f(U). 
Pretože U0 je množinou tých tried I 6 [ f f ] , pre ktoré Xn U ~= 0, je 
g \f(U)) = U0 a teda g'\V*) C cj \f(U)) = U0 cize <y '(V*) C ř/(), co sme 
mali dol^ázat. 

Nech 0 je množina, [0] rozklad v G a podmnožina G' C 0 nech je taká, že 
UX n G' 4= 0. Potom množinu všetkých tried X € [0], pre ktoré X n G' 4:: 0 
X t [Oj 

nazýváme ob a lom podmnožiny 0' v rozklade [0]. Označujeme Ji o 0 ' c [0 ] . 
Keď množina G je grupoidom, jej podmnožina G' je podgrupoidom v 0 a [0] 
vytvárajúcim rozkiadom, potom G' rz [0] je tiež grupoidom. G' rz [0] je pod­
grupoidom grupoidu [0] (pozři [1]). 

l)ef i n í c i a 8: Nech [0] je topologický faktoroid v G a Gf taký podgrupoid v 0, 
ze UX n G' =p 0. Nech U*čX* (pozři definiciu -i) je také, ze, UX n Gf 41 0. 

Ne iG] xe u~ 
Označme U' množinu Med Xč ř/*, pre ktoré X n G' 4= 0. /Systém všetkých ta­
kých to množin budeme znacif E'. 

Vela 9 : NecA 0 je topologický grupoid a [0] topologický faktoroid v G. Gf nech 
je taký podgrupoid v G, ze UX n G' 4= 0. Potom G' n [0] je topologickým gru-

x € LOJ 

poidom a 2J' jeho úplným systémom okolí. 
Dókaz : [0] je topologickým grupoidom. Množina Gr rz [0] ako množina tých 

tried X z [0] , pre ktoré X n G' 4= 0 je podmnožinou topologického grupoidu 
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[G] a je podgrupoidom grupoidu [67]. Z vety 1 teda vyplývá, že G tz [67] je tiež 
t(>po Iogickým grupoidom. 

Neeli 67 je množina, [67] rozklad množiny G a podmnožina 67' C G nech je 
taká, že UX n 67' 4= 0. Potom svstém všetkých neprázdnvch přeni kov nino-

xva\ 
žín A" C 67, pre ktoré A € [67] s množinou 67' nazýváme |> re n i k o m podmnožiny 
G s rozkladom [67]. Je to z re jme rozklad v(? ' . Označujeme ho Gv\[G\. Ked 
množina 67 je grupoidom, jej i)odmnožina 67' je podgrupoidom v 67 a [G] vy-
tvárajúcim rozkladom, potom 67'n[67] je tiež grupoidom (pozři [1]). 

Dohodnime sa, že triedy A" €67'í~l [67] ako prvky z 67'n[67],kde množina 
A" = A n 67' =# i) a trieda A 6 [67], budeme značit tým i stým znakom ako 
množinu A" C 67, pre ktorú platí, že A" = X n 67' 4 0. 

D e f i n í c i a 9: Nech [67] je topologický faktoroid v 67 a 67' taký podgrupoid v G, 
ze UXnG' 4=0. Nech, 67*ež* (pozři definíciu ?>) taJcé, ze UX n 67' + 0 . 

v e [O] x e í / * 
Označme U" množinu všetkých tried A" €67'n [67], pre ktoré množina A" ^ 
--- A n 67' 4= 0 ^ trieda A € 67*. Systém všetkýcJi takýchto množin budeme zna-
V ' 0 \ 1II 

rif 1 . 
Vet si 10: Nech, 67 je topologický grupoid a [67] topologický faktoroid v 67. 

G nech je taký podgrupoid v G, ze UX n G' =4 t). Potom G' f][G] je topologickým 
X € [O] 

grupoidom a _T" jeJio úplným systémom oJwlí. 

D o k a ž : 

1. Že 67' n [67] je grupoidom, to je jasné (pozři [1]). Pre každii triedu N"€G (1 [G] 
platí A" = A n 67', kde A je taká množina z 67, že trieda Xe [67] a A n 67' =4 0. 
Súeinom dvoch tried A", B", z (7'n [67] je taká trieda C" — A"o B", že platí 
A"H"C 67". 

2. Dokážeme teraz, že 67'n[67] je topologickým priestorom. Nech A" a. B" 
sú dve libovolné triedy z 6r'n [67]. Potom existujú také triedy 4̂ a i? z [67], že 
A n 67' = A" a Bn G = £". Pretože .4 a JB€ [G] a [67] je topologickým prie­
storom, existuje také okolie U* triedy A, že A £ 67*, avšak BéU*. Označme 
teraz U" množinu všetkých tried A" 6 67n [G], pre ktoré X" — A n 67' 4 ' 0 
a trieda A 6 67*. Pretože .AGU* a A n (7' - A " 4 0 je ,4"<E U" a ř/"e_T". Pre­
tože však B&U*, je B"$U". 

Nech A." je lubovolná trieda z G'n[G] a 67" a V" dve jej okolia. Dokážeme, 
že existuje také okolie W" triedy A", že W"C 6/" n V". Nech J. je tá trieda 
z [67], že ^4" = A n 67' a jej okolia 67* a V* nech sú také, že 67" je množinou 
tried A"€67'n [6?], pre ktoré X" = A n 67' 4 0 a trieda Xe 67* a V" je mno­
žinou tried Y"€67'n[67], pre ktoré Y" = 7 n 67' 4 0 a trieda 7 6 V*. Potom 
existuje také okolie W* triedy A, že Ae W* C 67* n V*. Označme teraz W" 
množinu všetkých tried Z"eGn[G], pre ktoré Z" = Z n 67' =J= 0 a trieda 
.Z € W*. Pretože ^ € W* a J l ' = .4nff4= 0, je UZ n 67' 4= 0, teda W" 62v ' . 

ze ir* 
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Z toho, že A e W* a A" = A n G' 4-- 0, ďalej ešte vyplývá, že A" e W" a teda 
W" je okolím triedy .4". Pretože pre ZeW*CU*n V* je Zeli* a tiež Z€ V*, 
pře každé Ze W* platí, že Z = X=Y, kde K€ U* a Ye V*. Teda je pre každú 
triedu Z"e W", Z" = Z n G' = X n G' = Y n G" = X" = Y", kde trieda X" e U" 
a trieda Y"e V". Z toho ďalej j)re každú triedu Z" vyplývá, že Z"eU"n V", 
teda W"C U"n V". 

3. Nakoniec máme ešte dokázat', že ak C" = A"o B"eG' n [G] a W" je lubo-
voTné okolie triedy C", potom existuje také okolie U" triedy A" a okolie V 
triedy B", že U"V"C W". Nech C je tá trieda z [G], že platí ('" = C n G' a I R 
nech je to okolie zo Z*, že W" je množinou tried Z" eG' n[G], pre ktoré Z" = 
= Z nG' #=0 a trieda Z<E W*. Pretože Ví 4= O" = O n 67' a C"€ W" je C e W*. 
Nech L̂ a B sú ďalej tie triedy z [6ř], že .4" = A n G', B" = B n G'. Pretože 
C" = G n G', A" = A nG' a B" = B nG', je C"C C, A" CA a B" CB. Ďalej 
platí i o ^ D i . B D ^l"Ii" 4= 0 a tiež ^"J5"C C"C C. Na základe toho 
A"B"C A O B a .4"iT'C O. Teda On_4O-B4=0a z toho vyplývá, že (J = 
= A O B. Potom existuje v topologickom grupoide [67] také okolie U* triedy A 
a také okolie V* triedy B, že U*F*C W*. Vezmime U" a V" zo Z". Pretože 
A" =An G' a B" = Bn G', kde AeU* a B € V* je A" e U" a B" e V". Utvořme 
si teraz súcin U"V". Pre množiny X" O Y", kde trieda X"e U" a trieda Y" e V" 
potom platí X" O Y" D X"Y" "4= 0 a K"Y"C XY C X O Y, pre každé 
X" e U" a Y" G V", pričom Xe U* a YeV*. Teda K"o Y"n K O Y 4= 0, a preto 
0 + X"oY"= (X oY)nG' pre každé K"€U" a Y"e V". Pretože K6U* 
a Y<EF* a U*V*CW*, je KOY--Z6W* a ďalej platí K"o Y" --= 
= ( í o r ) n C ' = Z n O ' = Z", kde trieda Z"eW" cize pre každé K"€U" a 
Y"eV" je X " o Y"€IV". To znamená, že U"V"C W", éo sme mali dokázat. 

Obal jioďgrupoidu G' C G vo faktoroide [G] v G (keď UK n (?' 4= 0) a pre-
Xs\G\ 

nik faktoroidu [C7] s j)odgruj)oiclom 67' sú izomorfně (ako gruj)oidy). Trieda 
X eG' cz [67] sa přitom jeďno-jednoznacne zobrazí na tú triedu X" eG'n [G], 
pre ktorú X"= X'n 67' (pozři [1]). 

A"eía 1 1 : Topologický grupoid G' rz [67] (z vety 9) a topologický grupoid G' n [G] 
(z vety 10) sú izomorfně. 

U ó k a z : 67'cz[67] a G'r\[G] sú izomorfně ako grujíoidy. Z toho vyplývá aj 
jedno-jednoznacnosť zobraze/iia 67' c [67] na 67'n[67], ktoré označme /'. Potom 
jrre každé K'G67' rz [67] je f(X') = X"eG'n [67], kde množina X" = X n G'. Zo-
stáva nám teda ešte dokázat, že zobrazenie / je obojstranne spojité. Xajprv 
dokážeme, že / je sjjojité. Nech A' je lubovolíiá trieda z 67' cz [G] a U" nech je 
rubovoiné okolie triedy f(A') = .á"€67'n [67], kde A" = A'n G'. Třeba ukázat, 
že existuje také okolie 67' triedy A', že f(U') C U". Preďovšetkýmsi všimiúme, 
že okolie U" tvoria všetk}^ triedy X", j)re ktoré X" = X n 67'4= 0 a X je 
z určitého okolia U* z úplného systému okolí Z* topologického priestoru [67] 
(UK n 67'4=0). Za okolie U' vezmime to okolie, ktoré tvoria triedy X' = 
x e u* 
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-- A 6̂ U*, pře ktoré X" = X n 6ř'4= 0. Pretože A."6 U", existuje taká trieda 
.4 € U*, že A" = A n 6?'4=0. Potom však trieda A'= A je z U' a U' je okolím 
triody .4'. Nech X' je lubovolná trieda z U', potom X' = K€ U* a X n G'=\=0. 
Pretože však platí f(X') = X", kde X" = X n G' = X n G' =\= 0 a trieda 
Xe U* je f(X') = X"č U". Z toho vyplývá, že f(U') C U". 

Teraz ešte dokážeme, že aj zobrazenie / l je spojité. Zoberme si teda nejakú 
triedu A"č G' n [G]. A' nech je trieda z f f c [C7], pre ktorú platí A" = A'n G' 4= 0, 
teda .4' = f l(A). U' nech je lubovolné okolíe triedy A'. Prvkami okolia U' 
sú triedy X' = X z určitého okolia U*€2/*, pre ktoré platí X n G' 41 0- Uká­
žeme, že existuje okolie U" triedy A" také, že f'1(U") C U'. Za U" zoberme 
okolie, ktorého prvkami sú všetky tie triedy X , pre ktoré X" = X n G' 4~- 0 
a- Xe U*. Pretože A' <E U' je A' =A€ U* a pretože ďalej A" = A n G' =# 0, 
je _4"€U" a teda U" je okolím triedy A.'. Zoberme teraz lubovolnú triedu 
X"e U". Pre tuto platí X" = X n G'4= 0, kde 1 6 U*. Z toho však vyplývá, 
že X ,:, A" € U', a preto f(X') = X"\ kde X" = X' n G' = X n G'4- 0 a X' e U'. 
To však znamená, že / l(X") = X' € U', a to pre každé X"€U" . Teda platí 
/ ' (U")C U'. 

Došlo I. VI . 1954. 

L 1 T K R A T C B A 

[1] B o r ů v k a O.: Úvod do theorie g rup, Praha, 1952. 
| 2 | P o n t rj a g i n L.: Topolog ical (Jroups (prok lad z ruštiny). Pr inceton, 1940. 

TononoriiMECKME Vpynon;ibi 
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B ťraTBii ;u't[)iinoBan Toiio.;iorinicťKiiH r p y n o i n (í, i.ai. oGoGineiine noiiHTim TOIIO-
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