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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 4 — 1959

0 MNOZINACH VZDIALENOSTI MNOZIN
METRICKEHO PRIESTORU
TIBOR NEUBRUNN a TIBOR SALAT. Bratislava

Uvod

Nech (X, 0) je metricky priestor, 4, B nech si mnoziny 4, B ¢ X. Mnozinu
vietkych &isel o(x, y), z € A, y € B oznatime znakom D(A4, B) a nazveme ju
mnozinou vzdialenosti mnozin A, B. Speciélne, ak A = B, kladieme
D(A, B) = D(A). Mnozinu D(A4) nazyvame mnozinou vzdialenosti mnoziny 4.

Stidium mnozin vzdialenosti mnozin euklidovskych priestorov viedlo k po-
zoruhodnym vysledkom a problémom, ktoré presiahli pévodny rdmec proble-
matiky. Zikladom tohto stddia boli prace W. Sierpinského, H. Stein-
hausa, S. Ruziewicza a inych. Sihrnne o tejto problematike pojednava
monografia [1} S. Piccardovej.

Tato prica obsahuje naért hlavnych vysledkov zo $tudia mnoZin vzdiale-
nosti mnozin euklidovskych priestorov, dalej niektoré zovieobecnenia znamych
vysledkov na lubovolné metrické priestory a konecéne niektoré daliie vlast-
nosti mnozin vzdialenosti mnozin metrickych priestorov.

V dal$om znakom E, oznadujeme m-rozmerny euklidovsky priestor. zna-
kom (X, p) metricky priestor X s metrikou o.

§ 1. 0 mohutnosti mnoZiny D(A)

V monografii [1] sa odvodzuje sivislost mohutnosti mnoziny D(4) s mo-
hutnostou mnoziny 4. Ukazuje sa, Ze pre koneéni mnozinu 4 CE, plati
(M znadi mohutnost mnoziny M)

m(m — 1)

mSY)‘(—AE)S_*-‘;—*—{- 1,

kde m == A. Pre nekonetni mnoZinu A CE,, A =n sa ukazuje platnost
vztahu: ﬁ = 1.

Z nasledujtcej vety dostaneme suvislost mohutnosti mnoziny D(A4) s mo-
hutnostou mnoziny 4 pre 4 CX.

Veta 1,1. Nech {X, 0) je metricky priestor A, BC X, A, B nech sii nekoneéné
mnoziny. Potom plati:

D4, B) <

|

N

X max (4, B).

&=
N
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Dokaz. Utvorme mnozinu 4 X B. Mnozinu A X B rozdelime na dis-
junktné triedy 7', takto: Do tej iste] triedy 7'y, d = 0 ddme vSetky tie dvojice
|z, y] €A X B, pre ktoré o(z, y) = d. Zrejme je T, &= 0 vtedy a len vtedy.
ked d € D(4. B). Nech § zna¢i mmozinu vSetkych neprazdnych tried 7.
d 7 0. Potom

DA, B) =8 < A.B < max (4, B)

(pozri | 2], str. 96, 217).
Dosledok: Ked 4 = Ba A == n (A nekoneéna), potom dostavame

D(A) < .

Pozniamka 1. Rovnost v predosSsiom vztahu nemusi platit. Nech napr.
(X', 0) je Hilbertov priestor. Vezmime za A mnozinu 4 = {(0, 0, ..., 0, 1, 0,
0. ...)}, teda mnozinu vietkych takych postupnosti, kde na k-tom mieste jo
jednotka a na ostatnych miestach st nuly (F =1, 2, 3, ...). Potom zrejme

D(A) = 10,2} a teda D(A) < A.

2. Vieobeené vztahy platné pre D(A)

Veta 2.0, Nech (X, 0) je metrickyj priestor a nech pre t € T' je A, C X. Potom
plati

D> A =2 D)+ > DA, A,).
tel teT 4=t
I.t'eT
N
:11,

Dokaz. Cislo d je prvkom D(
1

.y €2 A, tak, ze d = o(x, y). Uvazme, e z, y € > A, vtedy a len vtedy, ak
tel tel

existuju ¢, ¢ € 7' tak, ze x € 4,, y € 4,.. Teraz uz stad¢i len nahliadnut, Ze bud
{ =t alebo t = . V prvom pripade d € > D(A4,), v druhom pripade d € > D(A4,
tel t+=1

tyt'eTl

4,) vtedy a len vtedy. ked existuji prvky

A
lixistuju mnozinové systémy A, C X, ¢ € 1" také, Ze operacie D a 2 s na
nich zaimenné, t. j.

D> A) -~ > D(A). (a)
tel tel

Dokiazeme v tejto suvislosti tito vetu:
Veta 2.2. Nutnd podmienka pre to, aby pre systém mnoZin {A4,}, t € T platilo

DO Ay - l:/["l)(A‘) je, aby tsrpd(A,.A,,) = ;sx{}>d([4t), kde d(A,, A,.) pre t =

el
t,t'el
Joosup {o(x, y), v €A,. y€A,} a d(A,) je pricmer mnoZiny A,.
Dokaz. Oznac¢me p —supd(4,. A,), q =supd(A4,). Nech p, q < --oo.

tt te'l
tothel

o
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Poznamenajme najprv, Ze rovnost (a) je ekvivalentni so vztahom

> D(A4,. A,) C > D(4,) > (b)
L1 tel
t,t'el

ako to okamzite vyplyva z vety 2,1.

Doékaz urobime nepriamo. Nech p = ¢, teda P H)q > 0. Existuju t,. t,eT
tak, e d(d,, 4,) ~p " 4” Dalej existujit z€A,. yeAd, tak. 7
N » — ¢
ol y) =d(d,. 4, P

teda
. o — ) - 4
0= (z,y) >d(4,,4,) — p—z 1 > p — }~2 1 _ p~2 / . (¢)

Pretoze o(z, y) = 0 € D(A4,,, 4,) existuje [podla (b)] takc /, €7, ze 0 € D(.1,).
Teda 6 < d{4,,) < q. Podla () je 6 > q a to je spor.

Pre ¢ = 4 o0 je veta zrejmi. Ak p = + co, lahko sa zisti, Ze aj ¢ — = oo,

Poznamka 2. Podmienka uvedeni vo vete 2.2 plati napr. pre systém
mnozin {4,}. t €T, ktory ma nasledujicu vlastnost: K Tubovolnym dvom
mnozinam 4,,. A4, t'. t €1" existuje mnozina A, , t" €7 tak. zc 4.2 1.
A.DA4,.

Teraz ukaZzeme postacujicu podmienku pro zémenu D a T uistych systémon
mnozin.

Veta 2,3. Nech {4, }, t € T' je systém neprdazdnych mnoZin takjch, Ze pre haZd/
t €T je D(A,) interval {to je splnené napr. vtedy, ak A, si sivislé }. Potom k tom.
aby platilo

~

D> A)=> D4,

)

tel teT
stact, aby ,
supd(4,, 4,) < sup d(4,).
t=t tel
tLtel
Dékaz. Nech p < ¢ (oznacenie ako v predchadzajicej vete).

Nech 6 € > D(A4,. A,), potom 6 € D(A,,, A,). t,. t, €T t; 4= 1, 0 = o(x. ).
l.lt"e[’l'

x€A,, ye€A,, d=p<4q Z < q vyplyva existencia ¢,, &, U, {, € T;

@,y €A, tak, Ze o(xy, Y1) = 0, > 0, 0; € D(4,,). Pretoze D(A,,) je interval

a 0€D(4,). je aj 0 € D(Ay) a teda 9 € > D(A,).
teT
Priklad. Ak p = ¢, veta nemusi platit. Nech napr.
A,=<0,1) pre n =0,2,4,6, ...

A,=(0,1>pre n =1,3,5,7, ...
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oo

Potom p = ¢ = 1, zatial ¢o D(ZA,,) = (0, 1> a > D(4,) =<0, 1).
(4}
Nech Al-CX, 7 = l, 2. .. ., N,

A;D4,> ... DA,04,,

potom lahko nahliadneme, Ze D(II A) = [I D(4,;). Toto nemusi platit pre ne-

=1 i=1
konetny systém mnozin. Nech napr.

A= {a,ay,...q, ...}CX

M

je (nekonefnd) spodetnad mnozina. Polozme

14/1 = '{au'a’nil'a’ui‘_" } n == 1, 2~ 3~
wrejme je
o
A, D4,0...04,5..., 114, =0,
=1

3 e e

teda D(I1A,) = 0. Ale 0€ D(4,). » =1.2,3
1

i

takze [1 D(A,) + 0
w1

V' dalsom ukdZeme postacujicu podmienku pre platnost uvedeného vztahu
pre nekonednu postupnost mnozin.

Veta 2.4, Nech 4,0 = 1,2, 3, ...) si kompakty v (X, p).
4,24,24,2...04,D ...

Potom plati:

DL A4, =111A4).

n=1 =1

Dokaz. 1. Ukazeme, ze D(I1 4,) C IID(A,L). Uvazme, %e [1 A,CA, pre
n=1 n==1 n=1

kazdé L 1.2,3, ..., odtial ihned vyplyva D(II 4,) C I1 D(4,).

= n=:1

8

2. Ukazeme. Ze l[ D(A4,) C D( [lA )-Nechd €] D(A4,), potom d = po(x,. ¥,)-

= n=1

no=1,2,3...., z,,y,€4,. Uvazu]me postupnosti  {x,}" (1), {y,}" (2

Vsetky ¢leny oboch postupnosti st prvkami mnoziny 4, . Kedze 4, je kompakt,

existuje postupnost {x,‘k}fﬂ vybrana z (1) tak, ze z, — x € 4;. Z postup-

nosti {y, }i=1 vyberieme postupnost {y, }hii, tak, aby y, o Y €A,.
n 1

Uvazme. Ze Ty, = Jed = Q(x,,‘,:l , y""‘z) a pre vSetky dost velkéluz xz, €4

k[ m>
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Z kompaktnosti 4

m* "

Yu, €A viplyva. ze x.y€Ad, (m=1.2.3....),

53

teda x, y € [1 A, a kedze
=1

n

d=olz. y) = lime(z,, .y, )

l—>w

o

dostavame odtial, ze d € D(11 4,).

n==1
Poznimka 3. Z prvej casti dokazu je jasné, ze pre Tubovolny systém
{4,}. t € T mnozin z X plati:

D1 A4,)c 1l A,).

§ 3. MnoZiny vzdialenosti roznych druhov mnoZin

Je zname (pozri [1]). Ze mnozina D(A4) nemusi byt izolovania. i ked A je
izolovana. Napr.

| o ]
A - {l_l»!-— 2—.2.27,1' 27_,,”.,11,.n+ _):
‘ ' 1 | I ] ’
a .O, P __)——;,'/CI)(;I).

Dalej sa da ukdzat (pozri [1]), Ze mnozina vzdialenosti otvorenej mnoziny
(I C K, je mnozinou (,. Dokaz tejto skutocnosti sa zakladd na moznosti vy-
jadrit (¢ ako zjednotenie spodetného svstému otvorenyeh intervalov a na
vete 2,1,

Oznac¢me v dalsom znakom d(M) priemer mnoziny /. Potom plati:

Veta 3,1. Nech 4 CX. Potom d(4) == d(D(4)).

Dokaz. Pre Tubovolné x, y € A je o(x, y) < d(A). teda pre kazdé o € D(A)

je o =2 d(A) a kedze d(D(A)) == sup {0}, dostdivame odtial d(D(4)) = d(1).

deA(D)

Naopak, ak 6 < d(A). § € D(A4), potom existujia x, y € A, tak.ze o < p(x, y).
Kedze o(x. ) € D(A), vvplyva odtial vztah o < d(D(A4)) a teda d(A) -:
STd(D(A)).

Dosledok. D(A4) je ohrani¢end vtedy a len vtedy, ak je chraniceni ..

Veta 3.2. Nech A je kompakt v (X, p). Potom D(A) je kompalkt.

Dokaz. Ohrani¢enost D(A) vyplyva z predoslej vety. Uzavretost D(.1)
dokéazeme takto: Nech d, € D(A), d, — d. Potom d, = o(x,, y,), x,, y,€-1.
Rovnako ako v dokaze vety 2.4 nahliadneme, Ze existuju postupnosti

e £ ’ <@ @0 v
{%,,1}1::1.- '{?/.L”[}z—,x vvbrané z fx 1\, resp. {y,}i tak, ze Lo - red,

Y. -y €A, teda
i

o === lim (2

o
l—x k

o Yay) = olr y) € D(A4).
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MnozZina D(A) mdze byt hustd (pozri [1]) 1 vtedy, ked 4 neobsahuje Ziadnu
neprazdnu huste rozlozent podmnozinu. Nech napr. R je mnozina vietkych
kladnyeh raciondlnyveh ¢isel.

» o ”
Ry, oy vy oo r, o)

Mnozina
A= gryry by vy ety

zrejme neobsahuje Ziadnu neprazdnu huste rozlozend podmnoZinu (je to izo-
lovand mnozina) a predsa D(A) = [0} + R je husta v {0, -o0).
Veta 3.3. Nech ACX, A husta v (X, p). Potom D(A) je hustd v D(X).

Dokaz. Nech d € D(X), treba ukizat, 7e d € D(4) (D(A) je uzdver D(A)
v D(X)). Kedze d==op(x.y). x y€A=X, existuji postupnosti {z,}},
1,0 bodov z A tak, 7e x, —» z, y, > y. Potom d, == o(x,, y,) —> o(x, y) = d.
pritom d, € D(A) (n = 1,2, ...), teda d € D(A).

Veta 3.4 Nech 0 4 ACX, A siwvisld mmnoZina. Polom D(A) je interval
s tavijin koncoriym bodom 0.1)

Dokaz. Pre kazdé a € 4 definujeme na mnozine A zobrazenie f (x) = o(x, «)
do (0, +co). f, je, ako ihned vidiet. spojité zobrazenie 4 do <0, 4oo).
Teda f,(4) je stivisla mnozina v <~ 0, -+-00). Kedze D(A4) = > f(4) a 0€ L[ f,(4).

aed aed
je D(A) neprazdna savisld mnoZina v <20, -+o0), teda I)(4) je interval obsa-
frujiei bod 0, ktory je zrejme jeho lavym koncovym bodom.

Skiimajme teraz uplnost priestoru. D(X) (/)(X) chapeme ako podpriestor £/)).
Ak (X, 0) nie je uplny, potom o tpinosti D(X) nemozno ni¢ urcéitého tvrdit.
Napr. ak X je mnozina vietkych racionalnych éisel, potom D(X) = <0, +o0).
X nic je uplny priestor. Ak X je mnoZina vietkych iraciondlnych ¢isel. potom
D(X) = 0, -k oo) je Uplny priestor.

7 Gplnosti (X, o) nevyplyva tplnost D(X). Nech napr. X je mnozina vset-
kveh postupnosti

2, = {1000, o 00
1
t, {0,1+};,0 0 }
d=:1
**’0 0,0 1 !
x“,‘.l 5 5 PRI .+2—ékf’0,...},~
k=1

Metrika o(x, y), @ == {%;}1, ¥ = {#:}1 je definovdna takto:

o(y, z) = sup |x, — y,.|.
F=1,2,3, ...
Zrejme je o(x;, y;) > 1 pre ¢ == j a preto v (X, o) st cauchyovské postupnosti

) Slovo interval moze znatit aj zvrhly interval, t. j. jednobodov mnozinu.
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totozné s postupnostami skoro staciondrnymi. Teda (X, @) Je aplny priestor.
Ale

o
1 L1 l
D(X):{O,]"I_Q’:l“}_’:j “:2}1‘}“2_);:
: o
n—1
. 3 ’ 7 ~ 3 3 l
nie je aplny (pretoze neobsahuje 2 = "lirz (l -+ z 727) ) .
h=1

Definicia. Mnofina A CX sa nazyjva monomorfnd. ak neexistuje 4°CA.
A" £ A taka, Ze A' je rzomeltrickd s A.

Teda ak A4 nie je monomorfnd, potom existuje A'CA, A’ = 4 tak, 7e
D(A) = D(A4’). Naskyta sa tato prirodzend otdzka: Ak 4 ma tu viastnost. Ze
pre nejaki mnozinu A'CA4, A" = A je D(4) = D(A4’), mozno potom tvrdit.
7e A nie je monomorfna? Lahko ukédZeme, Ze to tak nie je. Nech napr. (X, o)
je priestor s trivialnou metrikou (t. j. o(x, y) = 0 pre x = y. o(x. y) =1 pre
x £ y), X = 3. Nech ACX, A nech je prave trojbodova. Vezmime 4’ C A.
A’ nech je dvojbodova. Potom D(A) = D(A’) = {0. 1} a pritom 4. A’ nie su
izometrické. Zrejme A nie je izometrickd so Ziadnou svojou pravou pod-
mnozinou, teda 4 je monomorfna. Existuje teda monomorfnd mnozina 4.
ktorda mi ti vlastnost. Ze obsahuje pravii podmnozinu A'C.A tak. Ze
D(4) = DA").

Mnozina vzdialenosti mnoziny A C K, majicej kladnd Lebesguovu miern
obsahuje interval, ktorého Tavy koncovy bod je 0. Tento vysledok je obsiah-
nuty v praci [2] H. Steinhausa. W. Sierpinski ukdzal (pozri [3]), ze (1)
moZe nebyvt meratelnd (L). i ked 4 je meratelnd (L). Ak viak 4 CE, i D(A)
st meratelné (L) a u(A) > 0. je aj u(D(A)) > 0 podla citovaného vysledku
Steinhausovho.

Treba este pornameunat. ze 1)(A4) moéze mat kladnit mieru. i ked -4 ma mieru 0.
Prikladom takej mnoziny je Cantorovo diskontinnum (', pre ktoré D((")
== Z0, 1 (pozvi [4]).

§ 4. Operacia D ako mnoZinova funkeia

Tvorenie mnoziny vzdialenosti D(A) k mnozinim .4 C X mozno chipat ako
mnozinovi funkeiu definovani na systéme 2%, podmnozin metrického pries-
toru (X, p). ktorych oborom hodnét je systém podmnozin z 2-0-=). Tito
mnozinova funkeia (dalej len funkcia) sa da charakterizovat spomedzi vSetkych
funkeii uvedendho typu niekolkymi jednoduchymi vlastnostami. Plati tato
veta:

Veta 4.1. Nech (X, 0)je metricky priestor. Existwje prave jedna funkcia F
definovand na 2% s oborom hodnot v 2°9-*) | ktord md nasledujice rlastnosti:

(1) Pre ka*dé 0 = A €2V je 0 € F(A) . F(0) = 0.
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(4) Ak {0,a} CF(A) potom existuje aspori jeden kompakt K CA tak, Ze
F(K) = {0, a}.

(5) Pre {x, y} €2Y je F({x, y}) uzavretd mnofina.

Toulo funkciow je prave funkcia D.

Dokaz: Funkcia D skuto¢ne uvedené vlastnosti ma. Vlastnost (3) plynie
7 vety 3.1 a ostatné vlastnosti st zrejmé. Dokazeme, 7e je to jeding taka funkeia.
t. j. ak pre nejakt funkciu F plati (1) —(5), potom F(A) = D(A4) pre 4 €2,

Teraz dokdazeme rovnost D(A) == K(A). Nech a € D(A), potom o(x, ¥) = a:
x.y€Ad. Kedze {x, y}CA, tak F({x.y})CF(A) (podla (2)). Podla (5) jo
F({x. y}) uzavretd a v dosledku (3) je d(F{z, y})) = d({z, y}) = o(z, y) = «a,
teda F({x. y}) je aj ohranidend v £, teda je to kompakt. Polozme z, =

—ind F({x. y}) ay, = sup F({z, y}). Zrejme x,. y, € F({x, y}) a y; — @, = a.
Pretoze 0 € F({x. y}) je o, = 0 a teda v, - «. ¢ize D(A)CF(A).

Pre prazdnu muozina 4 je opacnd inklizia zrejméd z (1). Nech mnozina A
je neprazdna a nech « = 0, a € F(A). Ak « = 0 potom «a € D(A4). Nech teda
a > 0. PretoZe 0 € F(4) je {0,a}CF(A4). Podla (4) existuje v 4 kompakt K
tak. ze F(K) = {0,a}. V dosledku (3) je d(K) = d(F(K)) = d({0,a}) = «a
a preto v K existuju dva prvky x, y tak, %e o(z, y) = a. Teda a € }(4) a
preto F(4)CD(A).

Vlastnosti (1)—(5) nie st nezdvislé. Uviedli sme ich vetky len pre zjedno-
dusenie dokazu vety 4.1. Ukdzeme, Ze vlastnost (5) plynie z ostatnych vlast-
nosti. Teda na to, aby sme charakterizovali funkeciu D, vysta¢ime s vlast-
nostami (1)—(4). Formulujme to v tejto vete:

Veta L2, Nech F(A) ma vlastnosti (1)—(4). Polom md aj vlastnost (5) do-
konea v tomto zosilnenom tvare:

(5") Obraz dvojprevkovey mmoZiny je dvojprvkovd mnozina. Viastnoste (1)--(4)

st nezavislé.

Dokaz: Nech {z,y}CX, x 4 y. Pretoze F({x,y}) ma kladny priemer,
obsahuje okrem nuly aspoti jeden prvok ;. Ukazeme, Ze x, = d kde d = o(x, ¥)
je priemer mnoziny {z, ¥} (a teda aj mnoziny F({z, y}). UkaZeme to tak, Ze
dokdzeme, %ze v mnoiine F({z, y}) sa nemdze nachadzat Ziadny prvok x,
splitujici nerovnost 0 < x, << d. KedZe pre Ziadne z, z F({z, y}) neplati
L, > d a kedZe existencia prvku x, € F'({x, y}) je zarudena, dokaZeme tym, Ze
x; = d. Sidasne tym dokdZeme, Ze je to jediny prvok z F({z, y}) rézny od
nuly.

Nech teda 0 < 2, < d, x, € F({x, y}), potom k mnozine {0, x,} CF({x, y})
existuje podla (4) kompakt K C {x, y} taky, ze F(K) = {0, x,} teda d(K) ==
= d(F(K)) = d({0, z,}) = x,. To je spor, pretoZze v mnozine {x, y} si len dva
kompakty s priemerom 0 a d.

Ostdva eSte dokazat nezdvislost vlastnosti (1)—(4). K tomu zostrojime
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4 priklady. Prvy bude ukazovat, 7e vlastnost (1) nezavisi od ostatnych troch
vlastnosti a dalie priklady budi po rade ukazovat to isté pre ostatné vlast-

nosti.
Priklad 1. Funkciu F(4) definujeme takto: Nech ¢>0.

F(A) = {a: x =y +c y€DUA)).
Priklad 2.
10.d} ak A je neprazdny kompakt. (d je priemer )
F(A) = <
~D(A4) pre ostatné 4.
Priklad 3. Nech k& > 0

F(4d) = l via Y , § € l,)(A)'.
\ k f
Priklad 4. Nech F(A)= 0,d>. kde 0, d je interval v FE, (/[ 0 je
priemer mmoziny 4). Nech #(0) = 0, F({a?}) == {0} pre jednobodovi mnozinu (.
Podrobnou diskusiou tyebto jednoduchych prikladov sa nebudeme  za-
oberat.
V suvislosti s pojmom mnoziny druhej kategdrie vyndra sa tento problém:
Ak (X, 0) je druhej kategorie v sebe, potom eSte (N) nemusi byt druhej
kategérie. Staci vziat za o trividlnu metriku. Nech viak je 2f D(X) druhej
kategirie a nech 4 CX. Ak A je druhej kategérie v (X. o). je potom nutne
D(4) druhej kategorie v IH(X)?
K tomuto problému poznameniavame, ze (X)) moze byt druhej kategorie.
i ked X nie je druhej kategérie v sebe. Napr. X — €, (. Cantorova mnozina.

(D(C) = 0. 1)
§ 9. Operacia D a Hausdorfiova limita postapnosti mnozin

Vysetrime este stvislost opericie 1) s Hausdortfovou limitou postupnosti
mnozin metrického priestoru.
Pre operaciu D a Hausdorffovu limitu plati zrejme tento vztah:
D(lim 4,)Clim D(A4)), kde {4,}7 ; je Tubovolnd postupnost nnozin z .
Ak ma platit pre nejakd postupnost {41, vyrok:

limA, = A4 = lim D(A,) - D(d).
potom podla predosiého je nutné a staci, aby

Lim D(A,) C D(A).

Nutnost tejto podmicnky je zrejmi. To. Ze je to podmicnka postacujuca.
plynie zo vztahov:

D(lim A ) Clim D(4) Chm D(A,) C Dlim 4 ).
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Hovorime, 7Ze opericia D(A) mnozinovd funkcia je spojita na 2%, ak plati
vyrok:

limA, = A: A4, A€2* = D(A) — lim D(A4,).

.. MiSik upozornil na tento problém:

I. Ak4 je nutna a postadujica podmienka, ktorti ma spliiovat priestor (X, o),
aby D bola spojita na X.

2. Ako maju vyzerat postupnosti manozin {4,},., (v priestoroch, kde D
obecne nie je spojitd), aby platila vys§ie uvedené implikacia t. j. z 4, - A4
aby vyplyvalo D(4,) — D(4).

Otdzku 1 riesi tato veta:

Veta 5,1. Nech (X, o) je metricky priestor. Funkcia D(A) je spojitd na 2%
vtedy a len vtedy. ak X je koneénd mnofina.

Dékaz: Nech X je konedéna. Nech 4,CX, (n =1,2,...); limA4, = A.
Skimajme lim D(4,). Stadi dokézat, 7e lim D(A4,) C D(A). Nech d €lim D(A4,),
potom d € D(A, ). (k=1.2....). teda

"y

A= @, g ) @, .y, €A, (k=12 ..).

Pretoze X je konec¢nd mnozina, je X X X kone¢na.To znamena, Ze existuju

vybrané postupnosti {x,‘"‘j}ﬁ,, {ynk/_}f,l tak. Ze

L = o Y, . Yo pre j = 1.2, ...

Teda wy€limd, =1limAd, = A4, y, €4, o(x,, ¥p) = d € D(A).
Nech X je nekoneénd mnozina. Vyberieme postupnost {z,},-; a pomocou

tejto postupnosti zostrojime postupnost mnozin {4,},..; tak, aby 4, CA,,,.

(n=1.2,...). l)(lrl A,) =0, IL(DA,) = 0. (Pozri priklad za vetou 2,3.)
n-- 1 neo i

Pretoze 11 4, =limA,. 11 D(4,) = lim D(A4,) je
=1

n= n—r n =1 N=>00

D(lim A ) +4- lim D(A4,).

H=> L H=>L
K 2 uvedieme tieto postacujice podmienky:

Veta 5.2, Na fo. aby pre postupnost mnoZin {A,},/... A,CX. lim A, =
n—ao0
o0

platilo lim D(A ) = D(A), staéi, aby wmo%iny B,, = > A, boli kompakty.

n=1m
Dokaz: Staci dokazat (podla vyssie uvedenej poznamky). Ze
lim D(A,)CD(A). Z vety 2.1 a 2.4 dostavame:
oL o o0 o o

lim D(A,) =11 > (A)C LD A) =Dl 2 A,) = D(lim 4,) = D(A).

meclow=m m-=1L  n-=m m--1 no=m
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Veta 5,3. K platnosts lim 4, = A = lim D(4,) = D(A) staéi, aby

1° Mnofina > A, bola kompaking v (X, o).

n=1

24 =2 4,.

n=1

Dokaz. Ak d €lim D(4,), potom & = o(x, . y.,). %, . ¥, €4

ny”
. ., . @0 w© v
Existuji postupnosti {.’If,,“}l::h {Z/,.l,,}; . tak, zZe T, X

o

Yoo > Y. T YE D A, t. jox,y€ 4. teda d € D(A).

w1
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O MHOJKECTBAX PACCTOSIHUA MHONKECTB
METPUUYECKOTO MPOCTPAHCTBA

TUBOP HEYBPYHH MW TUBOP NMTAJIAT
BotBo b

B aroii crarhr apropa 4aior 0630p BaKICHINX Pe3yIbTATOB KAaCAOMMXCA PACCTOSIHAY
Mitoskeers B Epranaosom upocrparcerse. Ha pyroii crpane jaor 00001eAns HCKOTOPLIX
PeBVALTATOR BHAKOMLX B HpocTpanerBax  EBrnupa, 108 HPOM3BOJIBLHBIX MCTPHYCCKUX
UPOCTPAHCTB M TAK/KC HCKOTOPBIE HOBBIC PE3YILTATDL.

Hyers (LY, p) MeTpuuecioe npoerpancetBo. Hyern A, B C AL MuoseeTBo Beex yneen o(z, v),
r € 1, v ER odusnaunm D(AA, ) B HaszoBeM MHOMKCCTBOM LeeX PaceTosimil Muomects A, 13,
Hoaomum DA, A) = D) pas 1 € AL

I3 nepsoit gacrit padorhl MEcgacyeTest CBIBL MOHLY MOMHBOCTAMI MuoAeeTB 1 n D(1).
A= 0o D(A) < n

Bo sropoii wactn npusejienst Heroropbie odmme Gopmy.aant jin D(A) 1 pano seodxoaumoe
(teopema 2,2) HOJ0CTATOYHOEC YCAOBHC (Teopesa 2.3) jast HepeMeHbl ouepansia D u 2.

Teopema 2,2, HeoONOUIMBIM VEIIOBHEM [t TO10 wro0bl cuereMa Ay, ¢ € T', A C .V yioBaue-
TBOPHIQ PABCHCTBY

Fean o Geckouedauo

D> Ay - > DAY (1)
teT teT

spapsierest yeaosie sup d(Ag, Ap) =osup d(A1y).
tt'

e d(eg. 1Y) = sup {olr, v), ¢ € Ay, y € 413
4t

d(.1y) JUBINETCD MHOPKCCTBA Ay
Teopema 2,3, Bexnr D), (8 € T) sinasiercii RurepsaioM, 1o 41 suiosanenns (1) qocera-
rouno aTolnl

sup d(A., A)) < supd(4,)
tt tel

AnJorninast upodienma pemeta JGis onepannit D ow Ib.

Teopema 240 Hyers A, (= 1,2, ...) womparte 8 (A, 0): L, D.,D ... Torw
o oo}
DT An) = 1T D(Ay)
n==1 n=1

B rpereit gacTH MCCICHYIOTCS MHOGKCCTBA  PACCTOAHMN  Pa3JiMUHLIN  BHJOB MUOMCCTY
MCTPHRYCCKOIO TIPOCTPAlCTBRA.

Teopenma 3,2, Ecan A woyuakr B (X, 0) ro D(-l) romnaxr (B { 0, +o0).

Teopema 3.3, Ecamt A C X, A miorio B (X, ) 10 D(A) niorno (B (0, +-o0)

Teopenma 3,4. Ecom 0 = A C X, A ¢BA3HOC MHOMKeCTBO, T D(A) siBisiercss HHTCPBAIOM
JCBBIM KOHLOM KOTOPOL'O ¢CTh HYab (CH0BO HHTEPBA MOKET 0003HAYATL TOHE OHOTOUCHHOE®
MHOMECTBO).

Ha npusMepe HoKkasuiBACTCH 4TO K3 NOJAHOTH poeTpancTBa (X, @) He BuiTekaeT HeoOX0;BIMO
noamota D(X).

B jtasmeiimenm cosjpaeTcs KOHCTPYKIA MoHoMopdnoro muoskecrsa .1 C X, KoTopoe co-
AepiHT cobeTBenHOC NoaMHOMKecTBO A’ C A takoe, wro D(A) = D(A’).

B uerseproil wactm ucenenyioress cpoiictBa onepamud D kak QynNKIMM  MHOMeCTBA.
(OroGpascenne npocrpancrsa 2X B 2€0, +») . IloxkassiBacres 4ro D — rak orobpaxenne F
npocrpanctBa 2X B 2<0, +©) MOMKHO XapPAKTCPHUIUPOBATH CICAYIOUMMH CBOWCTBAMH:
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{° Laa seskoro L1, 0 = 1 € 2X nMeeT Meeto 0€FL1y. I'W) = 0.

2° Ilns seskmx apyx 4, B; A, B €2%; A C B mmeer mecto F(A) C F(B)

3° Ecan A € 2X 10 d(F(A)) = d(.1)

° Ecam {0, a} C F(A) ro cymectByer xors Obl ofuu wompant K C ol .t rovoporo
F(K) = {0, a}.

B xoHIe 5T0ii WacTH aBTOpa UPEIALAIT CIeyomMii sonpoc: Hyerh (X, 0) vevpudceroe
npoctpauceTso, uyerh D(X) MuomecTso BTopoil Kateropnm B {0, 4-c0). Ecom { C X, A
BTOpOil Kateropun B (X, p), HeoOxoumo —- mi tarske D(A) Bropoil nareropui » D(Y)?

B nartoii 4actH M3y4aloTesA HEKOTOPBIE BONPOCHL Ha KOTOpHIe npeayupeiana Sl Mumni,
KacalUMecs CBA3M Mexay omiepariieit D 1 xaye opdekoro mpeeda HocaeoBaTedbHocTh
MHOJKECTB B METPHYECKOM IIPOCTPAHCTHE.

-~

Fosopum, uto D ueupepoina B (X, @) ecili jUIsl BCARON HocAe0BATCILHOCTH L1
A, C X, lim A4, = .1, mieer mecro lim D(A,) =: D(.A1)

n—> 00 n—w
B 9T0il yacTH JaHO HEOOXOAHMOC M jIOCTATOYHOC YCJAOBHE jUIsl Henpepbisnoetn D (Komen
HocTh npocrpancTsa (WX, @) I TAKGKE JIOCTATOYRBIC YCIOBUSA IS TOTO, YTOOH (118 HEKOTOPOI
TOCJe0BATEIBHOCTH MHOMKCCTD {.vl,,};"ir__,l, A C X Ly = Brinoannaoch (2) (teopeva D2
u 5,3).

ONTHE SETS OF DISTANCES OF THE SETSN
IN AMETRICAL SPACE

TIBOR NEUBRUNN and TIBOR SALAT
Summary

In this paper the authors give a review of some important results relating to the sets
of the distances belonging to the sets of the Euclidean space, on the other hand they
give some generalizations of this results for metrical spaces not necessary Euclidean
and also some new results are given.

Let (X, p) be a metrical space. Let A, B C X. Then we denote the set of all numbers
o(x, y); x € A, y € B by means of the sign D(A, B) and we call it the set of all distances
of the sets A, B. We put D(4, 4A) == D(A) for 4 C X.

In the first part of the paper the relation of the cardinal number of the set o to the
cardinal number of the set D(A4) is studied. If 4 is infinite and A4 < n then I)(A) n.

In the second part some general formulas for D(A4) are given. The necessary (theorem
2,2) and the sufficient (theoremn 2,3) conditions for the change of operations of 1 and
are introduced.

Theorem 2,2, The necessary condition for the validity of the relation

D A = N DiAy ()
tel (e

where t €71, 4,C X is the validity of the relation

sup d(dy, AS) < sup d(Ay), where d(A Ag-)  sup to(e. y): o € Ay oy € Ay
tt tel et '

d(Ay) 18 the diameter of the set 4.
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Theorem 2,3. Let for every ¢t €T is D(A;) an interval. Then a sufficient condition for
the validity of (1) is
sup d(Ay, Ay) < sup d(A4,)
[E3H tel

Analogical problem for the operations D and 1I is studied.
Theorem 2.4. Let A, (i = 1, 2, ...) are compacts in (X, o), 4,D04,D ...

KO sl
Then D[] 4, - 11 DA
no1 n=-1

In the third part the sets of the distances of various kinds of the sets in a metrical
space are studied.

Theorem 3,2. If 4 is a compact in (X, g) then D(4) is a compact (in (0 4 oo).

Theorem 3,3. If A C X, 4 is dense in (X, ¢) then D(A) is dense in <0, -+ o).

Theorem 3,4. If 4 4 CX, A is connect, then D(A) is an interval with the left
end-point zero. (The word interval may significate also a one-point set.)

An example is given showing that the completness of the space (X, p) does not in-
fluence the completness of D(X).

Further a construction of monomorfe set 4 € X containing a proper set A’ C 4
such that D(A) = D(A'). is given.

In the fourth part are discussed the properties of the operation D as of a set funection.
('The mapping of the space 24 into <0, o). It is shown that D as a function of set F.
which mapps 2¥ into <0, --o0) may be described by means of the following properties:

1° Kor every 4, 0 4= A €2Y s 0 €F(A) . F(d) = 0.

2¢ Forevery 4, B; A, B€2Y; 4 C Bis F(A) C F(B).

39 For every 4 €21 is d(F(A4) = d(4).

4° 1f {0, a} C F(A) then there exits at least one compact K C A4 such that F(K) -

{0, @i,

At the end of this part the authors put this question: Let (X, o) be a metrical space
and N(X) is a set of second cathegory in (0, +oo). If 4 C X, 4 of second cathegory:
15 then necessary also D(A4) of second cathegory in D(X)?

In the fifth part are are discussed some questions suggested by L. Migik. These
questionts relate to the relation of operation and the limit of a sequence of the sets in
the sense of Hausdorf.

We say that DD is continuous in (X. p), if for every sequence {4} ,, 4,CX,

lim 4, - A4 the relation
lim D(A,) -~ D(A) (2)
H=—>0C

ix vahd.

In this part is given a necessary and sufficient, condition for the continuity (finitness
of the space (X, ¢))and further sufficient conditions for validity of (2) for a sequence

of the xets {4 ,,‘.:",, A,CX, A4, - A4 (theorems 5,2 and 5,3).



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:56:38+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




