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K V Z Ť A H O M „ M E D Z I " V O SVAZOCH 
M I L A N K O L I B I AR, Bratislava 

V práci [ l ] 1 zaviedol M. S. G e f f a n d vzťah „medzi" vo svaze takto: Prvok x 
svazu S je medzi prvkami a, b 6 8, ak (a n x) u (b n x) — x -- (a u x) n (b u x) 
a dokázal vetu (uvádzame ju v inej formulácii): 

(G) V modidárnom svaze množina G(a, b) prvkov x, ktoré sú medzi prvkami 
a< b, tvoří pod svaz s najmensím prvkom a n b a s nájvácším prvkom a u b. 

Tento podsváz budeme označovat tiež znakom G(a, b). Zrejme a, b € G(a, b). 
V následujúcich poznámkách budeme uvažovať ešte o vzťahu ,,medzi", 

definovanom takto: Prvok x svazu 8 je medzi prvkami a, b € 8 vtedy a len 
vtedy, ked x leží v intervale < a n b, a u b > , t. j . platí a n b ^z x Set U b. 
Množinu prvko v x € 8, ktoré ležia medzi prvkami a, b v tomto druhom zmysle, 
označíme M(a, b). 

V ďalšom poukážeme na niektoré súvislosti GelTandovlio vzťahu ,,medzi" 
(nazveme ho prvým vzťahom „medzi") s právě definovaným vzťahom ,,medzi" 
(nazveme ho druhým vzťahom ,,medzi") a s niektorými vlastnosťami dvojíc 
svázov definovaných na tej istej množině M (prvé dve vlastnosti boli zavedené 
v práci [2]), a to (Sv S2 značia svazy definované na množině M): 

B. Ak množina X tvoří konvexný podsváz v Sv tvoří aj konvexný podsváz v S2 

a obrátene. 
D. Existujú svazy A, B (definované na množinách Mv M2) a prosté zobrazenie 

(f množiny M na kartézský súčin Mx x M2, také, ze cp je izomorfní zobrazenie 
svážu Sx na kardinálny súčin A x B svázov A,Ba súčasne izomorfně zobrazenie 
svážu S2 na svaz Ay B (A je svaz duálny k svazu A).2 

G. Ak x je medzi prvkami a, b v prvom zmysle v Sv je medzi tými prvkami 
v prvom zmysle aj v 82 a obrátene. 

H. Ak prvok x je medzi prvkami a, b v druhom zmysle v 8V je medzi tými prv­
kami v druhom zmysle aj v S2 a obrátene. 

V práci [2] bolo dokázané, že v případe, ked svazy ASY
1? S2 SÚ distributivně, 

vlastnosti B, T) sú ekvivalentné. V odseku 3 ukážeme, že tieto vlastnosti sú 
ekvivalentné pre rubovolné svazy SY, S2 a že sú súčasne ekvivalentné s vlastnos­
ťami G, H. 

1 Práca mi bola nepřístupná a poznám ju Ion z referátu v časopise Roferativnyj 
žurnál, Matematika, Ifl.Vi, po$. N<> 4702. 

2 V práci [2J na str. 1 je vlastnost D formulovaná chybné. (Pozři pozn. 6 pod čiarou). 
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1. V celom tomto odseku 8 značí svaz, a, b jeho prvky. Množina G(a, b) je 
zrejme častou intervalu < a n b, a u b >, t. j . množiny M(a, b). 

1.1. ^Nevyhnutná a postačújúca podmienka, aby pre každé dva prvky a, b € 8 
platilo G(a, b) = M(a, b), je, aby svaz 8 bol distributivny. 

D ó k a z . Ak 8 je distributivny svaz, pre každý prvok x € < a n b, a u b > 
zrejme platí x € G(a, b). Nech obrátene pre lubovoiné prvky a,b 6 8 a lubovolný 

Obг. la . Obr. l b . 

prvok x £ M(a, b) platí x € G(a, b). Keby svaz 8 nebol distributivny, obsahoval 
by niektorý z podsvazov na obr. la, 1b. Pre prvok x by potom platilo x € M(a,b) 
avšak neplatilo by x £ G(a, b). 

P o z n á m k a . Eahko sa vidí, že ak a je neutrálny prvok v Pubovolnom 
svaze 8, pre každé b € 8 platí G(a, b) = M(a, b). 

1.2. Nech a, b 6 8; označme A = < a n b, a > , B = < a n b, b >. Nevy­
hnutná a postacujúca podmienka, aby G(a,b) = M(a, b), je, aby interval < a n b, 
a u b > bol izomorfný s kardinálnym súčinom A X B, pricom prvku a zodpo-
vedá prvok (a, a n b) £ Ax B, prvku b prvok (a n b, b). 

D ó k a z a). Nech G(a, b) = M(a,b). Uvažujme o zobrazení cp, ktoré každému 
prvku u č < a n b, a u b>> priraďuje prvok (a n u, b n u) € Ax B. Pretože 
(a n u) u (b n u) = u, zobrazenie <p je prosté. Prvkom a, b zodpovedajú prvky 
(v tomto poradí) (a, a n b), (a n b, b). 

Ak x € A, y € B, obrazom prvku x u y v zobrazení cp je (x, y). Platí totiž 
x u y € G(a, b), t . j . x u y = (a u x u y) n (6 u x u y) = (a u y) n (6 u x)\ 
teda a n (x u y) = a n (a u y) n (b u x) = a n (b u x) = (a u #) n (6 u x) = 
= x a podobné 6 n (x u y) = yj. Z toho vyplývá, že 9? je zobrazenie množiny 
<a n b, a u b> na množinu A X B. 

Nech u, it sú prvky intervalu <a n b, a U & > a (ÍC, Í/), ( o;', ^ ich obrazy 
v zobrazení (p. Z konštrukcie zobrazenia 9? vidieť, že u <, u vtedy a len vte-
dy, ked (x, y) < (x , y'). Zobrazenie <p je teda izomorfně. 

b) Nech interval < a n b, a u b > je izomorfný s kardinálnym súčinom 
A X B, pričom prvkom a, b zodpovedajú prvky (v tomto poradí) á = (a, a n b), 
b = (a n 6, b). Stačí dokázat, že pre lubovolný prvok x = (x,y) € A X B platí 
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(vojsváze _4 x B) (á u x) n (b u x) = x = (5 n x) u (b n x). J e však (a u x) n 
n (b u x) = ((a u x) n [(a nb)u x], [(a nb)u y]n(b u y)) = ((a u x) n x, y n 
n(b u y)) = (x. y) = x a podobné (á n x) u (b n x) = b. 

P o z n á m k a 1. V časti b) sme vlastně dokázali tvrdenie: Nech svaz S s naj-
váčším a najmenším prvkom je izomorfný s kardinálnym súčinom svázov 
A, B. Nech O, I (O', T) sú najmenší a najváčší prvok svaznA (B). Nech v uva-
žovanom izomorfizme prvku (I, O') € A x B zodpovedá prvok a € S, prvku 
(O, I') prvok b. Potom G(a, b) = S. 

P o z n á m k a 2. J^ahko sa dokáže správnosť tvrdenia: Ak S je kardinálnym 
súčinom svázov A, B, S = A x.B, je prvok (u, v) € S medzi prvkami (xv y±), 
(x2, y2) £ S (v prvom zmysle) vfcedy a len vtedy, keď vo sváže A je prvok u 
medzi prvkami xv x2 a vo svaze B je prvok v medzi prvkami yv y2. 

P o z n á m k a 3. Ak a ^ b, vyplývá z 1.2, ieG(a, b) = < a,b > ; to vyplývá aj 
priamo z definície množiny G(a, b). 

1.3.1. Ak intervaly <a nb,b >, < a, a u b > sú obsazené v G(a, b), potom 
zobrazenia x-> a u x (x € <a n b, b >) a y-> b n y (y € < a, a u b >) sú in-
verznými izomorfizmami medzi intervalmi <a n b, b > , < a, a U b >. 

D ó k a z 1. Uvažujme o zobrazení <p, ktoré každému prvku x č < a n b, b > 
priraďuje prvok aux€<a, aub^>. Pre x € <^a n b, b > platí x € G(a, b), 
t. j . x == (a u x) n (b u x) = (a u x) n b. Z toho vyplývá, že zobrazenie <p je 
prosté, lebo ak a u x, a u x' sú obrazy prvkov x, x , vyplývá z rovnosti 
a u x = a u x rovnost x = (a u x) n b = (a u x') n b = x'. Ak y G < a, 
a u b >, pre prvok x = b n y platí a u x = a u (b n y) = (a n y) u (b n y) = 
= y.<p je teda zobrazenie množiny < a n b, b > na množinu < a, au b > , 
v ktorom vzor prvku y je prvok b n y. 

Ak pre prvky x, x' £ < a n b,b^> platí x < x', je <p(x) = aux^aux' = 
= (p(x'). Obrátetfie, ak <p(x) ^ <p (x'), t. j . a u x ^ a u x', je x = (a u x) n b á 
^ (a u x') n b= x'. Zobrazenie <p je teda izomorfné. 

2. Zobrazenie, ktoré každému prvku y € <a, a u b > priraďuje prvok b n y, 
je podlá 1. časti dókazu inverzné k zobrazeniu <p .a je zrejme izomorfné. 

1.3.2. V modulárnom svaze sú intervaly <a n b, a >, < a n b,b >,<a, 
a u b >,<b, a u b > obsazené v množině G(a, b). 

Dókaz je 1'ahký. 
P o z n á m k a . Z 1.3.1 a 1.3.2 vyplývá veta ([3], kap . V, veta 6): Nech a, b sú 

prvky modulárneho svazu. Potom zobrazenia x->aux8iy->bnysú inverz-
nými izomorfizmami medzi intervalmi <a n b, b >,<a, a u b >. 

1.4, V modulárnom svaze S je podsváz G(a,b) izomorfný s kardinálnym súčinom 
AxB, kde A = <anb,a>,B = <anb,b>. V tomto izomorfizme zod­
povedá prvku a prvok (a, a n b) € AxB, prvku b prvok (a n b, b). 

D ó k a z . Podlá vety (G) je G(a,b) podsváz svazu S. Podlá 1.3.2 sú intervaly A, 
B obsažené v G(a, b). Uvažujme o zobrazení <p, ktoré každému prvku u € G(a,b) 
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priraďuje prvok (a n u, b n u) € A X B. Další postup je rovnaký ako v časti 
a)^dókazu tvrdenia 1.2. 

P o z n á m k a . Nech svaz S je distributívny. Nech a je prvok, ktorý má 
komj)lement a . Označme A. = < 0, a >, A' = < 0, a' > . Podlá 1.1 je G(a, a') — 

-•• S, podlá 1.4 je teda S —. 4̂ X-4'. 

1.5. Nech S je svaz s najmenším a najváčším prvkom. Nech C je podmnožina 
svazu S, definovaná takto: a € C v tedy a len vtedy, keď existuje prvok b € S 
taký, že platí í7(a, b) = S. 

1.5.1. r- ye centrum svazu S. 

D o k a ž a). Nech a£(J. Potom pre určitý prvok bčS platí G(a, b) = S. 
Pretože G(a, b) c < tf n b, a u b>, je S = < a n b, a u b > & prvky a, 6*sú 
navzájom komplementárně. Podlá 1.2 je S^AxB, kde A = < 0, a>, 
B = < 0, b > a v tomto izomorfizme zodpovedajú prvkom a, b prvky (v tomto 
poradí) (a, 0), (0, b). Odťia! vyplývá, že a (a tiež b) je prvok centra (pozři [3], 
kap. I I , § 9). 

b) Nech a je prvok centra. Potom prvok a má (jediný) komplement b a 
existuje rozklad svazu /Sr na kardinálny súčin S = XxY, pričom a = (/, 0) 
([3], kap. I I , §.)). Zrejme potom b = (0,1') (0,1 (0', I') sú najmenší a najváčší 
prvok svazu X (Y)). Podlá poznámky I v 1.2 je G(a, b) = S, teda a € C. 

D ó s l e d o k 1. Ak a € C, má prvok a jediný komplement, a to prvok b, pre ktorý 

platí G(a, b) = S. 

&. jDos ledok 2. Ak a € C,< zobrazenia x -> xj\\a, x--> x u a sú endomorfiz-
mami svazu S. 

D ó k a z . Pretože a je prvok centra, je neutrálnym prvkom a tvrdenie vy­
plývá z lemmy § 10. kap. I I knihy [3]. 

P o z n á m k a 1. Z dósledku 2 vyplývá: Ak a, b sú lubovolné prvky modulár-

neho svazu, su zobrazenia x -> x n a, x -> x U a endomorfizmami na podsváze 

G(a, b) (x e G (a, b)). 

P o z n á m k a 2. Zrejme C je Booleova algebra. Platí teda C = S vtedy a len 

vtedy, ked S je Booleova algebra. 

l.(). Ak G(a,b) je podsváz svazu S a pre prvky a, b, c, d € S platí G(a,b) = 

•-— G(c, d), polom G(a n c, b u d) = G (a u c, b n d) = G (a, b). Speciálně, ak a, 
b, c, d sú prvky centra svazu S a dvojice prvkov a, b a c, d sú navzájom komplemen­
tárně, sú aj dvojice JÍ n c, b u d a a u c, b n d navzájom komplementárně. 

D o k a ž . Označme C centrum podsvázu G(a, b). C je podsvázom v G (a, b) 
a je to Booleova algebra. Podlá 1,5,1 a, b, c, d € C'. Prvky a n c, b u d (a u c 
b n d) patria do C a su navzájom komplementárně, pretože dvojice a, b; c, d sú 
v C komplementárně. Z toho vyplývá vzhladom na 1.5,1 dané tvrdenie. 

2. Teraz si všimneme, ako navzájom súvisia oba vztahy ,,medziu zavedené 
v úvode. Všade S značí svaz, a,b jeho prvky. 
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2.1 Pre htbovoXný prvok x € 8 platí: 

M(a,x) n M(b, x) = < (a n x) u (b n a;), (a u x) n (6 u x) > . 3 

D ó k a z . ?(, € J/(a, #) n -ŽV/(fo, x) <=> a n x t£ ti ^ a u x,b n x < u s^ b u x <=> 
o (a n x) u (b n a;) g; H <; (a u x) n (b u a;) <=> u € < (a n #) u (b n x), 
(a u x) n (b u x)>. 

2.2. Prvý vzťali ,,medzi" možno definovat pomocou druhého vzťahu, 
,.medzi" takto: 

x e G(a, b) vtedy a len vtedy, ked M(a, x) n M(b , x) = {x}.* 
Tvrdenie vyplývá z 2.1. 
2.3 Nech A je podmnožina svazu S. Množina A tvoří konvexný podsváz svazu S 

vtedy a len vtedy, ked pre každé a, b € A je G(a, b) C A. 

D ó k a z . Ak A je konvexný podsváz svazu S, pre a, b € A zrejme platí 
G(a,b) c A. Nech obratene a, b G A => G(a, b) C A. Pretože a u b, a n b € 
G(a,b), je A podsváz. Ak a < b, je G (a, b) = < a,b>, teda A je konvexný 
podsváz. 

2.4. Druhý vzťah .,medzi" možno definovat pomocou prvého vzťahu ,,medzi": 
M(a,b) jenajmenší konvexný podsváz svážu S, obsahujúci prvky a, b. Podlá 2.3 
konvexný podsváz možno definovat pomocou prvého vzťahu ,,medzi". 

P o z n á m k a . Podlá 1.1 sú oba vztahy ,,medzi" totožné vtedy a len vtedy, ked 
svaz S je distributívny. 

;{. V celom tomto odseku Sv S2 značia svazy definované na tej istej množině. 
Svazové operacie v Sx (S2) budeme označovat u , n (^, /\) , inkliiziu c (>) . 

3.1. Vlastnosti G, H sú ekvivalentně. 

D ó k a z . Tvrdenie vyplývá z 2.2 a 2.4. 
3.2. Vlastnosti B, G sú ekvivalentně. 

D ó k a z . Implikácia G => B vyplývá z 2.3. Implikácia B -=> G vyplývá z 2.2, 
pretože M(u, v) je najmenší konvexný podsváz, obsahujúci prvky u, v. 

3.3. Vlastnost! I) implikuje vlastnost G. 

D ó k a z . Označme AxB = S[, AxB — S!2. Dvojica svázov A, A má 
zrejme vlastnost G. Nech vo sváže S[ je prvok x = (x1,x2) medzi prvkami 
a = (a1,a1), b = (b±,b2) v prvom zmysle. Podlá poznámky 2 v 1.2 je vo 
sváže B prvok x2 medzi prvkami a2, b2, vo svážel, a teda aj vo svaze A 
prvok xx medzi prvkami av bv Podlá tej istej poznámky je vo sváže 8$ 
prvok x medzi prvkami a, b. 

3.4. Vlastnost I) implikuje vlastnost B. 

D ó k a z . Trvanie vyplývá z 3.3 a 3.2. 
P o z n á m k a . Eahko sa ukáže na jednoduchom příklade (za A možno zvolit 

napr. svaz na obr. la, za B svaz o dvoch prvkoch), že ak dvojica svázov Sv 82 

[i H je označenie pní prenik m n o ž i n . 
4 {.rf značí množinu s j e d i n ý m p r v k o m x. 
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má vlastnosť D a množina X tvoří podsvaz v 8V nemusí tvoriť podsváz 
vS2. 

3.5, V celom odseku 3.5 předpokládáme, že dvojica svázov Sv S2 má vlast­
nost B. Dokážeme, že potom táto dvojica má vlastnost D. 

V práci [2] bola dokázaná veta: 
(J) Ak svazy Sv S2 (definované na tej istej množině) sú distributivně "a každý 

vytvorujúci rozklad^ na jednom z nich je vytvorujúcim rozkladom aj na druhom 
svaze), potom dvojica Sv S2 má vlastnost I).6 

Dókaz implikácie B --=> D (nepředpokládáme přitom, že svazy Sv S2 sú distri­
butivně) možno urobit tým istým postupom, ako dókaz vety (J) v práci [2], 
Tento dókaz sa opiera o niekolko pomocných viet, ktoré tu uvedieme. Dókazy 
z práce [2] nebudeme opakovat, uvedieme len tie časti postupu, v ktorých 
třeba urobit změny vzhladom na náš předpoklad (vlastnost B). 

3.5.1a. Pre každé dva prvky xv x2 € S1 platí: 

l iL- j | 1 XnJ '^s l Jb-t V_/ XnJ X-t / \ Xn , \ t/C-i [ ] **-/9/ V \ 1 ^ ^ XQ J Jb i ^ Jbc) , 

( xx ^ x2) n (xx / x2) = xx n x2, (#-, ^ x2) u (xx ^ x2) = xx u x2. 
D ó k a z . Ako bolo ukázané v práci [2] (ods. 3.2), platí: 

Z toho vyplývá prvá rovnost. Ostatně tri sa dokážu podobné. 
3.5.1b. Pre prvky a, b, c € S± platí ([2], ods. 3.3 a 3.2) 

a C-b => a /\ c c^b /\ c, a \^ c cft >• c, 

a < i :> a n c á ř) n c, a u c < b u c, 
a < c < b => a n b<<-- c c t i u t , 
a c: c g 6 = > a A 6 s c 5; a v 5 

(posledně dve implikácie vyplývajú bezprostředné z vlastnosti i?). 

3.5.2. [6.2.1]7 Nec/t. a c: b; a ^ b = u, a \/ 6 = v. Potom u n ?? — a, 
u u v = b. 

D ó k a z . Tvrdenie vyplývá bezprostředné z 3.5.1a. 

3.5.3. [6.2.2] Ak a c b, a < 6, y t o í < a, b > (£-_) = < a, 6 > (£2)8 

(táto rovnost platí nielen co sa týká množin, ale aj čiastočného usporia-
dania). 

D ó k a z . Rovnost v zmysle množinovom vyplývá priamo z vlastnosti B. 
Ďalsí postup je rovnaký ako v [6.2.2] (část b). 

3.5.4. [6.2.3] Nech a Q b, b < a. Ak označíme < a, b > (#-_) = A, < b, a > 
(tf2) = B, platí A = B. 

5 Vytvorujúcim rozkladom nazýváme rozklad definovaný kongruenciou. 
6 V o formulácii tej to vety v práci [2] (6.2.15) je chyba. (Pozři formuláciu vlastnosti D 

v úvode.) 
7 Tu a v ďalšom sú v hranatej zátvorke uvedené čísla příslušných viet v práci [2]. 
8 Znak <^ a, b ^> (Sx) (<a, 10>(S2)) značí interval v SL (S2). Obdobný význam majú 

iné podobné označenia. 
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3.5.5. [6.2.4] Nech a C b, < a, b > (8X) = A, a s\ b^ % a ^ b = v, < u, v > 
(S2) = B. Označme < a, u > (8X) = U, < a, v > (8X) — V. 

Potom A ~ Ux.V, B ^ Ux V. 
D ó k a z . Podfa 3.5.2 u u v = b, u n v = a, teda u, v € < a, b > (8X). Vzhfa-

dom na vlastnost B tvoří množina | < a, b > (8X)\U konvexný podsvaz v 82> 

teda I < u, v > (82)\ c j < a, b > (kSx)\. Podobné sa ukáže | <a, b > (8x)\^j 
| < u, v > (82)\. Platí teda \A\ = \B\. 

Platí a c u, u ^ a, u c b, H <, b. Označme < u, a > (82) = l\, < u, b > 
(^2) = Vv Podfa 3.5.4 je 6r

x = 0, podlá 3.5.3 je \\ = < w, b > (Sx). .. 
Podlá poznámky 3 v odst. 1.2 je \B\ = \G (u, v) (S2)\. Podfa 3.2 má dvojica 

8V 82 vlastnost G. Teda \G(u, v)(82)\ = \G(u, v)(Sx)\, t. j . platí |<7(vt, V )̂(AS\)| =--= 
= \A\ = M (u, v)(8x). Podlá V2 je A ^ Ux V (i2). 
1 Pretože intervaly < a, v > (Sx) = < u n v, v > (8X) a < u, b > (tij = 
= <u, u u v > (8X) sú obsažené v množině \A\ = \G (u, v)(8x)\, je podfa V3.1 
< u, b > (8X) ~ < a, v > (8X) -=- V, teda platí (vzhfadom na iSx) \\ - V (ix). 

Podobné | A | = | G (a, b) (Sx) J = | (/ (a, b) k(82) \ ; pretože j .4 | = | B \ = 
= M (a, b)(82), platí \G(a, b)(82), J = M (<t,b) (S2J. Pódia 1.2 platí (vzhíadoui 
na 82) h -̂  Lx X \\ (i3) a teda vzhfadom na izomorfizmus (ix) B ->.: U x V (t4). 

P o z n á m k a . [Poznámka V] Pre izomorfizmy (i2), (v4) platí: ak z - (x, y) 
(h), potom z --> (x, y) (\). 

D ó k a z a). Nech z-> (x, y) (i2).jjPotom z = x u y. Ak z-> (xL, yv) (i3), je 
xx = a ,-~ z, yx = bs sZ. Pretože a = x n y a x £ < u, a > (82), y € <a, v > 

(8X) = < a, v > (82), teda x ^ a ^ y, podfa 3.5.1a dostáváme xx = (x n y) ^ 

(x u y) = x ^ y = x. 

b) Dalej platí y u u = y /\ b. Oba prvky y u u, y /\ b majú totiž v izo-
morfnom zobrazení Vx^ V (ix) ten istý obraz y. (Obraz prvku y' € \\ je y' n v.) 

Platí totiž (y u u) n v = (y u u) n (y u v) = y [pretože y 6 G(u, v) (8X)\, 

(y /\ b ) n v = (y s\ b) n (y ^ b) = y n b = y (podfa 3.5. la). 
c) Pretože z = x u y ^ y, podía 3.5.1b je yx = b /\ z^\ b s\ y. Ďalej je 

u ^ b y\ z :£ z, teda i>odfa 3.5.UJ b ^ z _c u u z = u u x u y = u u y. Zo 
vzťahov b /\ y c yx c u u y, u u y — b s\ y vyplývá y2 = u U y. Podfa 
b) zodpovedá v izomorfizme (ix) prvku yx = y U u € Vx prvok y 6 V. 

d) Z a) a c) vyplývá, že v izomorfizme (iá) prvku z zodpovedá prvok (x, y). 

3.5.6. Nech c € 8X. Označme Xc množinu všetkých prvkov x č 8X, pre ktoré 
c n x = c -v x, c u x = c /\ x. Pre TubovoFné prvky xx, x2 množiny Xe platí: 
c u (xx u-r 2 ) = CA (xx u x2), c n (xx n x2) = c \s ( xx n x2). 

P o z n á m k a . Pretože c € Xc, je množina Xc neprázdná. 

D ó k a z . c u (xxu x2) = (c u x}) u (c u x2) = (c ^ xx) u (c /\ x2) c c ^ 

(xx u x2) (posledný vztah vyj)lýva zo vztahov xx c ^ u x2, x2 c ^ u x2 

9 Ak 8 jo svaz, budeme znakom | S | označovat množinu prvkov .sviizu S. 
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a 3.5.1b). Podlá 3.5.1a je c ^ (x, u x2) 1 c u (,r, u x2), teda c u ( ^ U x2) ^ 
:-- o x\ (.r. u x2). Podobné sa dokáže druhá rovnost. 

3.5.7. f6.2.6] Ak xv x2 € X r , platí x, n x2 —- x^ ^ x2, xy u x2 = .rx ^ #? . 
D o k a ž (rovnakv ako v [21). Označme x, n x9 n c — a< x, u x2 u c = h-

.r,, .r?, o sú prvky svazu A — <rt, b > (AS.). Platí r/ g; 6 a súčasne podlá 3.5.6 
a — (r . n r ? ) n c — (x, o .r?) ^ o > r > (r, u .r?) ^ c = (x, u .r?) U c = #> 
teda a > b. PodTa 3.5.4 < b , O> (S?) — yl, (Mm ie tvrdenie dokázané. 

P o z n á m k a , (Používáme oznaeenia ako v 3.5.7.) Pretože c€A, vyplývá 
z duálnosti intervalov A. <h, a > (S9), že A C X r. Pretože x1Ux2^A^ 
r, n ,r2 € yl. sú .r. u .r2, .r, n .r2 prvkami množiny Xc,' platí: 

3.5.8. f6.2.5l Množina Xc tvoří pod svaz vo svaze /?. aj vo svaze S2. 

3.5.9. f6.2.7] Množina Xc tvoří konvexnfj pod svaz vo svaze S1 aj vo svaze S2. 
D o k a ž ako v f2]. 
3.5.10. f6.2..S] Nech Yc je množina vsetkých prvkov xčS,, pre ktoré platí 

r n x = c /\ ',r, c u x — c \/ x. Množina Yc tvoří konvexní) pod svaz v Sx aj v Sv> 
P o z n á m k a . Množin v X,, Yr budeme v dalšom uvažovat ako nodsvázV 

svazu >Sf1. Vo svaze S2 množina | Xc [ tvoří podsváz duálny k svazu Xc, mno­
žina | Yc | svaz rovnaký ako Yc. 

3.5.11. [6.2.131 Nech c je TubovoTný prvok svazu SAT Uvažujme kardinálny 
súcin D — X r X Yc. Existuje prosté zohrazenie <p množiny \ Sx \ na množinu \D\> 

D o k a ž ako v |2]. V zobrazení (p prvku z € S, zodpovedá prvok (.r, y) € 77, 
ktorébo zložka x ie spoloeným prvkom množin Yz a Xc, zložka y je spoloeným 
prvkom množin A", a Yc. 

3.5.12. 16.2.14] Zohrazenie (p> v 3.5.11 je izomorfné zohrazenie svazu St no 
svaz D. 

3.5.1 3. Zohrazenie o> v 3.5.11 je izomorfné zohrazenie svazu S2 na svaz Xc X Yc. 

D o k a ž . Tvrdenie vyplývá z 3.5.12 a z poznámky za 3.5.10. 

3.5.14. Nech dvojica svazov Sx, S2 má vlastnost B. Potom má táto dvojica vlast­

nost 1). 

D o k a ž . Tvrdenie vyplývá z 3.5.12 a 3.5.13. 

Z 3.4 a 3.5.14 vyplývá, že vlastnosti /?, D sú ekvivalentně, t. j . platí veta: 
3.6. Nech S^, S2 sú svazy definované na tej istej množině M. Nevyhnutná 

a postačujúca podmienka, aht/ každá podmnožina X C M, ktorá tvoří konvexný 
pod svaz v jednom zo svazov S^ S2, tvořila konvexní/ podsváz aj v druhom svaze, 
je: Existuj ú svazy A, Ba zohrazenie cp množiny M na, kartézský súcin \ A. | x 
X ! B | také, že (j> je izomorfným zohrazením svazu SJ na, kardinálny súcin 

A X H~a, súcasne izomorfným zohrazením, S2 na A X B.10 

3.7. Vlastnosti B, 7), <7, 11 sú ekvivalentně. 
Tvrdenie vyplývá z 3.1, 3.2 a 3.6. 

10 y p ř í p a d e , že s v a z y S-, S 2 sú d i s t r ibut ivně, bola táto ve ta d o k á z a n á v prác i [2], 
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P o z n á m k a . V prácach [2] a [4] J . J a k u b í k skúmal tuto vlastnost dvojice 
konečných svazov S}, S2: 

F. Grafy svazov AŜ3 , S2 sú izomorfně, t. j . existuje prosté zobrazenie svazu Sj^ 
na svaz A^2, V ktorom susedným prvkom jednoho zo svazov S1, S2 zodpoveclajú 
susedné prvky druhého svazu. (Prvky x, y svazu nazýváme susednými, ak 
alebo x pokrývá //. alebo y pokrývá x.) 

X práci [4] je dokázané, že v případe, ked svazy S19 S2 sťi modulárně, vlast­
nosti K. 1) sú ekvivalentně. Pre semimodulárne svazy neplatí implíkácia 
F =>]){&]. 

Lahko sa vidí. že j)re rubovolnú dvojicu konečných svazov (definovaných 
na tej istej množině) vlastnost B (a teda aj každá z vlastností I), G, II) impli­
kuje vlastnost F\ 

Došlo 1. IV. 1955. 

L I T E R A T U R A 

1. M. C. Vc.Tb(|)aiLT: OTperjKii B ;I,CAOKHH;I,OBOH rrpyKTypo. V H . 3an. MOCK. roc . nejí. 
ITH-Ta 71, 1953, 199— 204. 2. J . J a k u b í k , M . K o l i b i a r : O noKOTopwx CBoncTBax naj) 
(TpvKTyp. MCXOC.TOB. MÍIT. wypnaji 4 (79), 1954, 1 27. 3. Cí. B i r k h o f f : L a t t i c e theory . 
New York 1948 (ruský překlad Moskva, 1952). 4. J . Jakubík: O rpa(J)HMceKoi\r H.ÍOMOJ)-
(fm.iMo (TpyKTyp. Mexoc30B. MIIT. Hívf)Hii.T 4 (79), 1954, 131 — 142. 5. J. Jakubík: 
O grafovom izomorfizme s o m i m o d u l á r n y c h svazov. Matematicko-fyzikálny časopis SAV, 
IV, 1954, 1 6 2 - 1 7 7 . 

К О Т Н О Ш Е Н И Я М , , М Е Ж Д У - В С Т Р У К Т У Р А Х 

М II Л Л II К О Л II В Я Р, Вратислава 

В ы в о д ы 

В статье рассматриваются два отношения , ,между" в структуре: (?) Элемент х 

структуры Л' находится между Элементами а, 6€Л', если (аПх)и(ЬПх) -- х —- (а и х) 

П (Ь и х) . (?'?') Элемент х находится между а, Ь, если а П Ь <1 х <~ а I ) Ь. Множество 

элементов находящихся .между я, Ьп смысле (г), (И) соответственно обозначаем (1(а, Ь,), 

М(а, Ь) соответственно. 

Отношение , ,между" (г) исследовано М. О. Гельфандом в работе | 1 ]. 1 

В этой работе доказана теорема: В дедекиндовой структуре множество 0(а, Ь) образует 

подструктуру с наименьшим и наибольшим элементом. 

В о вязы с этими отношениями ,, м е ж д у " рассматриваются в настоящей статье сле­

дующие свойства пары структур А'ь Лу

2 определенных' на одном и томже множестве М 

(смотри [2]): 2 

1>. Коли множество N является выпуклой подструктурой в Л'х, то оно является вы­

пуклой подструктурой также в Л'2 и наоборот. 

1 Работа автору недоступна и он знает ее только из реферата в Реферативном 

журнале, математика, 1954, реф. 4762. 
2 Формулировка свойства В в работе [2] неточка. 
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I). Существуют структуры А, И (определенные на множествах Мъ М2 соответ­

ственно) и взаимно-однозначное отображение (р множества М на декартово произ­

ведение МЛХМ2 такое, что <р — изоморфное соответствие одновременно между 

Л'х и Ах В и между # 2 и /\ХВ. (При этом А обозначает структуру, двойственную 

структуре А, АхН означает прямое произведение структур А, В.) 

С. Если х € С (а, Ь) в # ь то х € 0(а, Ь) в Л>2 и наоборот. 

/Л Если х € М(а, Ъ) в Ь\, то х € М(а, 6) в Л»2 и наоборот. 

Доказывается, что свойства И, ^), О, Н эквивалентны. (Эквивалентность свойств В, 

I) для дистрибутивных структур доказана в работе |2].) В структуре .V имеет место 

М(а, />) С(ач Ь) для любых элементов а, Ъ € /V тогда и только тогда, когда структура 

Л' дистрибутивна. 

В качестве вспомогательных теорем доказывается например: Если интервалы 

< > П Ь, 6>>, О , а ^ Ь^> содержатся в 0(а, Ъ), то соответствия х —> а ^ а; и у -» Ь П у 

являются инверсными изом орфизмами между интервалами <С а П Ь, Ъ >>, << а, а ^ & >>. 

(Это утверждение обобщает теорему 6 гл. V книги Г. Виркгофа [3], так как в дедекин-

довой структуре условие < я П &, 6 > С 0(а, ^)), < а , а I) & > С С(а, Ь) всегда вы­

полнено.) В дедекиндовой структуре подструктура 0(а, Ь) изоморфна с прямым про­

изведением АхН, где А — <С а П Ь, а >>, Н = <С а П Ь, Ь > . В любой структуре 

имеет место (/(а, 6) = М(а, Ь) тогда и только тогда, когда интервал << а п М и ^ > 

изоморфный с прямым произведением АхН. Если Л" — структура с наибольшим 

и наименьшим элементом и С — множество всех элементов а € # , для которых сущест­

вует елемент Ъ € # такой, что О (а, Ь) = 8, то С — центр структуры # . 
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