Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Milan Kolibiar
K vztahom "medzi" vo sviazoch

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 5 (1955), No. 3, 162--171

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126472

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1955

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126472
http://project.dml.cz

K VZTAHOM ,MEDZI“ VO SVAZOCH
MILAN KOLIBIAR, Bratislava

V praci [1] zaviedol M. S. Gelfand vztah ,.medzi* vo sviize takto: Prvok x
sviizu § je medzi prvkamia, b € S, ak (ana2)u(bnx) =x=(aux)n(buUx)
a dokdzal vetu (uvddzame ju v inej formuldcii):

(G) V modularnom svize mnoZina G(a. b) prokov x, ktoré sit medzi prokams
«. b. tvort podsviz s najmensim prokom a 0 b a s najvicsim prokom a U b.

Tento podsviiz budeme oznacovat tiez znakom ((a, b). Zrejme a, b € ((a, b).

V' nasledujacich poznamkach budeme uvazovat este o vztahu ,,medzi*,
definovanom takto: Prvok a svizu § je medzi prvkami «, b € S vtedy a len
vtedy, ked z lezi v intervale < anb,aub >t . j.platiand =2 <aubd.
Mnozinu prvkov x € S, ktoré lezia medzi prvkami a, b v tomto druhom zmysle,
oznac¢ime M(a, b).

V dalsom poukdzeme na niektoré savislosti Gelfandovho vztahu , medzi
(nazveme ho prvym vztahom ,,medzi*) s prave definovanym vztahom ,,medzi‘
(nazveme ho druhwn vztahom . me(lm“) a s nlek‘rmynu vlastnostami dVO]lC
SVAZOV deﬁnovanych na tej iste] mnozine 5 (prvé dve vlastnosti boli zavedené
v praci [2]), a to (S;, S, znadia svizy definované na mnozine M):

B. Ak mnofina X tvori konvexny podsviiz v Sy, tvori aj konvexny) podsviz v S,
« obratene.

D. Eawxistuji svizy A, B (definované na mnoZindch M,, M,) a prosté zobrazenie
@ mnoZiny M na kartézsky sicin M, x M,, také, Ze @ je izomorfné zobrazenie
svizu Sy na kardindlny sicin A B svizov A, B a siéasne izomorfné zobrazenie
svdzu S, na sviz AxB (A je sviz dudlny k svizu A).2

(. Ak x je medzt prokami a, b v prvom zmysle v S,, je medzi tiymi prokams
v proom zmysle aj v S, @ obrdatene.

H. Ak prvok x je medzi prokami a, b v drihom 2mysle v S, je medzi tymi pro-
kami v druhom zmysle aj v S, a obrdtene.

V préaci [2] bolo dokazané, ze v pripade, ked svizy S,, S, st distributivne,
vlastnosti B, D st ekvivalentné. V odseku 3 ukdZeme, Ze tieto vlastnosti st
ekvivalentné pre l'ubovolné svizy S,, 9, a Ze s sudasne ekvivalentné s vlastnos-
tami (4, H.

1 Praca mi bola nepristupnd a poznam ju len z referdtu v Casopise Referativnyj
Zurnal, Matematika, 1954, ped. Ne 4762
2 V praci [2] na str. 1 je vlastnost D formulovand chybne. (Pozri pozn. ® pod &iarou).
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1. V celom tomto odseku S znadi sviiz, a, b jeho prvky. Mnozina G(a, b) je
zrejme Gastou intervalu < a nbd, a u b >, t. j. mnoziny M(a, b).

1.1. Nevyhnutnd a postalujica podmienka, aby pre ka*dé dva proky a, b € S
platilo G(a, b) = M(a, b), je, aby sviz S bol distributivny.

Dékaz. Ak S je distributivny svéz, pre kazdy prvok € < anb,au b >
zrejme plati x € (#(a, b). Nech obratene pre lubovolné prvky a, b € § a lubovolny

Obr. la. Obr. 1b.

prvok x € M(a, b) plati « € ((a, b). Keby sviiz S nebol distributivny, obsahoval
by niektory z podsviizov na obr. la, 1b. Pre prvok z by potom platilo x € M(a,b)
avsak neplatilo by « € (/(«a, b).

Poznamka. Lahko sa vidi, Ze ak a je neutralny prvok v Iubovolnom
svize S, pre kazdé b € S plati G(a, b) = M(a, b).

1.2. Nech a, b€ S; oznaéme A = < anb,a > B=<anb,b>. Nevy-
hnutnd a postatujica podmienka, aby (Ha,b) = M(a, b), je, aby interval << a N b,
a U b > bol izomorfny s kardindlnym sucinom A B, pricom prokw a zodpo-
vedd prvok (@, a 0 b) € AX B, prokw b prvok (a n b, b).

Dokaz a). Nech ((a, D) = M(a,b). Uvazujme o zobrazeni ¢, ktoré kazdému
prvku w € < a n b, a v b > priraduje prvok (¢« nu, b N u) € A X B. Pretoze
(@ nu) U (b N u)=u, zobrazenie ¢ je prosté. Prvkom «,b zodpovedaju prvky
(v tomto poradi) (a, a n'b), (anb,b).

Ak xz € A, y € B, obrazom prvku x U y v zobrazeni ¢ je (x, y). Plati totiz
rUyEH(a,b), t.j. zuy=(cvuauynduazuy =(auy)n (buu),
teda an(zuy)=an(cuy)nbua)=an(dbyua)=(@ua)n (buaz)=
= z a podobne b N (x U y) = y. Z toho vyplyva, Ze ¢ je zobrazenie mnoziny
<anb, aub> namnozinu 4 X B.

Nech u, w' st prvky intervalu <a n b, aub > a (x, y), (2',y’) ich obrazy
v zobrazeni ¢. Z konstrukcie zobrazenia ¢ vidiet, ze w = u’ vtedy a len vte-
dy, ked (z, y) < («', y'). Zobrazenic ¢ je teda izomorfné.

b) Nech interval < e nb,a U b > je izomorfny s kardindlnym stéinom
A X B, pridom prvkom a, b zodpovedaju prvky (v tomto poradi) @ = (a, @ n b),
b = (a n b, b). Stadi dokizat, ze pre lubovolny prvok & == (x,y) € A x B plati
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(vosviize AX B) (@ U &) n bud)=5F=(Gna) v (b ). Je viak (GU %) N
Nbuz)=(ava)nf@enbuzleanb)uylnduy)=(eva)nzyn
Nn(buy)=(x.y) =% a podobne (an &) U (bn z) =b.

Pozndmka 1.V &asti b) sme vlastne dokazali tvrdenie: Nech sviiz S s naj-
vadsim a najmensim prvkom je izomorfny s kardindlnym sGéinom svizov
A, B.Nech O, 1 (0, I') st najmensi a na]vatééi prvok svizn 4 (B). Nech v uva-
Zovanom izomorfizme prvku (I, O’) € 4 X B zodpoveda prvok a € .8, prvku
(O, I') prvok b. Potom G(a, b) = S.

Pozndmka 2. Iahko sa dokdze spravnost tvrdenia: Ak S je kardinalnym
suéinom svidzov 4, B, S = 4 X.B, je prvok (u, v) € S medzi prvkami (x,, ¥,),
(%, ¥,) € S (v prvom zmysle) vtedy a len vtedy, ked vo sviize 4 je prvok u
medzi prvkami z,, z, a vo svize B je prvok v medzi prvkami y,, y,.

Poznamka 3. Aka <0, Vy‘plyva z 1.2, ze G(a, b) = < a, b >; to vyplyva aj
priamo z definicie mnoziny ((a, b).

1.3.1. Ak wmtzvaly <anb,b>, < a,a U b > si obsafené v G(a, b), potom
zobrazenia x ~a v x(x€<anbb>)ay—-brny(yeE<a aub>)siin-
verznymi izomorfizmami medzi intervalmi <a Nnb,b >, < a,a U b >.

Doékaz 1. Uvazujme o zobrazeni ¢, ktoré kazdému prvkuz € < an b, b >
priraduje prvok « Uz € < a,a U b >.Prex € < an b, b > plati x €G(a, b),
t.j,ea=(@uax)n(buz) = (aux) nb Ztoho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je
prosté, lebo ak @ U x, a U 2" st obrazy prvkov =z, z’, vyplyva z rovnosti
avuz=qaquz rovnost x=(avuzx)nb=(eua)nb=2a". Ak y€<aq,
aub > preprvok x=bnyplati auzr=au bny)=@ny)u(bny) =
= y.¢ je teda zobrazenie mnoziny << ¢ N b, b >> na mnozinu < a, a U b >,
v ktorom vzor prvku y je prvok b n y.

Ak pre prvky z, 2’ € <an b, b>plati 2 <2/, je p(x) =auU xr =auU z =
= @(z'). Obratene, ak g(x) < p (2'), t. j,avz=saua’, jez=(aU 2)nb =<
= (a U x') n b= 2'. Zobrazenie ¢ je teda izomorfné.

2. Zobrazenie, ktoré kazdému prvku y € <a, a U b > priraduje prvok b n y,
je podla 1. ¢asti dékazu inverzné k zobrazeniu ¢ g je zrejme izomorfné.

1.3.2. V moduldrnom svize si intervaly <anb,a >, < anb b >, <a,
aub >, <b,aub > obsafené v mnofine G(a, b).

Dékaz je Tahky.

Pozndmka. Z 1.3.1 a 1.3.2 vyplyva veta ([3], kap. V, veta 6): Nech a, b st
prvky modularneho sviizu. Potom zobrazenia x —a U z a ¥y -> b N y 84 inverz-
nymi izomorfizmami medzi intervalmi <a n b, b >, <<a,a U b >.

1.4. V moduldrnom svize S je podsviz G(1,b) izomorfnyj s kardindlnym siucinom
AXB,kde A =<anba>, B=<anb,b>. V tomto izomorfizme zod-
povedd proku a prvok (a, a N b) € A X B, prvku b prvok (a n b, b).

Dokaz. Podla vety (G) je G(a,b) podsviz svizu S. Podla 1.3.2 st intervaly 4,
B obsazené v ((a, b). UvaZujme o zobrazeni ¢, ktoré kazdému prvku u € G(a,b)
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priraduje prvok (a nu, b N u) € A X B. Daldi postup je rovnaky ako v <&asti
a)idokazu tvrdenia 1.2.
Poznamka. Nech sviaz § je distributivny. Nech a je prvok, ktory ma
komplement «’. Oznaéme 4 = <0,a >, 4" = <0, ¢’ >. Podla 1.1 je (/(«,a’) =
N, podla 1.4 je teda S ~ AxA’.

1.5. Nech S je sviiz s najmensim a najvaésim prvkom. Nech ¢! je podmnozina
svizu N, definovand takto: « € (! vtedy a len vtedy, ked existuje prvok b € S
taky. ze plati ((a. b) = S.

L5.1. ! je centrum svizu S.

Dokaz a). Nech « € . Potom pre uréity prvok b€ S plati G(a, b) = S.
Pretoze (H(a,b) ¢ < anbaub>.jeS=<anb aub >aprvkya, blsi
navzdjom komplementarne. Podla 1.2 je S ~Ax B, kde A = < 0,a>,
B = <0,b>a v tomto izomorfizme zodpovedaji prvkom «, b prvky (v tomto
poradi) (a, 0), (0,0). Odtial vyplyva, ze a (a tiez b) je prvok centra (pozri [3].
kap. LI, §9).

b) Nech « je prvok centra. Potom prvok « ma (jediny) komplement 6 a
existuje rozklad svizu S na kardindlny saéin 8 = X x Y, pridom «a = (I, 0)
(18], kap. 11, §9). Zrejme potom b == (0, 1") (0,1 (0’, I') s& najmensi a najvacsi
prvok svizu X (1)). Podla poznamky 1 v 1.2 je (Ha, b) = S, teda a € (.

Dosledok 1. Ak « € €, md prvok « jed inyg komplement, « to preok b, pre ktoryj
plati G(a, b) = S.

o Dosledok 20 Ak « € ¢, zobrazenia x> x nja, © > 2 U a sit endomorfiz-
mami svizu N.

Dokaz. Pretoze « je prvok centra, je neutralnym prvkom a tvrdenie vy-
plyva z lemmy § 10. kap. IT knihy [3].

Pozndmka 1. Z dosledku 2 vyplyva: Ak a, b st 'ubovolné prvky modular-
neho svizu, s zobrazenia x> a N «, 2 ->» 2 U @ endomorfizmami na podsvize
G, b) (x € ( (a, b)).

Poznamka 2. Zrejme C' je Booleova algebra. Plati teda ' = S vtedy a len
vtedy, ked S je Booleova algebra.

L6, Ak G(a.b) je podsviz svizw S a pre proky a, b, ¢, d € S plati G(ab) =
= (¢, d), potom Ganec,bud) =0 (wue,bnd) = (a,b). Specidlne, ak a,
b, ¢, d s proky centra svizu S a dvojice prokov a, b a ¢, d si navzdjom komplemen-
tarne, si aj dvojice_a nec, b ud a ayU e, bndnawzdjom komplementdrne.

Dokaz. Ozna¢me € centrum podsvizu (/(a, D). ¢ je podsvizom v G (a, b)
a je to Booleova algebra. Podla 1.1 a, b, ¢, d € C'. Prvky a nc,bud(a uc
b n d) patria do € a stt navzajom komplementarne, pretoze dvojice a, b; c. d st
v (" komplementarne. Z toho vyplyva vzhladom na 1.5.1 dané tvrdenie.

2. Teraz si vSimmeme, ako navzajom svisia oba vztahy ,,medzi‘ zavedené
v tvode. Viade S znali sviiz, a,b jeho prvky.
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2.1 Pre lubovolny prvok x € S plati:

M@zx) AMb z)=<(eanx)ubnz), @uxynbuzx) >3

Dokaz.w€ Ma,x) A M, 2)<anae=uw=avzbners=u=bur<
ana)ubna)sus(evu)n(buz) =ue<<(«na)u (bna),
(v 2)n (b ua)y>.

2.2, Prvy vztah . medzi“ moZno definovat pomocou druhého vztahu.
..medzi‘ takto:

xr € ({(a. b) vtedy a len vtedy, ked M(a, ) A M(b, ) = {x}.2

Tvrdenie vyplyva z 2.1.

2.3 Nech A je podmnoZina svizu S. MnoZina A tvori konverny podsviz svizu S
vtedy a len vtedy, ked pre kaZdé a, b € A je G(a, b) C A.

Dokaz. Ak A je konvexny podsviz svizu 8, pre «, D € A zrejme plati
((a.b) ¢ A. Nech obritene a, b€ A4 = G(u,b) Cc A. Pretoze a Uub,anb €
({(«,b), je A podsviz. Ak a <0, je ( (¢, b)=< a,b>, teda A je konvexny
podsviiz.

2.4. Druhy vztah . .medzi** mozno definovat pomocou prvého vztahu ,,medzi*:
M (.b) jenajmensi konvexny podsviz svizu S, obsahujuei prvky a, b. Podla 2.3
konvexny podsviz mozno definovat pomocou prvého vztahu ,,medzi*.

Poznamka. Podla 1.1 st oba vztahy ,,medzi* totozné vtedy a len vtedy, ked
sviiz. S je distributivny.

3. V celom tomto odseku S,, S, znadia svizy definované na tej istej mnozine.
Svizové operacie v 5, (S,) budeme oznadovat U, N (v, ~), inklaziu € ().

3.1. Viastnostis G, H si ekvivalentné.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva z 2.2 a 2.4.

3.2. Viastnostv B, (I st ekvivalentné.

Dokaz. Implikdcia ¢ = I vyplyva z 2.3. Implikacia B = G vyplyva z 2.2,
pretoze M (w, v) je najmensi konvexny podsviz, obsahujici prvky u, v.

3.3. Vlastnost D implikuje viastnost (.

Dokaz. Oznatme AX B =S|, AxB =18, Dvojica sviizov 4, A ma
zrejme vlastnost (/. Nech vo sviize ) je prvok x = (x,, ,) medzi prvkami
« = (a;,a), b=(b,,b,) v prvom zmysle. Podla poznamky 2 v 1.2 je vo
sviize B prvok x, medzi prvkami «,, b,, vo svize A a teda aj vo svize A
prvok z; medzi prvkami «,, b,. Podla tej iste] poznamky je vo svize S
prvok 2« medzi prvkami «, b.

3.4. Vlastnost 1) implikuje vlastnost B.

Dokaz. Trvanie vyplyva z 3.3 a 3.2.

Poznamka. Lahko sa ukdze na jednoduchom priklade (za A mozno zvolit
napr. sviiz na obr. la, za I3 sviiz o dvoch prvkoch), Ze ak dvojica sviizov Sy, Sz

3 01 je oznadenie pre prenik mnoZin.

4 o} znagi mnozinu s jedingm prvkom a.
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ma vlastnost D a mnozina X tvori podsvdz v S;, nemusi tvorit podsviz
v S,.

3.5. V celom odseku 3.5 predpokladame, ze dvojica sviizov S, S, ma vlast-
nost B. Dokazeme, ze potom tdato dvojica md vlastnost D.

V praci [ 2] bola dokdzand veta:

(J) Ak svizy S,, S, (definované na tej istej mnozine) si distributivne a kazdy
vytvoruguct rozklad® na jednom z nich je vytvorujicim rozkladom aj na druhom
svize), potom dvojica S,, S, md vlastnost D.5

Dokaz implikacie B = D) (nepredpokladame pritom, ze svizy S,, S, st distri-
butivine) mozno urobit tym istym postupom, ako dokaz vety (J) v praci [2].
Tento dokaz sa opiera o niekolko pomocnych viet, ktoré tu uvedieme. Dokazy
z prace |[2] nebudeme opakovat, uvedieme len tie Casti postupu, v ktorych
treba urobit zmeny vzhladom na nas predpoklad (vlastnost B).

3.5.1a. Pre kazdé dva proky x,, x, € S, plati:

(@ N ay) ~ (XU @) = 2y~ By, (B02) (2 U &) =2 v @y,

(T~ @) O (@) 7 @) = 2, N Xy, (B~ By) U (2 v Tp) = & U 2.

Dokaz. Ako bolo ukdzané v praci [2] (ods. 3.2), plati:

(T N xy) A (XU X)) =&y 7 Xy, Ty o~ Ty = X N Xy, B A Ty 5= Xy U 2y,

Z toho vyplyva prva rovnost. Ostatné tri sa dokazu podobne.

3.5.1b. Pre prvky «, b, ¢ € 5, plati ([2], ods. 3.3 a 3.2)

aChb=>a~cCbnAc,a~veChve,

as=b=>anc=bnec¢ avucs=buc,

«=c=b=>anbCcCauvul,

aCcCb=>a~b=sc=a~b

(posledné dve implikacie vyplyvaja bezprostredne z vlastnosti B).

wUv=>b

Dokaz. Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 3.5.1a.

3.5.3. 16.2.2] Ak a Cb,a < b, platt < a,b > (S;) = < a,b > (8,)8
(tato rovnost plati nielen ¢o sa tyka mnozin, ale aj diastoéného usporia-
dania).

Dokaz. Rovnost v zmysle mnozinovom vyplyva priamo z vlastnosti B.
Dalsi postup je rovnaky ako v [6.2.2] (¢ast b).

3.5.4.[6.2.3] Nech a €b,b = a. Ak oznatime < a,b > (8)) = 4, < b,a >
(S,) = B, plati A = B.

5 Vytvorujuaeim rozkladom nazyvame rozklad definovany kongruenciou.

8 Vo formulécii tejto vety v praci [2] (6.2.15) je chyba. (Pozri formuldciu vlastnosti D
v tvode.)

7 Tu a v dalfom st v hranatej zitvorke uvedené éisla prislusnych viet v praci [2].

8 Znak < a, b > (8,) (+7a, b™>(5,)) znagi interval v S (8,). Obdobny vyznam maju
iné podobné oznacenia.
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3.5.5.[6.2.4] Nech u €b, < a,b > S)=4,a ~b=u,a~vb=uv,<uv>
(S;) = B.Oznaéme << a, u > S) = U, < a,v >(8,) = V.

Potom A ~UXV, B «_x_l?’x V.

Dokaz. Podla3.5.2u4 0 v =>0,unv=a,tedau,ve < a,b>(S). Vzhla-
dom na vlastnost B tvorli mnozina [< «a, b > (5,)|? konvexny podsviiz v S,
teda | < w, v > ()] €< «, b > (5))]. Podobune sa ukdze | << «, b > (5))|u
| <, v > (5,)). Plati teda |4| = | B|.

Plati « Cu,u = a, 0w €b,u = ). Oznadme < u, « > (Ny) = U, << u, b >
(8y) = V. Podla 3.5.4 je U; = U, podla 3.5.3 je V, == < w, b > (¥,).

Podla pozndmky 3 v odst. 1.2 je |B| = |( («, v) (¥,)]. Podla 3.2 ma dvojica
S S, viastnost (. Teda (((u, v)(N,)] = [(F(w, v)(S))], t. j. plati [(/(u, 0)(S,)] ==
=A| = M (u, v)(Sy). Podla 1.2 je A ~ U XV (iy).

; Pretoze intervaly << «,v >(S) =< unv,v> () a << ub>() =
== <w, w U v > () st obsazené v mnozine |4 = |(/ (i, v)(S,)], je podla 1.3.1
<, b > () =< a,v > (N)) = T, teda plati (vzhladom na S)) 1V, o~ 1V (4y).

Podobne [A| =[G/ («, b) (S)) | = [ G (a, 0) (Sy) |5 pretoze [d| = | B] =
=M («, b)(Sy), plati [(/(«, O)(Sy), 1 = M (a,b) (Ny). Podla 1.2 plati (vzhladom
na N,) 5~ Ly XV (i) a teda vzhladom na izomortizmus (i,) 43 = UxV (2q)-

Pozndmka. [Poznamka 1.} Pre izomorfizmy (iy). (iy) plati: ak z - (x, y)
(1), potom z - (x, y) (ty).

Dokaz a). Nech z-- (2, y) (i,).gPotom z = 2 U y. Ak z—> (2. ) (%), Je
¥y=a o 2y =bozo Pretoze ¢ = axnya x €<, a > (S,y), y €<, v >
(S1) = < 4, v > (Sy), teda @ = « = g, podla 3.5.1a dostavame @, == (x N y) ~

(rvy)=x - y=a

b) Dalej plati y U w =y ~ b. Oba prvky y U u, y ~ b maji totiz v izo-
morfnom zobrazeni V, -~V (i) ten isty obraz y. (Obraz prvku y € V, je y' nv.)
Plati totiz (y U u) nv = (yuu) n (yuwv) =y |pretoze y € (i(u,v) ()],
(y~b)nov=(y ~b)n(y~b)=ynb=1y(podla 3.5.1a).

¢) Pretoze z =2 U y2 y, podla 3.5.10 je y, =0 ~z2D b ~y. Dalej je
u=b~zz=z teda podla 3.5.1b b Az cuvz=uwUvauUuy =uuUy. Zo
vztahov b ~ y Sy Su U y,u Uy =0~y vyplyva y = u u y. Podla
b) zodpovedd v izomorfizme (¢,) prvku y, = y U w € V, prvok y € V.

d) Za) a c) vyplyva, Ze v izomorfizme (Z;) prvku z zodpoveda prvok (x, y).

3.5.6. Nech ¢ €S,. Oznaéme X, mnoZinu vSetkijch prokov a € Sy, pre ktoré
cnx=c~vurcuUx=cnx Prelubovolné proky xy, xy mnofing X, plati:
CU (U X)) =cnA (U, cn (@, nw,) =cv (0.

Poznamka. Pretoze ¢ € X,, je mnozina X, neprizdna.

Dokaz. ¢ U (#,U ) = (cU ) U (¢ UTy) = (CAX)U(cA@) CCA
(2, U &,) (posledny vztah vyplyva zo vztahov @ €U, a, Ca, U,

9 Ak S je sviz, budeme znakom | S| oznadovatl mnozinu prvikov svizu S,
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a 3.5.1h). Podla 3.5.1a je ¢ ~ (2, U x,) TcU (x, U x,), teda cuU (2, U x,) =
= ¢ ~ (2, U ). Podobne sa dokdze druhd rovnost.

3.5.7.76.2.61 Ak x,. 2, € X, plath @, O 2y = 2, v Xy, X, U T, = &) A T,.

Dokaz (rovnaky ako v [21). Oznaéme x, " 2. nec =a, 2, U r,Uc = b.
xy,x,. e st prvky svizu A = < a, b > (9,). Plati « € I a stidasne podla 3.5.6
a=(rynr)ne=(xr,na)ve>c>(r,uUmn ~c=(rumr) uc=D"h
teda a > b. Podla 3.5.4 =D, a> (8S,) = A, &m je tvrdenie dok4zané.

Poznamka. (Pouzivame oznadenia ako v 3.5.7.) PretoZe ¢ € 4, vyplyva
7 dudlnosti intervalov 4. <b, a > (S,), 7¢ A C X.. Pretore x, U z,€ A.
rynr, €A 80 x, U, 2, N ox, prvkami mnoZiny X, plati:

3.5.8. [6.2.51 MnoZina X, tvort podsviiz vo svize S, aj vo svize S,.

3.5.9.16.2.7] MnoZina X, tvort konveanij podsviz vo svize S, aj vo svize S,.

Dokaz ako v [2].

3.5.10. [6.2.8] Nech Y, jo mnoZina vetkijch prokov x € S,, pre ktoré platt
enw=c~'w,cUx=rc~ x. MnofinaY tvori konvexnyi podsviz v Sy aj v S,-

Pozniamka. MnoZzinv X.. V. budeme v daliom uvazovat ako nodsvizy
sviizn S, Vo sviize S, mnoZina | X, | tvori podsviiz dudlny k svizu X,, mno-
zina | Y, | sviiz rovnaky ako V..

3.5.11. [6.2.131 Nech ¢ je Tubovolnii prook svizu S,." UvaZujme kardindlny
sufin D = X, xY .. Existuje prosté zobrazenie @ mmofiny | S, | na mnoZinu | D |.

Dokaz ako v [2]. V zobrazeni @ prvku z € S, zodpoveda prvok (z. w) € I,
ktorého zlozka a ie spoloénym prvkom mnozin Y, a X, zloZka y je spoloénym
prvkom mnozin X, a V..

35,120 [6.2.14] Zobrazenie ¢ v 3.5.11 je izomorfné zobrazenic svizu S; na
sz D.

3.5.13. Zobrazenie g v 3.5.11 jo izomorfné zobrazenie svizu S, na sviz X X Y,.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva z 3.5.12 a z poznamky za 3.5.10.

3.5.14. Nech dvojica sviizov S,. S, md vlastnost B. Potom md tdto dvojica vlast-
nost 1.

DNokaz. Tvrdenie vyplyva z 3.5.12 a 3.5.13.

Z 3.4 a 3.5.14 vyplyva. 7ze vlastnosti B, D s ekvivalentné, t. j. plati veta:

3.6. Nech S,. S, si svizy definované na tej istej mnofine M. Nevyhnutnd
« postaufiica podmienka. aby kaZdd podimnoZina X ¢ M, ktord tvori konvexnsj
podsviiz”v jednom. zo svizov Sy, S,, tvorila konvexnii podsviz aj v druhom svize,
jor Kaistuii svizy A. B a zobrazenie @ mmofiny M na kartézsky sidin | A | x
| B také, e g je izomorfnym zobrazenim svizu S, na kardindlny sicin
A X BTa sicasne izomor[nijm zobrazenim Sy na A x B

3.7. Viasinostt B, D. (/. I st ckvivalentné.
Tvrdenie vyplyva z 3.1. 3.2 a 3.6.

10V pripade, %e svizy S, 8, s distributivne, bola tito veta dokézané v préci [2].
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Poznamka. Vpracach [2] a [4] J. Jakubik skiumal tto vlastnost dvojice
koneénych svizov §,.S,:

F. Grafy svizov S,. 8, st izomorfné, t. j. existuje prosté zobrazenie sviizu S,
na sviz S,. v ktorom susednym prvkom jedného zo sviizov S;, S, zodpovedajt
susedné prvky druhého svizu. (Prvky a, y svizu nazyvame susednymi, ak
alebo a pokryva y. alebo y pokryva a.)

V' praci [4] je dokazané, ze v pripade, ked sviizy S,, S, st modularne, vlast-
nosti /. 1) s ekvivalentné. Pre semimodularne sviizy neplati implikacia
F = D|5].

Lahko sa vidi. Ze pre Tubovolnu dvojicu koneénych svizov (definovanych
na tej istej mnozine) vlastnost B (a teda aj kazdd z vlastnosti D, (¢, H) impli-
kuje vlastnost F.

Doslo 1. IV, 1955.
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ROTHOMEHWAM MEWIY“ BCTPYRTYPAN
MITJTAH RKOJIHBHP, Bparneaasa

Buipojn

B etathe paceMaTpEBAIOTCS IBA OTHOIICHWST | MOKAVSS B eTpyrrype: (7) IJIeMeHT x
CTPYRTYPHE S HAXOJATCS MOAGLY DJaeMeHTadim a, h €S, e (aNx)U(bNx) = x — (aUx)
N (hUx) . (77) DAeNenT @ naxo;urrest MLy a, by, ceott aNb S <o a U b, Muoweerso
ATCMCHTOR HAXOTHIHXC S MOALY @, by esmpicae (7), (22) coorserersenno obosnavaesm G(a, b)),
M(a, b) coorBeTeTBOHNHO.

Ornontenne | Mesy ' (7) wecaeposano M. Co Peandamgon s opadore [1].1
I o1oit padore okazana teopesa: BejekmiloBoi ctpyrRrype smnoskeetso G(a, b) obpasyer
HOACTPYRTYPY ¢ HIMCHLITHM 1 HANO0 BITIM DJACMCHTOM.

B eBASL ¢ 3THMIL OTHOIHCHMSMIT | MCHJLY ¢ PACCMATPUBAIOTCSE B HACTOANICH CTATHE CJIe-
AVIONE CBORCTBA HAPHL CTPYRTYDP S, Sy OHPCAGTCHIBIX Ha OJIHOM 3T TOMIKC MIoMRecTRe M
(oxoTpu [2]):2

I BEesm sHoikeerTso X SiBISerest BHyRAOR HOjIcTPYRTYPOit B Sy, TO OHO SIBJETCS Bhi-
HYKIOH TOACTPYRTY PO Tatiske B Sy 1 HaobopoT.

T Pabora apropy HeJocrTyIEa G on 3Hact ce rodnko 13 pedepara B Pedeparnsion
AypuHage, varematnira, 1954, ped. 4762,

2 (opayamposra cpoiictsa D B pabore [2] Herouka.
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D. Cyniectoytor crpywrypu A, B (onpegencunnie Ha Muomectsax M,, M, cootpet-
CTBEHHO) 11 B3aUMHO-0jLHOZHAUHOC  0ToOpaKenne @ MuoMecTBa M Ha  JACKapTOBO 1IPOHA-
wegenne MyX My, rakoe, 4to @ == N30MOpHHOC COOTBETCTBUC  OJHOBPCMEHHO MCH{LY
Spn AXDB u Mewjly S, n AXB. (Hpu vrom A oBozuavacr CTPYKTYPY, JBOWCTBCHIYIO
eTpynrrype A, AXDB oznavacr upsamoc npoussejienue cTpywryp A, B.)

(. Ecm z € G(a, b) BSy, ro x € G(a, b) B Sy W maotopor.
IT. Beanx € M(a, b) Sy, rox € M(a, b) 8BS, 1 Haobopor.

Jlorasumsaerest, uro epoiiersa 3, D) G H orsuBajgentibl. (QKBHBAICHTHOCTH cBOMcTB B,
Dyt uerpubyruBibixX ¢rpyrTyp jokasana B pabore [2].) B oerpyxrype S mieer mecto
M(a, by . G(a, b) pivst juoOBIX BaeMenToB @, b €.5 Torja n ToJILKO TOTAA, KOjla CTPYKTypa
S merpnby T,

B raucerse  BeHOMOFATCABILIX  TCOPEM  JIORAALIBaCTes  Haupamep:  Ecir aurepsaio
<a N b, b>, <a,aUb> copepmares B G(a, b), To coorBereTBii e =>4 U x iy —>b Ny
SIBISTIOTC 1 MHBCPCHBIMU 130M OPEHBMAMI MY nureppajiamu < a N b, b >, < a,a U b >.
(Do yreepmienne obobutaer Teopemy 6 .V kaurn I Buprroda [3], Tak Kak B JICACKHH-
JOBOK CTPYRTYPe yedaopue <la N b, 0> C G(a, b), <<a,a U b>C (Ga, b) Becerjia Boi-
nodieno.) B/ ickuugosoil erpyrtype noperpyrrypa Ga, b) msosopdua ¢ HpAMBIM HPO-
mspejenmem AXB, e A =<anNb, a> B=<anb b> B moboii crpyrrype
umeer meero G(a, b) = M(a, b) Torja v TOILKO TOJIA, Ko uaTepBaL <a N b, a U b >
H3oMopPILL ¢ npsMbIM  npoussejienedM A X B, Ecim S — crpykrypa ¢ nanboJibImmm
HHAMMCHBIIHAL DJICMCHTOM 1 €' —— MHOMCCTBO BeeX djieMentos a €5, st KOTOPLIX cyliecT-
pyer ciesent b € 8 raroit, uro G(a, b) =8, ro C — neurp cTpyrrypnr 8.
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