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PRISPEVOK K METODIKE RIESENIA STOKESOVHO
PROBLEMU PRE TROJOSY ELIPSOID

T. KOLBENHEYER

1. Uvod.

Majme uzavret plochu N, ktora je hladinovou plochou tiaZe. Potencidl
tiaze nech na tejto ploche ma konstantna hodnotu W, . Ak vsetky pritazlivé
hmoty sa nachadzaji vo vnatri plochy S alebo na jej povrchu. podla Stoke-
sovej teorémy [1]. [2] existuje jedind funkcia W = W, ,) definovani v ce-
lom vonkajsom priestore, spojita véitane svojich prvyvceh derivacii a vyhovujica
tymto podmienkam:

a) V celom vonkajsom priestore je AW == 212 kde v je uhlova ryvchlost
rotacie.

b) Ak r je vzdialenost vonkajsieho bodu (a, y,z) od osi rotacie, R jcho
vzdialenost od Tubovolného peviného bodu rotujicej sustavy, pri l'ubovolnym
sposobom vzrastajicom R je:

Iim R (W — ‘1) rr)27'2) —: konst.

R—> » ~

¢) Vo vietkych bodoch plochy S je W , ) = W,.

Funkeia W je potencialovou funkciou pola tiaze hmotnej ststavy uzavrete]
vo vnatri plochy S (véitane jej povrchu) vo vonkajsom priestore. Konstanta
na pravej strane vztahu uvedeného pod b) sa preto rovna saéinu z gravitacnej
konstanty x a celkovej hmoty ststavy M. Teda je:

=

lim R (W — ; 11)21‘2) = xM. (1)

Zvlastny vyznam Stokesovej teorémy pre tedriu tinhovych poli spodiva
v tom, ze pri zachovani podmienky c) potencidalova funkeia W je nezivisla od
usporiadania hmot vo vnatri plochy S.

Problém zistenia funkcie W, vyhovujucej vietkym uvedeiiym podmienkam,
v tedrii tiahovych poli sa nazyva Stokesovym problémom pre plochu . V dal-
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Som sa budeme zaoberat rieSenim tohto problému pre trojosy zemsky elipsoid.
V aplikécii na trojosy zemsky elipsoid dava toto riesenie potencial normalneho
pola zemskej tiaZze vo vonkajSom priestore a na povrchu zemského elipsoidu,
a preto jednoznacéne uréuje normalne pole zemskej tiaze v tejto oblasti.
Riesenie Stokesovho problému pre trojosy elipsoid je mozné viacerymi spo-
sobmi. Casto sa napr. pouzivaji rady s gulovymi funkciami [2], [3]. Metéda
udand v tejto praci je analégiou metddy riesenia toho istého problému pre
splosteny rotacény elipsoid vedtcej ku znamemu Somiglianovmu vzorcu [1],
[2], a preto ma tG vyhodu, Ze dava rieSenie aspon sdasti v uzavretom tvare.
Uvazovany trojosy elipsoid S nech ma rovnicu:
22 y? 22
Z“"Jr'—])T*FZT:l- (2)
(A, B, ¢ > 0). Pre cely vonkajsi priestor véitane plochy S mozno definovat
funkciu 4 == A, , ,) vyhovujacu identicky vzfahu:

x? y? 22

Ata By " -1 ®)

C+ 1
a v celom vonkajSom priestore kladna, pricom na ploche S musi zrejme byt
= 0. Ako sa dokazuje v tedrii eliptickych saradnic, 4 je pritom jednoznaénou
funkciou suradnic z, y, z. Vztah 3. predstavuje pri konstantnom 21 rovnicu
elipsoidu konfokalneho s 2.

Zavedieme este vyraz:

2 2

x Yy 2
N(x, yoz) — T

@t @ry @ @

a elementarnym sposobom sa presvedéime o platnosti tychto vztahov:

oA 2 ar 2y oA 2z 5
ox (A-NDNC oy (B+MWN ' Gz (C+ NN (%)

V priebehu neskorsich tivah budeme sa stretavat s funkeciou parametra A
definovanou vo vonkajSom priestore vidy existujicim nevlastnym integralom

©du
e 6
I(l) = / ]r/R(u) ( )
kde
Ry = (4 + w)(B + w)(C + u). (7)

Ako je zname, funkcia /(; hra vyzna¢nia Glohu v tedrii potencialu elipsoidalnych
utvarov (potencial homogénnej vrstvy ohrani¢enej dvoma nekoneéne blizkymi
ststrednymi, stiosymi a podobnymi elipsoidovymi plochami). Trocha zdlhavym,
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indé viak elementarnym postupom mozno na zaklade (4). a (5). dokazat, ze I;
vvhovuje v celom vonkajSom priestore Laplaceovej rovnici a teda v tejto
oblasti je funkciou harmonickou [2].

Pri rieseni predlozeného problému budeme pouzivat tiez niektoré iné harmo-
nické funkecie. Pri ich odvodeni budeme vychadzat z funkcie I’ definovanej
opiit v celom vonkajsom priestore a na ploche elipsoidu S nevlastnym integralom

y? 22 1 du
- -+ - - — 8
I =T = [l A+ u B4 u F -+ ! l/R(.n (8)

(o existencii tohto nevlastného integralu mozno sa lahko presved¢it). V teérii
gravitatného pola homogénneho elipsoidu sa dokazuje. ze I’ sa zhoduje az na
konstantny faktor s potencialom homogénneho elipsoidu definovaného rovnicou
(2). V doésledku toho tato funkeia je v celom vonkajsom priestore harmonicka
a vzhladom na definiciu 2 dani vztahom (3). ma okrem toho tiez vlastnost:

ol’ ] - a2 2?2 22
o L SR AT 1| - o. 9)
o | R, A+ B 42 2
Okrem suradnic x, ¥, z mozno vsak I’ povazovat tiez za funkciu 4, B, (! ako
dalgich troch nezavisle premennych (parametrov). Potom, pravda, derivacie:
ol ol’ ol’

‘r)‘A ’ () P’ (C

st tiez harmonickymi funkeiami v celom vonkajsom priestore, pretoze napr.

ol’
V daléom budeme oznadovat:
ol al’
'[1 = = oB’ [2 = ol (10)

a vypoditame obe tieto funkeie derivovanim (8). podla prislusnych parametrov,
pricom prihliadame k tomu, Ze 1 je teraz funkciou nielen saradnic z, y, 2, ale
v dosledku (3). tiez parametrov A, B, (/. Mame preto napr.

ol ol” dl (ol
9B 0k uB 73);,=k,),,.§1.,

a preto vzhladom na vztahy (7). (8). (9). a (10).
S N L T 1
= ”‘fuBh/R(u, I_A tu ! Byw 0w lJJd”‘
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Po derivovani za integraénym znamienkom dostavame:

1 3 1 1
Iy = &Ly + - Py + 5 2Ly — q Ly

P - <

kde
; d'u, |
5 (A A )2 (B + 1 )7 ((' + u)
- du
Lf_,u) == / R . 1 U 1
J oAb B af b |
~ - du i
Ton = [ (4 +wp (B4 w0 (€ + b
- du
Jo(A 4 w32 (B A w2 (O u)

Podobnym spdésobom mozeme odvodit:

3 1
[2= xM ))—I—”JM + & 221'[3(7.)"“2‘ My,
kde
My, = / S —E
o (A + u) (B + u)? (C + w)?
A du
Moy == [ - [
S (A w2 (B u)p ((' + u)

d i
5 b
3

My, : :
. j (A -+ u)% (B + u)g( C - u)?

2

du
My == s

/ (A £ wp (B + wh (€ + w)

A

(11)

(11a)

(12)

(12a)

Objasnime si eSte fyzikalny vyznam funkeii [, a [,, ktoré budeme pritom
interpretovat ako potencialy gravitacného pola dvoch hmotnych ststav.
Obe tieto funkcie s definované v oblasti zvonka elipsoidovej plochy S a st
tam harmonické. Preto tiez obe funkcie predstavuju potencial prislusnej
hmotnej sastavy vo vonkajsom priestore a celda tato sustava lezi vo vnutri
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elipsoidu alebo na jeho povrchu. Potencial vo vnitri § uvazZujeme v prvom
pripade v tvare:

. 1

2
]l =y £ ]‘1(0) —+ - Y L2(n) "‘}— )’ 2 ]‘3(11) Ty L4(n)’
2 2 2

aby sme na ploche & (t. j. pri A = 0) vyhoveli podmienke spojitosti I, - I,.
Hustota vo vnutri elipsoidu podla Poissonovej rovnice je:

1 . 1

it - 1‘ ] = -
v N 47

471 [[/l(l ‘;]12(”) {— Ldkoﬂ = 1"““"

teda ide opat o homogénny elipsoid, ktorého hmota je:

dw ) e VABC
"= 3 e }AB( = g;y []‘lw 7% 3L2(n) >+‘ ]/3(11)]'

Avsak okrem priestorovej hmoty vypliiajicej homogénne vnitro elipsoidu
vystupuji na jeho povrchu aj ploiné hmoty. Iech povrchova hustota je:

B 1 (ol dl,
g == — == — - ,
47 \on on
kde n je normala plochy v uvazovanom jej bode. Celkovi hmotu systému M,
t. j. stcet vSetkych priestorovych a plosnych hmot, moézeme zistit zo vztahu:

w M, = lim RI,.

R—x

vy

Presvedéime sa bez vacsmh tazkosti, Ze integréuly L,. L, a L; konvergujt
pri A — » k nule ako )["2, teda ako R ? kym Stvorce stradnic r Y, 2
vzrastaji ako K2 Integral L, konverguje sadasne k nule ako 1 2, teda
ako R 2. Preto pri R —» = (1 — =) s¢in RI, konverguje k nule ako R ?a v d6-
sledku toho celkova hmota systému je:

M, = hm RI, - (13a)

AR-—»%

To znamena, 7e sucet vietkych povrchovych hmat sa rovna zaporne vzate]
celkovej objemovej hmote.

Analogicka tvaha plati tiez pre integral I,. Prislusny vyraz pre potencial
vo vnutri elipsoidu tu je:

1 1 3 1
I, — ) * My, + 9 My, 1 9 22 My — 9 My,
a pre hustotu
1
@ = — 47”‘6 [Ml(o) + M‘Z(u) + 3 M3(o)]?

176



kym celkova hmota systému je tiez nulova:

M,— L tim BRI, = 0. (13b)

R w

2. Integraly Lg a M, pri elipsoidoch malejnumerickej vystred-
nosti.

Stvorce numerickych vystrednosti elipsoidu S daného rovnicou (1).(2) bu-
deme oznatovat ¢ a &. Definujeme teda:

A— B A—C
g -
a mame:

B=A(1—¢),C=4( — &,). (1)

Hodnoty splosténi ~, a ~, definujeme obvyklym sposobom vzorcami
=« (1l — &), ¢ = a (1l — ay), (2)

kde «® = A, b? == B, ¢® = (. Umocnenim vzorcov (2). a porovnanim s (1). dosta-
vame medzi velicinami ¢ a « tieto vztahy:

£ = 20, — a?, € = 20 — 2. (3)

Pri elipsoidoch malej vystrednosti ¢, a g, st malé veli¢iny toho istého radu
ako ~; a «~,, ako vidime zo vztahov (3).

Niektoré nase dalsie ivahy, ako napr. odvodenie Clairautovej teorémy pre
trojosy elipsoid, buda sa vztahovat na elipsoidy malej vystrednosti a malej
rychlosti rotacie. Splostenia «; a x, budeme pritom povazovat za malé veli¢iny
prvého radu a prave tak aj veli¢inu ¢’ definovantl vzorcom

,  wi

’

Yo

kde o je uhlova rychlost rotacie, y, stredna normalna hodnota zrychlenia tiaze
na roviniku uvazovaného elipsoidu. Ukaze sa neskoér, Ze vo vzorcoch pre po-
tencidl a zrychlenie tiaze na povrchu trojosého elipsoidu vystupuja integraly L
a M definované vl.(11a) a 1.(12a) v stéine s malou veli¢inou prvého radu ¢'.
Pretoze v svojich tivahach budeme sa vidy obmedzovat na éleny prvého a
druhého radu a zanedbavat malé ¢leny vyssich radov, stadi tieto integraly
s presnostou vypoéitat na ¢leny prvého radu.
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Uvazujme najprv napr. integral:

Ly [ - dw
e A%—u)? B—{ u) (C’—}—u)

ktory moézeme napisat-tiez takto:

w

= A+ u A+ u (A + u);

P

Avsak s presnostou na ¢leny prvého radu plati:

3 1
_oad e ed gy A4 (3 1
() ) B )

eda s presnostou toho istého radu

F du 3 1 Fod
Ly = / =t (2‘ &+ 5 52) % [ y
J (A + w) 2 (A A )
Integraciou z toho dostavame:
: 2 3 1 A
Ly = 5 T ("7" & + Ol 82)' : 7
5(4 4 ) (4 + 2}

Pri odvodeni vzorcov pre potencial a zrychlenie tiaze na povrchu trojosého
elipsoidu budeme potrebovat hodnoty Ly, a M. Spésobom, ktory sme prave
naznacili, mozno odvodit:

2 | 15 5 2 1
| L TR T IR OR LR TR
5421 : 5A42
2 25 5 2 15
Ly, = 51 +‘1451+I45%| My = 5 1 +‘IZ(1 - &) | = L)
5A42L A2l
2 | 15 1 1 T r 25 - (4)
{ 5 5
Lyp = - |1+ 15 (6 + 2) J R R s
5421 5A2
2 9 3 2 3 9
Ly, = 14+ -— »weJ My, = B! %wﬂ8-+—ﬁaJ
4 345 0™ " 107 4 343 1077 107
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Pri vypodte zrychlenia tiaze na povrchu hladinového elipsoidu si okrem
toho potrebné aj hodnoty derivacii L a M podla premennej 2 pri A == 0, ktoré
v doésledku 1.(11a) a 1.(12a) mozno pisat takto:

w=—Atptobo g Dy 1 ) EZJ
5 ar 5 1
NP al 3
L;(U)?zﬁA'}Bé(,/‘;:——A;1+,2,(61_{_82)
3 T 1
L= —A YB3 2= A7 3|1 | 2 *262j
3 1 3 . 1 3 (5)
My=—A2B20"2=—4"2 “ +yeat+ oy EZJ
I R R 1 3
My,y=—A2B 20 2= — A 2|1+ = (e, + &) | = Ly,
- S TR S 1 5
My = — 4 SBECTE = — 4 5{1 + 5 e 582]
_ e 5l 1

3. Potencial tiaze.

Ak os z je polarnou osou uvazovaného hladinového elipsoidu, potencial pola
odstredivych sil W’ mozno vyjadrit vzorcom:

1 1
V' — (22 2y — 22
W »2(1)(x+y)-2(ul. (1)
Uvazujme teraz funkciu W, definovani vo vonkajSom priestore rovnicou:

W =W+ kI 4 kd, + k,1,, (2)
kde k, k, a k, st predbezne Iubovolné konstanty, kym I, I, a I, sme definovali
vztahmi 1.(6), 1.(11) a 1.(12). Poukézali sme uz na to, ze vSetky tri funkeie /, I,
a I, st vo vonkajsom priestore harmonické. Preto W vyhovuje prvej pozia-
davke kladenej na potencialovit funkeiu Stokesovym teorémam:

AW= AW =20

V désledku definicii v 1. vSak funkeie I, 7, a I, konverguji pri neobmedzene
a Tubovolnym sposobom vzrastajicom R rovnomerne k nule, priom:

lim RI = 2, lim RI, = lim RI, = 0. (3)
R— R—> w R—>»
Preto plati:
lim R (W — L wi?) =2k (4)
R— ® 2

a druhd poziadavka Stokesovej teorémy je tiez splnend.
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Presvedéime sa, ze konstanty k,, k, a k mozno zvolit tak, aby na elipsoidove;j
ploche § danej rovnicou 1.(2) funkcia W mala konstantna hodnotu W,. Po-
uzijuc vztahy 1.(11), 1.(12) a 3.(1) piSeme najprv:

1 1 )
W= E 952[(!)2 -+ lel(i) -+ kzﬂll(;)] - 2 y2[11)2 - 3](71[42(” + ](72][/[2(1)] -+ ‘
1 1 (5)
*F :) 22[131143(;_) —‘}‘ 3]£2ﬂ[3(;)] — ‘—l [lx"lL“(,‘,) —}” IA’ZJIIM;V)] AP ];'](;_) .

W bude mat konstantni hodnotu na 8 vtedy a len vtedy, ak zvolime k) a £k,
tak, aby bola splnend podmienka:
[w? + by Ly + ko ()] 2 [02 A BkyLgyy + ke oiy] i [y 2y -+ 3R M) =
11
A B0

vedica k sustave dvoch linearnych rovnic pre &, a k,:

(3BLy, — AL) k, + (BMy, — AM)) k, — (4 — B) 0* | 6)
(('Ly — ALY &y - (3CM, — AM) &y — A 02, ] (
kde namiesto L), M), ... sme jednoducho pisali L,. M, atd. RieSenim

tejto sustavy na k, a k, a vsadenim ich hodnét do (2). dostavame funkeiu IV,
ktord ma na S konstantn(i hodnotu, zavisla este od konstanty k. Avsak I ma
hodnotu vzdy odlisntt od nuly (kladna), ktora je na S konstantna (2 = 0),
a preto mozno vzdy volit k tak, aby funkcia W mala na elipsoide S Iubovolnt
konstantni hodnotu W,, ¢im je potom splnend aj tretia poziadavka Stoke-
sove] teorémy.

Pri riefeni ststavy (6!. obmedzime sa opit na ¢leny prvého radu v e, a e,.
V dosledku 2.(1) a 2.(4) mame najprv:

SBL, — AL — 4 414 ] §
CEe T A =y Togh e
4 3
BM,— AM, = — a5 A 2 ¢
4 3 (7)
CL, — AL, = — a5 A 2g,
4 3 5 9
3CM,— AM, = 5 A2 (1 -+ 126 + 1453) .
A — B = Ag
Vsadiac tieto hodnoty do (6) a rieSiac ststavu dostavame:
10 5
b= Aboe, |

5 5 5 9
k72:Z o2 A2 (l — 1481— 1482). }
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Pravda, postup, ktory sme tu uviedli, potrebuje este uréité doplnenie. Po-
tencidl tiaze na zemskom elipsoide nie je bezprostredne dany, a preto kon-
stantu W, predbezne nemdzeme povazovat za znamu, ako sme predpokladali.
Vyplyva to z toho, ze obvyklymi spdsobmi merania nezistujeme potencial
tiaze, ale jej intenzitu. Preto konstantu k v rovnici 2)., resp. (5). zistime tak, Ze
z tejto rovnice odvodime najprv vztah pre normalnu hodnotu tiaze v I'ubo-
volnom bode hladinového elipsoidu. Ak je normalna hodnota tiaze znama
v jedinom bode povrchu (alebo vSeobecnejsie v jedinom bode vonkajsieho
priestoru), hodnota konstanty & je tym jednoznaéne uréena.

4. Tiaz na hladinovom sféroide.

Zlozky zrychlenia tiaze y,,7, a y, v Tubovolnom bode vonkaj$ieho priestoru
dostavame ako zaporne vzaté derivacie potencialu W podla jednotlivych
stradnic. K odvodeniu prislusnych vzorcov vychadzame z rovnice 3.(3), pricom
mame na zreteli, ze 1 je funkeiou suradnic z, ¥y, z a Ze prislu§né derivacie tejto
funkeie st dané vztahmi 1.(5). Takto napr. dostavame:

o I’I/Y 9 ] 2 ’ ’ 1 ’
o — = a4kl A kM — [E a*(ky Ly +- ko D) ‘*‘“2“?/2(3]“1[’: +

[

. 1 1 ko 2x
M) 4 22k L b 3y M) — (koL + kM) — ] :
2 _,) _+ R] ( 1543 2 ) 2 ( 14 ‘*— 2 ) VR(;)J (A + ).)N

kde L], M atd. st derivicie prislusnych funkeii L a M podla 2. B(;) sme de-
finovali vzorcom 1.(7).
Pre stru¢nost a lepsiu prehladnost zavedieme tieto pomocné vyrazy:

Py = I L, + kM p, = o* + kyLy + kM,
Py = 3]C1L; -1‘ ]x'g]‘[; q, = (“2 + 3k1L2 + k‘lﬂl‘& l
py = kL - 3k, M, ry == kyliy 4 3k, M, (1)
2k
Py = /CILQ —i" kzﬂj; 8y, = 177}'5
Na hladinovom elipsoide S potom je:
x
Ve = = DT — (D2 4 Pyt + PR’ — Py — S,) AN’
Yy
Yy = = Y — (D% Ayt A P2t — Py — ) gy (2)
) z
Ve = 12 = (P Pt b Pt — Py — S0) Gy

kde vo vetkych vyrazoch p, ako aj v ¢, r, a N, kladieme 2 = 0. Absolatnu
hodnotu zrychlenia tiaze y v bode x, y, 2, leziacom na ploche S, dostavame
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ako stdet priemetov vetkych troch zloZiek do normély plochy v uvaZovanom
bode:
y = yp, cos (nx) + Y, COS (ny) + 9, cos (nz). (3)

Smerové kosinusy normaly st viak podla znamych vzorcov:

cos (na) = cos(ny) == cos(nz) = PEE (4)

T Y
AYN’ BYN’ C YN

Z rovnic (2). a (3). preto najprv dostdvame:

b e gyt
TN A4 T B o

1 . il'?‘ 7/2 ~2
— A W2 2 _ .22 ] e v =
1\7 VK; (pla’ -+ P-z.’/ {b 7)3 1)4 ‘so) (‘4-_)_ + Bz i (wg) J

dalej vzhladom na 1./4)

l » ( 0 /'t) 9 ‘
y:—mNH%+M)ﬁ+b»+gﬁﬂwm+;)m~m~af

Pouzijeme este identitu

2

ot s[4+ 2 B s
yZ 0 A + B I3l Pyt 3,
a vzorec pre zrychlenie tiaze piseme v tvare:
1 /)[) - _ 8() [ - ) - 81)
y:—~H@+’ %ﬂw)ﬁ+(f+q %)¢+]

=
" : ' (5)
- (px + TU,—_ Zg _ fs,,o,)22 I . ’

Hodnoty zrychlenia tiaze vo vrcholoch hladinového elipsoidu budeme nazy vat
jeho hlavnymi hodnotami a budeme ich oznacovat y,, y, a . Dostaneme ich
z rovnice . 5), ak v nej za (x, , z) kladieme trojice hodnot (4, 0, 0), (0, | B, 0),

(0, 0, ]J/ZT), pricom hodnoty N st :1 ;, o Mame teda:
h:#ﬁ@ﬂh%f%fﬁyn, ®)
?u=:—~03(p3+ﬂ @{:?%?'7&‘y
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V doésledku toho vzorec (5). mozno pisat tiez v tvare:

1 [ ,_3 3 _3
Y= WlA a4 B iyt + C 27'3%2] (7a)
alebo zavedenim diiky poloosi «, b, ¢ v tvare:
2 v 22
Yi—x 1 Yeym v VsTn
}' = qi:f;:’;"::r{):i':_::::g” . (7b)
. x2 y2 22
— + 57+ -1
a bt c

5. Hlavné hodnoty zrychlenia tiaze.

Vzorce (4',(6) udavaji hlavné hodnoty zrychlenia tiaze y;, y,a y; na trojosovom
hladinovom elipsoide a platia pri akychkolvek kladnych hodnotich 4, B, C,
V tychto vzorcoch teraz vyjadrime vetky v nich vystupujtce konstanty
pomocou A, ¢,. &, a m. Budeme sa pritom opit obmedzovat na éleny druhého
radu v g, &, a o? a zanedbavat &leny vys$ich radov (napr. ew? &ek, &&w?
a pod). Takto zjednodusené Gvahy a vzorce platia potom pre elipsoidy s malym
splodtenim pri pomalej rotdcii, a preto tiez pre zemsky elipsoid.

Pouzijeme teda vzorce (4),(1', ktorymi sme definovali konstanty vystupujice
na pravej strane vzorcov (4),(6) a dalej tieZ vzorce 3,(8), 2,(4) a 2,(5). Pre s,
napr. jednoduchym vypoétom dostdvame:

2k 2k — 1 -3
o= = (L) (=) P
VABC 42
2k . 1 L ! + 3 (e 2 : s‘ 1
:A*j' i ’5(814‘32) nE(L+84)+‘1812’ (1a)
kym vzorce pre dalsie konstanty st takéto:
3 8 1
— 2 . —
po._zw(l+21£1+782),
3 29 1
qy == 9 ? (l + o1 & + 7 52),
3 8 8
ry = ot (1 + et 82),
5 9 6
Y| w? (1 + T a + 732), (1b)
5 32 6
Py = — iAd w? (1 + 78 + ~.f"‘r'z)
15 11 13
o= = g (1 +oora e sz),
5 9 6
o= = P (1 + e+ = e)
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Hlavné hodnoty zrychlenia tiaze v,, y,, a y, dostdvame vsadenim vyrazov
(1a),(1b) do vzorcov 4,(2), pricom si stiéasne vyjadrime B a C pomocou 4, ¢
a &, podla vzorcov 2,(1). Vypodty, ktoré st zdihavé, avsak inaé celkom jedno-
duché, neuvadzame, ale obmedzime sa na ich vysledky:

2k 1 3 ey g !
YieE oy “ + ) (61 + &) + g (¢f -+ &) + 4 Gt
3 — 8 | .
SoTA L4 e .g]
2% (ISR S T S— 43 1 (2)
2= oy L+ yEh T ghl T yml Al — g Ot G
ok 1 3 - 3 1
IZE TI + 5a -+ T BIJ + w2} A l»l L8 g é_,J
Zavedieme teraz tieto pomocné veli¢iny:
1 , m? l/Ai
Vo= ) 4= . (3)

ktoré budeme dalej povazovat za zname. Prva z nich predstavuje stredna
normalnu hodnotu tiaze na rovniku hladinového elipsoidu, druhd analdgiu
podobnym sp6sobom definovanej veli¢iny v tedrii tiahového pola pri rotacnom
elipsoide. Z prvych dvoch rovnic (2). potom vyplyva:

1 1 3 3 1

2k ) .
Yo = A‘[l tyatyget eat gal oo €1€2J
3 9 1
iyoqll*2851+’732:
7 ¢oho:
2k ' 3, 1 6 , 15
gl b gd = e e e — e —
' 1 1 1 (4)
- 8 gl 1318.,J .
8 8 g 2

Ak tento vyraz vsadime opit do vietkych troch rovnic (2)., vyjadrime tym
hlavné hodnoty tiaZe pomocou y,, ¢', & a &, Trocha zdlhavym, ini¢ viak zase
velmi jednoduchym vypoétom, pri ktorom zanedbavame vsetky malé velidiny
tretieho a vysdich radov v ¢, e, a ¢’, dostavame tieto vysledky:

[ 1 1
1=l + | + Q
) 1 1
Y2 = Yo »1 g8 T g4
5 , 1
vs =71+ '"2’q + ';1'61 -
1 1
78 8; 78 82
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Ukazuje sa velmi udelnym vykonat v rovniciach (5). eSte dalSiu Gpravu,
Zavedieme v nich namiesto ¢, a & hodnoty splosteni «; a «, pouzitim vztahov
(2).(3). Stcasne namiesto ¢ definujeme dalsiu zakladni veli¢inu

m? —= 5
q = A ' B 1, 6
1= g (V1) (6)
7 ¢oho

. + Y
roafiey)

Pritom je ¢ opat mald veli¢ina toho istého radu rko ¢'. Po vykonani pri-
slusnych vypoétov dospievame k vysledku:

v =7 (14 8), v = Yo (1 — B'), vs = Yo (1 + ), (7)
kde
5 1 1, 1 17 17
f = o 1 + o %1 e + 35Ty + ﬁ“’]q - ﬁ“‘zq l
8
, 1 L, 9 ®)
f== oM +- 4N ’]z"‘lq-

Vztahy (7). a (8). mdzeme povazovat za rieSenie predlozenej otazky. Avsak
vzorcee (8). daji sa este dalej zjednodusit zavedenim sploStenia &, druhého hlav-
ného merididnového rezu, t. j. poludnikovej elipsy leziacej v rovine (y, z),
namiesto splostenia rovnikovej elipsy «,; (&, je sploitenie meridianovej elipsy
leziacej v rovine z, z). V ddsledku definicie splostenia potom je:

a(l — ) =0(1 —-ny) =a(l —o) (1 —ay =c,
a preto s presnostou na ¢leny druhého radu v «, a «,

1 — «,

TN Ny — &g g0y — 0. 9)

Ny =1

Po vsadeni tohto vyrazu do vztahov 8. vyplyva:

5 1 1 17 '
P= 549 " (g A ) — P (g — g)* — 28 (g + 03)q, ]
“ < “ (19)
’ 1 19
By oa— ) 1 (3= a2) = (= s, l
Napokon
1
9 (g + o) = (Lta)

znamend stredna hodnotu oboch hlavnych merididnovych splosteni a ich
rozdiel je:
Ky — Xg = A, (llb)
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Rovnice (10). moZno preto pisat v jednoduchom tvare:

5 17 1 ‘
f=ga—o— g0~ g ‘
(12)

1 19 ‘
ﬁ':EAa[lJroc-—T-q]. ’

Prvy z tychto vztahov predstavuje Clairautovu teorému pre trojosy hladinovy
elipsoid.

Ako je dalej dobre zname, pri zemskom elipsoide je A~ mala veli¢ina druhého
radu. Pre tento elipsoid teda s presnostou na ¢leny druhého radu plati:

g =2 7
P=rgd— =g

13)
vl | ‘
= 5 dw.
Clairautova teoréma, vyjadrena prvym zo vztahov (13)., zhoduje sa teda s pres-
nostou na ¢leny druhého radu so znamym tvarom odvodenym pre rotacny
hladinovy elipsoid [1], [2]. Specialny tvar tejto teorémy pre rotaény elipsoid
tu preto plati s tou istou presnostou aj vo vSeobecnejsom pripade trojosého
elipsoidu, ak veli¢iny ¢ a « definujeme vztahmi (6) a (11a).
6. Celkova hmota vo vnatri trojosého hladinového elipsoidu.
Vzhladom na vztahy 1.(1), 3.(1) a 3.(2) celkovit hmotu M, uzavretii vo vnutri

uvazovaného hladinového elipsoidu, mozno vyjadrit vzorcom:

wM = Him R (kI 4+ k0, + k,0,),

R—sx

teda v dosledku vzorcov 3.(3) plati:
M = 2 k. (1)

Konstantu k sme vsak vyjadrili rovnicou 5.(4) pomocou 4, y,, ¢, &, & &. Zaveduc
v tejto rovnici namiesto ¢, a &, opit splostenia «; a ~,, najprv mame:

D T | 1 1 12, 15,
2k = Ay, |1 + g T g™t T T ot + 9 M2 ‘“7'(1 Mg 9>
a dalej vzhladom na vzorec 5.(6)
‘ 3 1 1,1 27 15
2k = Ay, [1 + 9 q — 9 %1 &y — 2™ -+ 9 X%y — 98 ™1 — 13 'I"zv -
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Ukazuje sa velmi u¢elnym vyjadrit tu konstantu 4 saéinom poloosi elipsoidu ab
podla vzorca

A =a® =

= ab(l + o + 0‘?)»

1——0(;

pridom mozno pisat:

| B! 1 1 1 15 15
) .
[ 3 A 2 .
2k == (11;),'”| I - 72—(] -+ 5 oy — Ay 4 x2 — 5 M + 58 q¥, — 14 qos |-
V tomto vzorei vyjadrime opat «; pomocou hlavnych meridianovych splosteni
¢4 acy podla vzorea 5.(9). Po vykonani prislusnych elementarnych vypoétov
dospievame k vysledku:

3 1 1 15
2k = aby, |1 + 5 q — 5 (ap 4 05) — (g — a3)F — = (% + %5)q |-
2 2 4 28

Ak v tomto vzorci zavedieme stredntt hodnotu splostenia « a rozdiel splosteni
hlavnych meridianovych rezov A« podla vzorcov 5.(11a) (11b), vztah (1). na-
dobtida tvar:

5

o= ll 4 N }ﬂ Ng — é (,43)2], (2)

Z pri¢in, o ktorych sme sa uZz zmienili, pri zemskom elipsoide mézeme za-
nedbat v rovnici (2). élen s (4x) a pisat:

M= “by” [1 1 ﬁq~ N — iiaq]. (2a)

Pravda, pretoze presnost, s akou mozno nateraz zistovat hodnotu gravitaénej
konstanty »x, zodpoveda priblizne presnosti na 8leny prvého radu v « a gq,
¢len s ag ma tu len teoreticky vyznam. Pre prakticky vypotet hmoty Zeme
mozno pouzit vzorec:

24, ‘ X
M= (1 + ;—q — \) (2b)

x
dobre znamy z tedrie vypracovanej pre rotaénu sféroidovi hladinovu plochu.

7. Vzorce pre normalnu hodnotu tiaze na hladinovom elipsoide.

Smerové kosinusy normély » v Iubovolnom bode (z, y, z) plochy hladino-
vého elipsoidu su:
cos (nx) ==

cos (ny) = COS (N2) = ——e-

£ v
AJN BYN '

Matematicko-fyzikalny ¢&asopis V, 3. 187



kde N znamend vyraz definovany rovnicou 1.(4). Sirkovy uhol ¢ (zemepisni
§irku) uvazovaného bodu definujeme obvyklym spdsobom ako uhol, ktory
zviera normala n s rovnikovou rovinou (a, y). Preto je:

. 2
cos (nz) = sin @ = EVZ;V. . (1a)
Dizkovy uhol 4 definujeme viak na trojosom elipsoide ina¢ ako na rotaénom.
Myslime si napr. v strede elipsoidu rovnobezku s normalou n. Dizkovym
uhlom A (zemepisnou dizkou) bodu (z, y. z) nazyvame uhol, ktory zviera
rovina prelozend touto rovnobezkou a polarnou osou z s rovinou (z, z). Klad-
nym smerom pri merani tohto uhla nech je smer otadania kladnej polovic
osi z o 90° do kladnej polovice osi y. Teda je:

cos (nx) = cos ¢ cos A = - ro
e A |
‘ (1b)
cos (ny) = cos psin A = - A . l
' B.{N

Z rovnic (1b) je jasné, Ze body hladinového elipsoidu, leziace na jednom a tom
istom merididne, maja rovnaka dizku 2.
Zdvojmoenime rovnice (la) (b) a piSeme ich takto:

NA cos?pcos? A = _7_2 ,
A
2
N B cos? p sin? A == %’ (2)
22

NC sin? ¢ =

Vzhladom na rovnicu elipsoidu dostavame séitanim tychto troch rovnic

1

N — LR
! A cos?pcos?A + Bceos?psin?i 4 Csin?e

(3)

Pre zrychlenie tiaze v bode (z, ¥, z) na hladinovom elipsoide odvodili sme
uz vzorec 4.(7)a). Ak do tohto vzorca vsadime hodnoty x2, 42 2%, vyjadrené
rovnicami (2), dostavame vztah vyjadrujici zavislost normalnej hodnoty tiaze y
od sirky ¢ a dizky A:

y = N [VA y, costpcostd + VB y, cost g sin®A + YC y, sin? p|.
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Vsadime tu za N z rovnice (3). a zavedieme namiesto 4, B, ¢ dfzky poloost
a, b, ¢ podla vzorcov J4 = a atd. Dostdvame takto obdobu Somiglianovho
vzorca pre trojosy elipsoid, ktora ma tvar:

~ ay, cos? ¢ cos? A + by, cos® P sin*2 + cyg sin®g .
" Va2 cos® ¢ cos? A | b2 cos? g sin2 i Fsintg (4)

Pre rotacny elipsoid (b = «) tento vzorec nadobuda znamy tvar [1], [2]

ay, cos* @ + cyy sin® g

) o= e ———— e — 4
’ ]/a? cos?p 4+ c?sin?g (+2)

Kym tavahy a vysledky, ku ktorym sme dospeli v predchadzajicich kapi-
toldch 5. a 6., platili len pri malych hodnotach sploSteni a pomalej rotacii
vzorec (4). plati samozrejme pri [ubovolnych hodnotach «,, x; a w. Vyjadrime
v nlom teraz a a b pomocou ¢, x, a Nz, obmedzujic sa op#t na velidiny prvého
a druhého radu a kladue:

C

a= - =c(l+ayFa2), b=c(l + a5+ a2).

I — &,

Stucasne vyjadrime tieZz y,, ¥, a y; pomocou y,, f a ' podla vzorcov 5.(7). Po
uprave dostavame:

1 4 Bsin?@ + u, cos® ¢ cos®A + u, cos? g sin?1
e = . e A T e J_’..v:_’f_':.: c ’ 5
e /1 4 v, cos? @ cos® A + v, cos? @ sin® A (8)

kde u,, uy, v, v, st dané vzorcami:

W= N+ B+ ot o, vy = 2w+ 34, ) )
’ ( a
Uy = &y — B+ o) — oagf’, vy = 205 + 303 J

Ak v rovnici 5. vyjadrime cos?1 a sin?A pomocou cos 24, po dalSej tprave do-
stavame:

o+ ﬂsme + Uy cos? ¢ + U, cos® g cos 24 )
re V147, oosz<p+ V, cos? p cos 24 ’ (6
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kde

. 1 1
U, = o (uy + uy) = b} [ + x5 + o + o + (v, — ) /3)'],
T ]‘ 1 YU 2 ’
U, :E(ul — Uy) :T;[%‘“ oy + 28" 4 o — af + (% + o) B,
2 ! .

, 3 (7)
Vi= o, + a3 + E) (%3 4 &3),

: 3 .,

Vo= oy — oy + "2“(“3 — &3).

Vo vzorcoch (7). mézeme namiesto «, a &, zaviest stredné splostenie « a rozdiel
hlavnych hodnét sploStenia Ax, vychadzajac z ich definicii (5.11a),(b). Vsa-
denim

1 1
Xy = X + *é-zju\', Gg = A\ — QA\
tieto vzorce nadobudaju tvar:

Uy =« a2+ %(Aoc)2 + %Ax.ﬂ',

Uz-——%doc%—ﬂ'-{—zx.dcx-lraﬂ', (7a)

V= 2x + 3a% + -Z(Aoc)z,
Vo= Adx (1 + 3x).

Kedze U,, U,, V,, V,a B st malé veli¢iny prvého radu, reciproki hodnotu
odmocniny vystupujtcej vo vzorci (6). mozno vyjadrit binomickym radom.
S presnostou na é&leny druhého radu takto po vykonani prislusnych elemen-
tarnych vypot¢tov najprv dostaneme:

(I + V,cos’p + V, cos? ¢ cos 21) Pl é V,ycos?p — ;f V, cos? @ cos 21 4

-k g V2 cost ¢ + 2 V2 cos* ¢ cos? 21 + -i ViV, cost @ cos 24

a dalej
y =y 1+ hy + (B — hy) sin2 @ — B, sin®2¢ + l
' (hy + hy cos?e) cos 21 + h, cos? g cos 4],
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kde
1. 3 1 3 1
kl = Ul — '2* V] + S Vf — »2* UlVl -+" ]6 I’i —'4" U2172 =

1 1
o o ~)2
_4p.A<x 16(Anc),

1 1 .1 N
hy = U, — g Vz—rzfﬁVz:ﬁ — é-(x 4 By . Ax + &,
= tavo Bvr, - tow, oy < e e
b= S BVa b G Vs = O, = ULV = () A (©)
3 1 1 1
e DV UV, = — i CR—
hy == I(iIZ i v,v, 4/f CAx - 16(/lnc) by,
I 3., 1.
by = 3 pV, -+ 39 Vi— 3 U, Vy -+ 64 Vi— 16 UV, =
1

1 1 1
— 2 e A e 2 __ B A
=g + 4rxﬁ 4 64(/JA() 16 LA,

B ap sme viak vyjadrili uz v Clairautovej teoréme pomocou zikladnych
velidin x, Ax a ¢. Do vzorcov (9). mdzeme preto vsadit tieto hodnoty zo vztahov
5.012) a pisat:

hy = — Dy = ]1?5 (dx)?,

hy = :]?Aoc(l + 20 — :—i q),

hy = —;A-Aoc (—:);— q — {x) = f;—/)’ CAx o
pL = 5A ag — % a? — 6 (Ao

Pri zemskom elipsoide je, ako sme uz opéatovne podotkli, 4« mald velitina
druhého radu. Preto, ak sa obmedzime nadalej na presnost zodpovedajticu
¢lenom druhého radu, vzorce (9a) sa zjednodusuji takto:

. 1 H 1
lll - ][,3 - /),4 = ()7 ]1,2 =, A — /)H’ ﬂl — ‘; xqg — —8— A2, (gb)
" C
Zavislost normalnej hodnoty tiaze od zemepisnych stradnic ¢ a 1 nadobuada

v tomto pripade znamy tvar:

y =y, [1 4 B sin®>¢ — B, sin®2¢ | ' cos? ¢ cos 24]. (10)

Doslo 10, X, 1954,
Katedra banickeho meralstva a geofyziky
VST, Kosice

Lialematicko-Tyzikalny Gasopis V, 3. 191



"LITERATURA

1. Michailov, Kurs gravimetrii i teorii figury zemli 2 vyd. Moskva 1939, kap. 4—6.
2. Subbotin: Kurs nebesnoj mechaniki, Moskva 1949, TLI. sv., § 88 --95. 3. Haalck:
Das physikalische Bildungsgesetz der Erde. (Theorie der normalen Erdgestalt.) Ver-
offentlichungen des Geodétischen Institutes in Potsdam, 4,1950. 4. (". Baeschlin:
Lohrbueh der Geodiisie, § 76 81, Zirich 1948,

K METOINKE PEOTEIHIS HPOBJTEMDL CTOKCA
JITTSL TPEXOCHOTO DJTHITCOM]ILA
T. ROJABEHTENEP

Boisoiu

Hpod.aesta CroRea TpEXOCHOIO 3 HHCOIGE JUTSE POHTCHS ¢ HOMOILBIO TPEN FAPMOHHYECKIX
Gyvurnmii I, I, Ty, onpejreasiesnix coornomrennszm 1.6, 107,00 1 100 Horeniwas rsireerin s
PAAACTCH KAk CYMMa HoTeintiasa enrpobeanodi cunt 1 yiobno suidpanioi jueiinoi
ROMOLHAMA upHBeeHnuiX TPEX Gyniiuni. 3 110yuennbix ocoBULIX ¢OOTHONCHIR Bhi-
BCICHDE TVTABHBIC 3HAUEH S BO/UTUMHLE YCROPCHITH THAKCCTH HA YPOBOHHOM HHICOMLC 1T Bhi-
BeACHA TeopeMa R Dpo ¢ ToYHOCTHIO JIo WICHOB BToporo nopsira. Dopayv/iaa Cozisna 0600-
HIeHA LTS caydas TPEXocHoro s/ Hneoi;i s ef 00mero. B BLBCJCHBL COOTHONCH T
B HOPMAILHOTO BHAYCIIT BEUIMIHBL THACCTHL DTIE COOTHONICHITS TOMILL BIVIOTh jlo 4/1¢:
HOB BTOPOLO HOPsIKa.

BEITRAG ZUR LOSUNG DES STOKESSCHEN PROBLEMS
FUR EIN DRETACHSIGES NIVEAUELLIPSOID
T.KOLBENHEYER

Zusammenfassung

Das Stokessche Problem wird fir den allgemeinen Fall eines dreiachsigen Niveau-
ellipsoides mittels der in 1.6, 1.7 und 1.10 niiher definierten harmonischen Funktionen I,
I, und 7, gelost. Das Schwerepotential wird dabei als Summe des Potentials der Flieh-
kraft und einer zweckmiiflig gewihlten linearen Kombination der obenerwiihnten drei
Funktionen dargestellt. Auf Grund der abgeleiteten Beziehungen werden die Haupt-
werte der Schwerkraft auf dem Niveauellipsoid und das Clairautsche Theorem bis auf
(ilieder zweiter Ordnung ausgedriickt. Die Formel von Somiglhana wird fiir den Fall des
dreiachsigen Ellipsoides verallgemeinert. und schlieBlich wird die iibliche Formel fir die
Normalschwere abgeleitet.
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