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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK V ¢isLo 3

POZNAMKA O ABSOLUTNE
KONVERGENTNYCH RADOCH

JAN JAKUBIK, Kosice

@D
Nech {a;} je postupnost kladnych ¢isel, nech rad > «; je konvergentny.

» 1=1
Oznadéme R, = z a;. Ozna¢me dalej znakom W, (W,) mnoZzinu vietkych d&isel
i=n+t+1 ®
w, ktoré sa daji vyjadrit v tvare w = > b;, kde
i=1
h; == «; alebo b; = 0 (b; = a; alebo b, = — a;) prei =1,2, ...

P. Kesava Menon v praci [1] dokazal tvrdenie:
(M) Ak pre ¢ = 1, 2, ... plati a, = R,. potom mnozina W, je perfektna.

w =

T. Salat v praci [2] dokazal tvrdenie :

(S) Mnozina W, je perfektna.

Pri dokaze tvrdenia (M) sa v praci [1] postupuje tak, Ze sa dokdZe, Ze kom-
plement mnoziny W, je siétom dizjunktnych otvorenych intervalov bez spo-
loénych koncovych bodov. V praci [2] je dokaz tvrdenia (S) vykonany oklukou
zavedenim vhodnej metriky na mnozine vsetkych postupnosti {c;}, kde ¢; = 1
alebo ¢; = — 1 a pouzitim niektorych viet o spojitom zobrazeni metrickych
priestorov. V nasledujtcej poznamke uvedieme jednoduchy a priamy dokaz
vety, ktora zahriiuje ako $pecidlne pripady tvrdenia (M) aj (S). Je to tato veta:

Veta. Nech {C} (1 = 1,2, ...) je systém mnoZin komplexnyjch éisel, pre ktoré
plati:

(A) 1. MnoZina C = 8 C; je ohranilend, 2. kaZdd mnoZina C'; je kompaktnd,
3. medzt mmoinami C,; ;e ;,ekronecvne mnoho takijch, ktoré obsahuji viac ako jedno
cétslo.

Nech {a;} je postupmost prokov iplného normovaného vektorového priestoru X,

nech rad Z [[a;|| je konvergentny. Nech W je mnoZina vsetkiyjch prokov w € X,
=1 ®

ktoré sa daji vyjadrit v tvare w = zb,», kde b, = cja;, ¢;€C;, 1 =12,...
i=1

Potom mnoZina W je perfektnd.
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Dokaz. 1. Nech st splnené predpoklady vety. Pouzivajme oznadenia, zave-

Lo o)
dené v zneni vety. Lahko sa zisti, ze kazdy rad tvaru z c,a; (1) je konvergentny.

i=1
Totiz oznadme znakom s, n-ty Ciastoény sucet radu (1). Nech R = sup|z]|,
ze C
nech n, m s prirodzené ¢isla. Z nerovnosti
n-m n-+tm
Q | <7 -
” érx*rm - Sn ” = Z ” Ca; ” EIL Z H a; ”
i=n+1 i=n+1

vyplyva, ze postupnost {s,} je cauchyovska, teda konvergentna v X.
2. Nech wre W, n = 1,2, ..., w" — w'. Dokazeme, Ze plati: w’ € . Nech

o
wW” = zchap (2)

i=1

Zavedme tieto oznadenia: Ak {n} je postupnost vietkych prirodzenych ¢isel
(s obvyklym usporiadanim), znakom {n(l)} ozna¢ime postupnost, vybrani
(predpisanym sposobom) z postupnosti {n}; analogicky oznac¢ime symbolom
{n(2)} postupnost, vybratd uréitym sposobom z postupnosti {n(1)} atd. Zo-
strojme predovSetkym postupnost {c;} takto: z jpostupnosti {c7} vyberieme
konvergentn ¢iastoéni postupnost {¢7(M} a jej limitu oznac¢ime ¢, ; z postupnosti
{cz} vyberieme konvergentni ¢iastoén postupnost {¢®} a jej limitu ozna-
¢ime c,, atd. Oznaéme:

w° = Zc,-a,-. (3)

3. Oznadme znakom s}, resp. s k-ty ¢iastodny stidet radu (2), resp. (3). Nech
¢ je lubovolné kladné ¢islo. Vyberme index k tak, aby platilo:

o

Slall <

i=k+1

Potom je zrejme pre n = 1,2, ...
e 0 o €
[ wr — sp|| < - [lsf — we]|< — . (4)

4’ 4

Vymerme index n, tak, aby pre n > n, platila nerovnost || w" — w|| < fi (5).

Podla odseku 2 pri zvolenom £ je:

ak n(k) - «.

”?

k k
su) — Z e, — Z cu; = 82

i=1 =1
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Z postupnosti {n(k)} moéZeme teda vybrat také dislo m > n,, ze plati || sf —

— sl < Z— (6). Z nerovnosti ||w’ — w® || < [[w" — wn|| 4 [Jwn — s7' || 4+ || 87 —

— sp|| + 1] 82 — w° | a z nerovnosti 4, 5, 6 vyplyva ||w’ — w°|| <e, w' = w°,

w' € W. Teda mnozina W je uzavreta.
4. Nakoniec dokazme, ze mnozina W neobsahuje izolovany bod. Nech w €W,

®

o seqe . s . . &€
w= > ca;, nech ¢ > 0. Néjdime index L taky, Ze pre i > k je || a; || <Z op-
i=1 “

Vyberme dalej index > L tak, aby mnozina € obsahovala viac ako jeden
prvok. Nech ¢; € C}, ¢] % ¢,.
Utvorme rad

ety oo e g e e, + L =l
Potom plati [[w — w' || = || ¢ty — cja; || £ 2R || a; || < e.

Poznamky. 1. Z predoslej vety vyplyva, Ze predpoklad a, = R, je v tvrdeni
(M) nie potrebny.

2. Mnozina W je zrejme ohranic¢ena. Ak lirearny priestor X méa koneény
pocet dimenzif, potom z ohranicenosti a perfelztnosti mnoziny W vyplyva, ze
mnozina W je zaroven kompaktnd. V linedrnom priestore s nekoneénym poéttom
dimenzii mozu, ako je zname, existovat mnoziny, ktoré si ohrani¢ené a per-
fektné a nie s kompaktné. Pre mnozinu W viak vidy plati: MaoZinae W -je
kompakina. Nech je totiz {w?} lubovolnd postupnost prvkov z mnoziny W;
pouzivajme rovnaké oznacdenia ako v dbokaze predoslej vety (bez predpokladu,
ze {w"} je konvergentna postupnost). Na ziklade ¢asti 2. a 3. ddkazu predoslej
vety sa lahko zisti, ze ¢iastoéna postupnost {w'7}, w'» = w*») postupnosti {w?}
konverguje k prvku w°.

3. Na prikladoch sa lahko zisti, ze Ziaden z predpokladov 1., 2., 3. pod-
mienky (A) nemdzeme vynechat, ak ma byt zachovand platnost uvedenej
vety. Pritom ohrani¢enost mnoziny C nesl(izi len na to, aby sme zarudili kon-
vergenciu vsetkych radov tvaru (1). Ak volime naypr. a, = 27, C, = {0,271},
potom W = {0, 1, 2, ...}, t. j. W nie je perfektnd mnozina.

4. Nech st splnené predpoklady vety. Zrejme plati: ak kazdd mnozins
»t=1,2,... je konvexna, pctom tiez mnozina W je konvexna.

5. P. K. Menon v praci [1] vySetruje tiez mieru mnoziny W,. Ak predpo-
kladame, ze X je mnozina vSetkych realnych ¢isel a € C X, nerobilo by taz-
kosti zovSeobecnit postup P. K. Menona pri vysetrovani miery aj na mnozinuW,
vyhovujicu podmienkam nasej vety.

6. Naskytuje sa otazka, & pre kaZdi ohranicenit perfekind mnoZinu A dplného
linedarneho mormovaného priestoru X existuje taky rad (1) a systém mioZin kom-
plexnych Eisel {C\}, vyhovujict podmienkam wvedenej vety, aby v zmysle tejio
vety platilo W = A.

Doslo 18. X. 1954,
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JAMETRA Ob ABCOJIIOTHO CXOIAMUNCH PAITAX
SIH ARY B WK, Rowie

Boisoin

o
. al
Hyers {ay}) == HOCACHOBATCABHOCTE TIOJAOHHTC/ABILINY  4HCCH, 1LYCTh leZ",- CXOMTCH.
= i=1
e 2}
O6o3HaunM R, = Z a;, 0GORHAYIN jadibine sHagoM W () MuoMecTBo Beex unees w, rotopoie
p=n+1
x
MOMKHO BhIPAa3iTh B BHJE w = Eb,, rae b= a; wau b, = 0 (b; = ay uwnt b; = w;) LA
i=1

= 1.2,...

II. KecaBa MenoH B cratbe [1] powaszan yreepsenue (M) Eeowr qosr ¢ —= 1, 2
BLINIOJIHAETCA a, = R,, Torja yuomecrso Wy coepuienno.

T. Haaar B craree [2] gokasamn: (1) Muoskeerso 1y cosepuienio.

B 3ameTke JoKasaHa CIEAYIOUAH TCOPEMA, KOTOPas COLCPIKUT KAk UYacTHBLIC ¢/vYal
yreepxacuud (M) n (II).

Hyecrs {C;} (¢ =1, 2,...) — cHeTeMa MHOMKOCTB  KOMILICKCHBIX  Yieed, JUIT ROTOPLIX

o
umeer Mecto (1) L. muomecrso = U C; orpannucno 2. KokLoe 13 Muomeers ; Ros-
i=1

TAKTHO 3. CPejH MHOMKECTB HAXOMMTCH HOCKOHEOUHOe YITC/I0 TAKIY, KOTOPLIe cojeprrar Dojice
OJ[HOTO BJIeMeHTA.
Iycers {a;}) — 1OCHEAOBATEMABHOCTD DICMCHTOR HOJHIONO HOPMHPOBAHHOTO HpocTpancTia X'
x

Wl r -
nycTh psj L [|ay || exommrbesi. Hyers IV - amosecrno Beex ouementon wel\, koropoie

=1
o
MOKHO BHIDA3UTh B BHJe w == z b, ve b; = cu;, ¢, C;, 0 =1, 2,... Torpa muoskecrso W
1=1
— COBEPILEHHO.
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