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O METRICKYCH SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Kogice

Normou na svize N nazyvame realnu funkciu »(2), definovani na S, pre
ktort plati: h
o) + v(y) =v@ny) +o(zUy) (M 1)

x>y = v(x) > v(y) (M 2

(pozri [1], [2]). Sviz S s normou »(x) nazyvame normovanym alebo metrickym
svidzom a oznacujeme ho S(v). Nazov ,,metricky“ sa oddvodiiuje takto: ak na-
Zveme vyraz

Ixy =v@Uy) —vxny) (1)

vzdialenostou prvkov x,y. pre d(x,y) st zrejme splnené zname poziadavky,
kladené na vzdialenost v metrickych priestoroch.

Pre strucénost vyjadrovania zavedieme tieto oznacenia: mnoZinu vietkych
prvkov svizu S (metrického priestoru M) ozna¢me |S]| (|M|), metricky priestor,
definovany rovnicou (1) na lS|, oznaé¢me M (S(v)).

Nech je dany metricky priestor M,. V.Glivenko ([3]. [4]) vySetroval otazku,
kedy existuje metricky sviz S(v) tak, Ze plati:

IS =M, M(Sw)) = M, (2)

a to za predpokladu v(z) = 0 pre kazdy prvok x € S. Vieobecnejgie, bez predpo-
kladu »(x) = 0 vySetroval spominant otazku L. M. Kelly v praci | 2]. Odvodil
nevyhnutni podmienku. ktortt musi spliiat metricky priestor M,, aby k nemu
existoval metricky sviz S(v), vyhovujici rovniciam (2). Dalej, za predpokladu,
ze metricky priestor M, vyhovuje spominanej nevyhnutnej podmienke, vy-
konal konstrukeiu normovaného svizu S(v), vyhovujiceho rovniciam (2).

V poslednom paragrafe prace [2] Kelly poznamenava, %e metricky priestor
M, neurcuje jednoznacne prislusny sviiz S(v) a kladie otazku (,,the general
program of which this section is a begining*) vySetrit, do akej miery metricky
priestor M, urduje svizové vlastnosti v8etkych svizov S(v), pre ktoré platia
rovnice (2). Otazka je odévodnena po prvé tym, zZe jednotlivé kroky pri jeho
konstrukeii svdzu S(v) s nie jednoznacne urtené a za druhé tym, Ze je nie
zrejmé, ¢i nejakou inou konsStrukciou nedostaneme sviz S'(v'), ktory tiez vy-
hovuje rovniciam (2) a ktory sa pritom ,,podstatne‘ lisi od zostrojeného svézu

140 N



S(v). Z Kellyho konstrukcie priamo nevyplyva, aké vztahy platia medzi (svi-
zovymi) vlastnostami svizov S(v), S'(v").

Vsade dalej M, znadéi metricky priestor, pre ktory je splnend spominana
Kellyho podmienka; S(v) je normovany svéz, vyhovujici rovniciam (2), zo-
strojeny pomocou Kellyho konStrukeie; M = {S'(v')} je mnozina vietkych
normovanych svizov 8'(v’), vyhovujacich rovniciam (2).

Otazka, ktora polozil L. M. Kelly, v tejto poznamke sa riesi takto: doka-
Zeme, Ze metrickym priestorom M, je sviz S(v) uréeny jednoznaéne a7 na
dudlnost niektorého svojho priameho faktora. Podrobnejsie povedané, plati:

Veta 1. Nevyhnuind a postatujice podmienka, aby sviz S’ patril do mno-
Finy M, je: | S| = |S| a existuji svizy A, B tak, %e

S~AxB, 8" ~AxB

kde A je dwilny sviz kn svizu A a zobrazemie mmo¥iny [S] na mnoZinu
| Ax B|=|AxB| je v obidvoch uvedenyjch izomofizmoch to isté.

Dokaz vyplyva z nasledujtcich lemm 1, 2, 3.

Poznamka: Nech § je Tubovolny sviz, S~ A x B. Oznatme R /(R,)
vytvorujuei rozklad na S, v ktorom z = y(R)) (z = y(R,)) vtedy a len vtedy,
ked komponenty prvkov z,y v priamom faktore B (A4) st rovnaké. Nech

z1(z?) je trieda vytvorujaceho rozkladu R,(R,), obsahujtaca prvok z. Nech z, je
pevny prvok sviazu S, oznaé¢me A(z,), B(x,) mnozinu vietkych prvkov svizu S,
ktorych komponenty vo faktore B(A) st rovnaké ako komponenty prvku x, vo
faktore B(A). Llahko sa preveri, Ze plati:

S~ A(xu) X B(xn)a (3)
pritom, ak v priamom rozklade (3) prvok z € § ma komponenty a, b, potom:
{a} = A(x,) N 2% {b) = B(x,) Nzt (4)
aak x, < a, x, < b, plati z = a U b.

Lemma 1. Ak prvok z € S(v) md v priamom rozklade S ~ A(x) X B(x) kom-

ponenty a, b, polom v(z) = v(a) -+ v(b) — v(x).
Doékaz. Zvolme si prvok y € S, ¥y < 2 n @ n b. Nech v priamom rozklade
S ~ A(y)x B(y) (5)

plati @ — (ay, b,), b — (ay, b,). Podla (4) je potom v priamom rozklade (5)

2> (ay, by), @~ (ay, b)) (6

~—~

a zaroven plati a = a, U D, b =a,Ub,, 2 =a, U by, x = a, U b, a,Nb, =
= 1/(@ k = 1, 2). Pouzitim rovnice (M1) dostavame v(z) = v( )+ v(by) — v(y),
( a) -+ v(b) — v(x) = (v(ay) + v(by) — v(y)) + (v(ay) + v(by) — v(y)) — (v(ay) -+
+ v(bl) — v(y)) = v(2).
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Lemma 2. Nech znaky z. a,b majii vijznam ako v lemme 1. Nech v(z) =
= v(a) + v(b) — v(x) je norma na svize S ~ A‘(;zt)x B(x). Potom funkcia
v'(2) = — v(a) 4- v(b) — v(x) je normov. ma svize S~ Atf)t’t B(x) (18] =
= | S 1) a plati M(S(v)) = I(S'(v")).

Dokaz je jednoduchy. Pozri tiez [1]. str. 117, cvié. 4.

Lemma 3. Nech M(S(v)) = M(S'(v"), | S| = |8"|. Potom existuji svizy A, B
také. Fe plati S ~ Ax B, 8 ~ Ax B.

Dokaz. Budeme hovorit, Ze prvok 'y lezi medzi prvkami x. z, ak
zrz<y<axyz Vmetrickom svize prvok y lezi medzi prvkami . z vtedy a
len vtedy, ked plati:

o(x,y) -+ o(y. z) = o, 2) (7)

(pozri [5]. resp. [1], str. 120). Pri prechode od svizu S(») ku svézu S'(») sa
zachovdva metrika, teda podla rovnice (7) sa zachoviva ticZ vztah ,.medzic.
Podla [6] potom™ plati:

S~AxDB. 8 ~AxB.

AR

Pritom zobrazenie mmnoZiny | S| na mnofinu | A < B| =
izomorfizmoch to isté.'

je v obidvoch

Yeta 2. Nech sa sviiz S dia rozlofil na priamy siéin S ~ 11 S, ({€N) nerozloi-
telnajch faktorov, mech S(v) je normovany svéz. Nevyhnuind « postacujica pod-
mienka, aby kaZdy sviz S'(v"), pre ktory plati:

LS = [ S M8 () = PTES(n)) (8)

bol izomorfrny so svizom N, jer kaidy nerozloZitelny priamy faktor S(71 € N)
svizu S je samodudlny.

Dékaz &). Nech st splnené rovnice (8), nech kazd<" faktor &,(¢ € N) je samo-
dudlny. Podla vety 1 plati § ~ Ax B, 8" ~ Ax 2. Pritom A ~ I14,(i € N,),
N,CN, teda A ~ 4. 8 ~ 8.

b) Predpokladajme, 7e nerozloziteIny priamy fakter S, svizu S je nie
samodudlny. Nech 4 = I7 S,(i € N,) ie priamy suc¢in vsetkych faktorov 4,
pre ktoré je S; ~ S,. Podla predpokladu vety plati S ~ AX B pre vhodny
sviiz. B; Ziadny nerozlozitelny priamy faktor svizu B je nie izomorfny «o svi-
zom §,. Na mnozine | S| mdZzeme definovat sviiz S, izomorfny so svizom
Ax B. Podla lemmy 2 plati M(S(v)) = M(S'(v'))1. Ak by sviizy S, 8" boli
izomorfné, musel hy sviiz " ~ A x B mat priamy fakior izomerfny so svii-
zom S, ¢o viak podla predoslého nic je mozné. Teda svizy S, 8" &0 nio izo-
morfné.

Doslo 1. TV. 1955.

1 pre vhodna normu v na S,
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‘O METPRMUECKUN CTPYRTYPAX
SH TRYDB IR, Komnne

Buisonr

o onenroit na erpyirype S nomnaerest semectsennast Gyniuist »(r), onpeeJeHnasn
ma S, Koropast viosaersopser yeaosnse (A1) w (M2). Crpyirypy S ¢ onenroil v(x) Mt na-
BBIBACM  MeTPHUCCKOIL cxpyrTypoii 11 odosraumr S(r). Coorserernyiongst  Metprira (x,y)
onpejtesicna pasencrsoM (1), Mnoaxeerno Beex biaeMenton  crpywrtypni S (MCTPHYCCKOTO
npoctpancta M) oGozmaume |S| (| A]). TTyers  jano merpiueckoe npocrpanerso M.
B. Tmapenrko  (ea. [3], [4]) mec/iejloBast Bonpoc, KOTAQ CYHNICCTBYET MCTPITUCCKAS CTPVE-
Typa S(v), YAOBACTBOPSUONA YPABHCHIAM (2), ¢ PCOT0MReHneM, uro v(x) = 0 juis Kak-
aoro xz €8, Tosee obnie, Ges npeanonokennst v(z) = 0, mecaenonai sror sonpoe A. M. Kesnir
B pabore [2]. O mamesT 1HCOOXOINOC YEJA0BHE, KOTOPOMY JOBKIO  YAOBACTBOPATH MCTPII-
qeckoe npoetpanerso My, Ui Toro, UTodnl eynecTBoBLIA CTPYRTYpa S(v), HeNOJIHAOMAS
ypasnewst (2). Jlanee, npepnogarast uro My yroBAetrBopsier  1icofXOMOMY  YCI0BHIO,
OIL JINCT KOHCTPYRIUO CTPYRTYPL S(v), KoTOpast yRoBjeTBOpsier ypasiewisin (2). B mo-
cacnes naparpadge nprnpoanioil paborer e/t 3aMedacT, 4ro METpHuecKoe mMpocTpa-
eTBo My e OUPEACISCT OLHOZIANHO COOTBCTCTBYIONYIO CTPYRTYPY S(#) 1 ¢TaBlT BOTIPOC,
B KAKOH CTEHEHIT METPHUYCCKOE MPOCTPANcTBO My ONPCACTACT CTPYRTYPHLIC ¢BOHCTBA Beex
cTPyKRTYp S(#), BT KOTOPHIX TMEIOT MeeTO ypaniemst (2).

B mameii 3aMeTRC HTOT BOHPOC PCHIACTCS CJHEAYIONTIAL CHOCODOM:  JORABLIBACTCH, HTO
MCTPHYCCIKOC HPOCTPANCTEO My ONPEACTSICT COOTBCTCTBYIONYIO CTPYRTYPY S(#7) 0j(H03HATHO
HCKJIOUAST TOJABKO  IYAJILHOCTE  1ICKOTOPOIO  HPANOTO  COMHONTE B Bosee  10jpodo:

Iyers My yloBACTEODICT YHOMSTIIYTOMY HCOOXOAMOMY YCIOBINO, 1HYCTh S() — CTPYK-
TYPa, HOCTPOCHIASL ¢ HOMOUBI RONCTpyRtT Kemt, nyerh IN—MuoeeTBo BCeX CTPYKTYP,
JUTUKOTOPBIX NMEIOT Mecto ypasiemst (2).

HeoOxoamioe 11 JIocTatonitoe yeJaonne juis Toro, Uto0bl cTpyRTypa &, Obui HJeMenTom
muoecrBa M, caenyioniee: |8 == | S| n eyweersyor crpyrvyper A, B orakue, uto S~
~AXDB, S~AXB, e A CTPYIRTYpa, jiyagnnuast i1 erpyirype <L (Hpie otoa or-
odpamcerte MuoReetra [S ] ua amozecetBo [ AX DB [ AX B |1 paceyarpunacynbix 1ms0-
MOpPUIMANX TO e caMoe).
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