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O METRICKÝCH SVAZOCH 
JÁN J A K U B IK, Košice 

Normou na svaze S nazýváme reálnu funkciu v(x), definovánu na S, pre 
ktorťi platí: 

v(x) + v(y) = v(x n y) + v(x u y) (M1) 

# > 2/ ^>v(x) > v(y) (M2) 

(pozři [1], [2]). Svaz S s normou v(x) nazýváme normovaným alebo metrickým 
svázom a označujeme ho S(v). Názov ,,metrický'' sa odóvodňuje takto: ak na­
zveme výraz 

d(x,y — v(x u y) — v(x n y) (l) 

vzdialenosťou prvkov x,y, pre ó(x,y) sň zřejmé splněno známe požiadavky, 
kladené na vzdialenost v metrických priestoroch. 

Pre stručnost vyjadrovania zavedieme tieto označenia: množinu všetkých 
prvkov svazu S (metrického priestoru M) označme \S\ (\M\), metrický priestor, 
definovaný rovnicou (1) na \S\, označme M(S(v)). 

Nech je daný metrický priestor Mv V. G l i v e n k o ([3], [4]) vyšetřoval otázku, 
kedy existuje metrický svaz S(v) tak, že platí: 

\S\ = \M,\, M(S(v)) - Mv (2) 

a to za předpokladu v(x) > 0 pre každý prvok xčS. Vseobecnejšie, bez ])red])o-
kladu v(x) > 0 vyšetřoval spomínanú otázku L. M. K e l l y v práci 12]. Odvodil 
nevyhnutnú podmienku. ktorú musí spínat metrický priestor Mr, aby k n e m u 
existoval metrický svaz S(v), vyhovujúci rovniciam (2). Ďalej, za předpokladu, 
že metrický priestor Mx vyhovuje spomínanej nevyhnutné] podmienke, vy­
konal konštrukciu normovaného svazu S(v), vyhovujúceho rovniciam (2). 

V poslednom paragrafe práce [2] K e l l y poznamenává, že metrický priestor 
Mí neurčuje jednoznačné příslušný svaz S(v) a kladie otázku (,,the generál 
program of which this section is a beginingCí) vyšetriť, do akej miery metrický 
priestor Ml určuje svazové vlastnosti všetkých svazov S(v), pre ktoré platia 
rovnice (2). Otázka je odóvodnená po prvé tým, že jednotlivé kroky pri jeho 
konštrukcii svazu S(v) sú nie jednoznačné určené a za druhé tým, že je nie 
zřejmé, či nějakou inou konštrukciou nedostaneme svaz S'(v'), ktorý tiež vy­
hovuje rovniciam (2) a ktorý sa přitom „podstatné" líši od zostrojeného svazu 
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S(v). Z Kellyho konštrukcie priamo nevyplývá, aké vzťahy platia medzi (sva­
zovými) vlastnosťami svázov S(v), S'(v'). 

Všade ďalej M^ značí metrický priestor, pře ktorý je splněná spomínaná 
Kellyho podmienka; S(v) je normovaný svaz, vyhovujúci rovniciam (2), zo-
strojený pomocou Kellyho konštrukcie; 9Dř = {S'(v')\ je množina všetkých 
normovaných svázov S'(v'), vyhovujúcich rovniciam (2). 

Otázka, ktorú položil L. M. K e l l y , v tejto poznámke sa rieši takto: doká­
žeme, že metrickým priestorom M1 je svaz S(v) určený jednoznačné až na 
duálnost niektorého svojho priameho faktora. Podrobnejšie povedané, platí: 

Veta 1. Nevyhnutná a postacujúca podmienka, aby svaz S' patřil do mno­
žiny 93?, je: \S' \ = \ S | a existujú svazy A, B tak, ze 

S ~ AxB, S' ~ AxB, 

kde A je duálny svaz ku svazu A a zobrazenie množiny j S | na množinu 
| A x B | — | A x B | je v obidvoch uvedených izomofizmoch to isté. 

Dókaz vyplývá z nasledujúcich lemm I, 2, 3. 
P o z n á m k a : Nech S je Tubovolný svaz, S ~ A X B. Označme Rj(R2) 

vytvorujúci rozklad na S, v ktorom x = y(Rx) (x = y(R2)) vtedy a len vtedy, 
ked komponenty prvkov x,y v priamom faktore B (A) sú rovnaké. Nech 
z1^2) je trieda vytvorujúceho rozkladu R^R2), obsahujiica prvok z. Nech x{) je 
pevný prvok svazu S, označme A(x0), B(x0) množinu všetkých prvkov svazu S, 
ktorých komponenty vo faktore B(A) sú rovnaké ako komponenty prvku x0 vo 
faktore B(A). Eahko sa preverí, že platí: 

S~A(x0)xB(x0), (3) 

pričom, ak v priamom rozklade (3) prvok zčS má komponenty a, b, ]iotom: 

{a) = A(x0)nž*,[b) = B(x0)n-zl (4) 

a ak x{) < a, x{) < b, platí z = a u b. 

Lemma 1. Ak prvok z £ S(v) má v priamom rozklade S ~ A(x)x B(x) kom­
ponenty a, b, potom v(z) = v(a) + v(b) — v(x). 

D ó k a z . Zvolme si prvok y € S, y < x n a n b. Nech v priamom rozklade 

S~A(y)xB(y) (5) 

platí a-> (av bj, b-> (a2, b2). Podlá (4) je potom v priamom rozklade (5) 

z-* («•!, h2), x~> (a2, bx) (6) 

a zároveň platí a = a, u bA, b = a2 u b2, z = ax U b2, x — a2 u b1, ai n bk = 
~ V(h k = 1, 2). Použitím rovnice (Ml) dostáváme v(z) = v(a1) + v(b2) — v(y), 
v(a) + v(b) - v(x) = (v(ax) + v(bx) — v(y)) + (v(a2) + v(b2) - v(y)) - (v(a2) + 
+ v(bx) - v(y)) = v(z). 
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Lemma 2. Nech znaky z, a, b máju význam ako v lemme 1. Nech v(z) — 
— v(a) + v(b) — v(x) je norma na svaze S~A(x)xB(x). Potom funkci a 
v (z) -- — v(a) 4- v(b) — v(x) je normou, na svaze S' ~ A(x)X B(x) (\ S' | ~-
= \S\) a platí M(S(v)) = M(S'(v')). 

Dokaž je jednoduchý. Pozři tiež [1]. str. 1.17. cvič. 4. 

Lemma 3. NechM(S(v)) - M(S'(v')), | S | = | S' \. Potom existvjú svazy A, B 
také. ze platí S ~ A X B, S' ~ Á X B. 

D o k a ž . Budeme hovoriť, že prvok fy leží medzi prvkami x, z, ak 
x n z < y < x u z. V metrickom svaze prvok y leží medsi prvkami x. z vtedy a 
len vtedy, ked platí: 

d(xsy) + d(y, z) = d(x, z) (7) 

(pozři [5], resp. [1], str. 120). Pri přechode od svazu S(v) ku svazu S'(vř) sa 
zachovává metrika, teda podlá rovnice (7) sa zachovává ticž vzťah .„medzi". 
Podlá [6] potomTplatí: 

S ~Axfí. S' ~ AxB. 

Přitom zohrazenie množiny \ S\ na množinu \ A x B \ — | A. X B | je v ohidvoch 
izomorfizmoch to isté.1 

Veťa 2. Nech sa svaz S dá rozložit' na priamy sficin S ~ JI S. (?'€N) nerozloži­

telných faktorov, nech S(v) je normovaný svaz. Nevyhnutná ci postačujúca pod-
mienka, aby každý svaz S'(v'), pre ktorý platí: 

! S' | - | S !, M(S'(v')) =-- MW(v)) (8) 

hol izomorfný so svazom S, je: každý nerozložitelný priamy faktor S^i € N) 
svážit S je samoduálny. 

D ó k a z £"). Nech sú splněné rovnice (S), nech každý faktor S-(i £ N) je samo­
duálny. Podlá vety 1 platí S ~ Ax B, S' ~ Áx B. Přitom A. ~ IIA, (i € Nx), 
N,CN, teda A ~ A, S' - S. 

b) Predpokladajme, že nerozložitelný priamy faktor S() svazu S je nie 
samoduálny. Nech A — JI S;(i € NJ je priamy súčin vsetkých f a k t o r o v ý , 
pre ktoré je Si ~ S0. Podlá předpokladu vety platí S ~ AxB pre vhodný 
svaz B] žiadny nerozložitelný priamy faktor svazu B je nie izomorfný so sva­
zom S0. Na množině | S | možeme definovat svaz S', izomorfný so svazom 
AxB. Podlá lemmy 2 platí M(S(v)) = M(S'(v'))K Ak by svazy S, S' bolí 
izomorfně, musel by svaz S' ~ A X B mať priamy faktor izomorfný so sva­
zom Si}, co však podlá predošleho nie je možné. Teda svazy S, S' sú nic izo­
morfně. 

Došlo 1. IV. 1955. 

1 pro vhodná normu v' na S'. 
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О МЕТРИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ 

ЯН "ЯКУ Г, II Ь'Г Копшце 

Выводы 

Под оценкой на структуре 8 понимается вещественная функция г^(х), определенная 
па XV, которая удовлетворяет условиям (Л/Т) и (М2). Структуру 8 с оценкой г'(х) мы на­
зываем метрической структурой и обозначим 8(г). Соответствующая метрика (х,у) 
определена равенством (1). Множество всех элементов структуры /V (метрического 
пространства М) обозначим | # | (|Д/|). Пусть дано метрическое пространство Д/\. 
В. Гливепко (см. [3], [4]) исследовал вопрос, когда существует метрическая струк­
тура 8(г>), удовлетворяющая уравнениям (2), с предположением, что г(х) ^ 0 для каж­
дого х€8. Более обще, без предположения г^(х) ^ 0 , исследовал этот вопрос Л. М. Коли 
в работе [2]. Он нашел необходимое условно, которому должно удовлетворять метри­
ческое пространство Д/1? для того, чтобы существовала структура 8^), исполняющая 
уравнения (2). Далее, предполагая что Мг удовлетворяет необходимому условию, 
он дает конструкцию структуры 8(т>)% которая удовлетворяет уравнениям (2). В по­
следнем параграфе цитированной работы Коли замечает, что метрическое простран­
ство М1 не определяет однозначно соответствующую структуру 8(1)) и ставит вопрос, 
в какой степени метрическое пространство Мг определяет структурные свойства всех 
структур 8(и), для которых имеют место уравнения (2). 

В пашей заметке этот вопрос решается следующим способом: доказывается, что 
метрическое пространство Мх определяет соответствующую структуру #(г) однозначно 
исключая только дуальность некоторого прямого сомножителя. Более подробно: 

Пусть Мх удовлетворяет упомянутому необходимому условию, пусть 8(ъ?) — струк­
тура, построенная с помощью конструкции Ксли, пусть 9Л—множество всех структур, 
для которых имеют место уравнения (2). 

Необходимое и достаточное условие для того, чтобы структура .V, была элементом 
множества 9Л, следующее: | 8' \ — - \8\ и существуют структуры Л, В такие, что $ ~ 
~ Л X В, 8~Л X В, где Л — структура, дуальпая^к структуре Л. (При этом от­
ображение множества | /V | на множество | А X В | — | А X В | в рассматриваемых изо­
морфизмах то же самое). 
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