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O ISTYCH ROZKILADOCH GRAFU

ANTON KOTZIG, Bratislava

1. Zakladné pojmy a definicie

Nech G je koneéna mnozina prvkov. Priradme kazdému prvku « € @ prave
jedno z tisel 0,1. Cislu o(a)(= 0,1) priradenému prvku « hovorime rozmer
prokw a. Prvkom rozmeru ¢ budeme hovorit uzol, prvkom rozmeru 1 Arana.

Nech je dané zobrazenie ¢ mnoziny vsetkych dvojic prvkov rézneho roz-
meru z ( do mnoziny &isel {0,1}, ktoré ma tieto vlastnosti:

1. ¢(a, b) = @(b, a) pre kazdu dvojicu prvkov roézneho rozmeru z @,

2. ak A je Iubovolna hrana z G, potom existuju prave dva uzly wu, 4 u,,
o ktorych plati:

oh, uy) = @b, u,) = 1.

O prvkoch dvojice pozostavajicej z uzlu » a hrany A hovorime, Ze st tnct-
dentné prave vtedy, ked plati ¢p(u, h) = 1.

Koneé¢nej mnozine prvkov ¢, pre ktoru je dany rozklad na mnozinu uzlov U
a mnozinu hran H(@ = U + H) a pre ktord je dané zobrazenie ¢ o vlast-
nostiach 1, 2, hovorime koneénij graf, alebo — vzhladom na to, Ze v nasej praci
nepojednavame o takych grafoch, ktoré by neboli koneé¢né — prosto graf.

Nech ¢ = U + H jeIubovolny graf. O uzle u grafu ¥ hovorime, Ze je n-tého
stupiie v (, ak je incidentny prave s » hranami grafu G.

Mnozine ¢ = U’ + H’, pre ktora je dané zobrazenie ¢’ o vlastnostiach 1, 2,
hovorime ¢iastoény graf grafu ¢ = U + H, ak (' je grafom a plati:

a) U'cU, H'CH,

b) o hrane h € H' a uzle w € U’ plati ¢'(h, u) = 1 prave vtedy, ked &, u st
incidentné v grafe (7.

Postupnosti prvkov grafu -

P o=y, hyygy g, byygse ooy By U

hovorime tah v grafe (, ak plati:
x) n = 2,

p) u,stuzly ah;,,; (1 =1,2,...,n)sd hrany grafu G,
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) hrana h;,;; je incidentnd s uzlami w, = %4y (0= 1,2,..., 0 — 1),

0) Tubovolna hrana grafu G sa v postupnosti vyskytuje najviac raz.

Hovorime, Ze tah P v grafe @ je otvoreny, resp., Ze je uzavrety podla toho,
¢i je uy = u,, alebo je u,= u,.

Otvoreny tah P = w,, hy,,, ..., u,, v ktorom aj kazdy uzol grafu G sa vysky-
tuje najviac raz, nazyva sa cestou spojujicou uzly w,, u,. Uzavretému tahu P,
v ktorom u, = u,, ale pre vSetky ¢ =7 (kde ¢,7€{1,2,...,n — 1}) plati
;4 u;, hovorime kruZnica. Je zndme, Ze kazdy uzavrety tah, obsahujici
hranu A, obsahuje ako podmnozinu kruznicu, obsahujicu hranu 4.

O dvoch uzloch u,, u, grafu G hovorime, Ze sivisia, ak existuje cesta v G,
spojujuca tieto dva uzly. Okrem toho (ako definicia) plati, Ze kazdy uzol
savisi sdm so sebou. O grafe ¢ hovorime, Ze je suvisly, ak kazda dvojica uzlov
grafu G savisi.

Nech st dané grafy G, ¢, a nech U;, resp. H, je mnoZina uzlov, resp. hran
grafu G,(¢ = 1, 2). Budeme hovorit, ze graf ¢, vznikne z grafu G, zrusenim
hrany h € H,, ak plati:

«) Uy, = U,

B) Hy = H, — {h}

y) Tubovolna hrana A’ € H, je incidentna s tymi istymi uzlami v grafe G,
ako v grafe (/,.

Definujme si teraz pojem stupria sdvislosti medzi uzlami. Nech u, v st lubo-
volné dva uzly grafu ¢ = U + H, k prirodzené &islo.

1. Budeme hovorit, ze suvislost medzi uzlami », v v grafe G je stupiia k
vtedy, ked plati:

1. V grafe ( existuje taka mnozina hran H c H o k prvkoch, Ze zruSenim
vietkych hran tejto mnoziny vznikne z grafu ¢ isty graf G’, v ktorom uzly u, v
nesuvisia.

2. Ak v grafe G zrusime I'ubovolnych k-1 jeho hran, vznikne graf, v ktorom
uzly u, v stvisia.

Skutoénost, Ze stvislost medzi uzlami u, v v grafe G je stupna k, budeme
vyjadrovat takto:

oq(u, v) = k.

IT. Pretoze uzol u bude stvisiet sém so sebou, nech zrusime akykolvek
pocet hran gratu, budeme vidy klast:

og(u, ) = - oo.
III. Ak uzly u, v v grafe nesutvisia, kladieme:
gg(u, v) = 0.

Tym je funkcia o4(u, v) definovana pre kazda dvojicu u, v € U.
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2. O istej ekvivaleneii medzi uzlami grafu

Nech k je Tubovolné prirodzené ¢islo. Definujme si isty vztah medzi uzlami u, v
grafu (7 takto:

w (L) v, alebo u {f)wv,
podla toho, ¢i o,(u, v) = & alebo o,(a, v) < k.

Ukazme, Ze vztah medzi dvoma uzlami, pre ktory sme prijali oznadenie {£),
ma vlastnosti ekvivalencie. Plati vady « () w (reflexivnost). Priamo z definicie
je zrejmé, ze ak plati w(’ )y, plati aj v(% ) (symetriénost). Dokdzme napokon,
ze vztah (%) je tranzitivny:

Nech u, v, iw s Tubovolné tri uzly grafu ¢/, & dané prirodzené ¢&islo a nech
plati: w(£)v, v(“ ). Ak zrusime v ¢ Tubovolnych k—1 hran, vznikne graf ¢,
v ktorom bude stvisiet uzol « s uzlom v a tiez uzol v s uzlom w. Potom viak
stvisia v grafe (/" aj uzly w a w, teda plati «(f )w, CiZe vztah (1) je aj tranzi-
tivny.

3. Rozklady U™ mnoZiny uzlov grafu

Dokazali sme, Ze vztah medzi dvoma uzlami grafu, pre ktory sme prijali
oznalenie (£), ma vietky vlastnosti ekvivalencie. Mozno preto jednoznacne
rozdelit mnozinu uzlov U grafu (7 na triedy ekvivalentnych prvkov U,
UW, oo, UYL Pre oznacenie rozkladu mnoziny uzlov {7 na triedy ekviva-
lentnych prvkov (pri pevne zvolenom prirodzenom éisle k) pouzijeme znak U®.

O rozkladoch U® plati tato veta:

Veta 1. Nech ¢ < k st dve privodzeené ¢isla, potom plaii: rozklad U™ je zjeinne-
nim rozkladu U®.

Dékaz: Priamo z definicie symbolu (£) vyplyva, ze ak ¢ << k st prirodzené

~

¢isla a plati o,(u, v) = k, plati aj o,(u, v) = 4, t. j. ak plati w(£)v, plati aj
u(Z)v. Preto ak dva uzly w, v st uzlami tej istej mnoziny rozkladu U®, s
tiez uzlami tej istej mnoziny rozkladu U ¢ize rozklad U® je zjemnenim

rozkladu U, ¢o boio treba dokdazaf.

% Mneziny hran f1(7, i 4+ 1) a niektoré ich vlastnosti

Nech i je prirodzené ¢islo. Oznaéme znakom I (7,2 - 1) mnozinu vietkych
takych hran grafu (7, pri ktorych o dvojici uzlov, s ktorymi je hrana incidentna,
plati:

1. uzly patria k dvom réznym mnozinam rozkladu (7¢0,

2. uzly patria do tej istej mnoziny rozkladu U®.

O niektoryceh vlastnostiach mnozin hran 7/(z, ¢ 4- 1) hovoria nasledujice
vety:

Veta 2. Nech 4, j st lubovolné dve prirodzené Eisla (i + 7)), potom mnofiny
H(i, ¢+ 1), H(j,j + 1) nemajic spoloéného proku.
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Dékaz: Nech napriklad i< j. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, #e
existuje hrana A incidentnd s uzlami u, v, ktora je spoloénym prvkom mnozin
H(i,1+ 1), H(j,j + 1), t. j. uzly w, v patria do dvoch rdéznych mnozin roz-
kladu UV a patria do tej istej mnoziny rozkladu UY. To je vSak spor, lebo
je bud ¢ 4 1 =7 a potom U“'V = U", alebo je ¢« 4+ 1 < j a podla vety 1
rozklad UY je zjemnenim rozkladu U¢“"?. Preto mnoziny H(s, 1 4+ 1), H(j, 7 +
+ 1) nemé6zu mat spoloény prvok. Ak § >4, potom obdobny postup vedie
k tomu istému zaveru.

Veta 3. Hrana b je prokom mnoZiny H(i, © 1) viedy a len vtedy, ked o uzloch u,
v, s ktoryme je hrana h incidentna, plati o,(w, v) = <.

Rokaz: L. Dokidzeme toto: ak je h € H(i, 1 4 1), potom plati o,(u, v) = 4.
7 definicie mnoziny H(¢, ¢ -+ 1) vyplyva, Ze u, v patria do tej istej mnoziny
rozkladu U a patrin do dvech roéznych mnozin rozkladu U™, Je teda

w( L), avak neplati w(".)v iZe a,(u, v) = 1; o4(u, v) < ¢ + 1, z éoho vyplyva
og(u, v) = 1.

11. Dokdzeme teraz, ze zo vztahu o,(u, v) =1 vyplyva &€ H(v,1 4 1).
Pedia predpokladu plati w(<)v, neplati viak w(')v. Cize uzly u, v patria do
tej istej mnoziny rozkladu U® a patria do dvoceh réznych mnozin rozkladu U“+0,
preto h € H(3, ¢ + 1).

Veta 4. MnoZina H(L, 2) je mnoZina prdve tych hrdn grafu G, ktoré nie si hra-
nwint Zeadnej kruznice v G.

Dokaz: A. Nech hrana % (incidentng s uzlami u, v) je l'ubovolna taka hrana
grafu ¢, ktora sa nevyskytuje v Ziadnej kruznici v /. Uzly u, v patria do tej
istej mnoziny rozkladu U®, pretoze je potrebné zrusit najmenej jednu hranu
(hranu %), aby vznikol graf, v ktorom by uzly «, v nestiviseli. Nech zrusenim
hrany A vznikne z grafu (7 graf . Ukdzme, Ze v grafe (/' uzly u, v nestvisia.
Ak by totiz existovala v G’ cesta spojujuca uzly u, v, potom by hrany tejto
cesty spolu s hranou A tvouili v grafe (¢ kruznicu. To je spor s predpokladom,
¢ize uzly w, v v ' nesavisia, preto plati o,(u, v) = 1 a podla vety 3 potom
plati h € I1(1, 2).

B. Nech £ je I'ubovolnd hrana mnoziny H(1, 2). Podla vety 3 o uzloch u, v
incidentnych s touto hranou plati:

o4(u, v) = 1.

Staci preto zrusit jedint hranu, a to zrejme hranu A, aby vznikol graf ¢,
v ktorom uzly u, v nestvisia. Preto hrana A nie je hranou ziadnej kruznice
v grafe G.

Teda mnozina H(1, 2) je mnozinou prave tych hran grafu, ktoré sa nevysky-
(uja v ziadnej kruznici grafu, éo bolo treba dokizat.

Medzi hranami grafu zavedme tato relaciu: hrana %, je v relacii s hranou A,
(pisané: hy ~ h,) ak hy splyva s k,, alebo ak kazda kruznica v grafe ¢/, ktora
obsahuje hranu A, obsahuje tiez hranu A,. Je zrejmé, Ze tito relacia je refle-
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xivna a tranzitivna. Ze je tieZ symetrickd, vyplyva z tohto: Nech &, ~ h,;
hy == h, (pre hy = h,je zrejme h, ~ h;). Predpokladajme, Ze existuje kruznica K,
v @, ktora obsahuje h,, avsak neobsahuje h,. Pretoze je h, ~ h,, existuje aspon
jedna kruznica K, v (f taka, ktora obsahuje k; a teda tiez h,. Kompozicia K,
kruznic K, a K, (t. j. mnozina v8etkych hran, ktoré sa vyskytuja prave v jed-
nej z kruznic K, K, a mnozina uzlov, s ktorymi st tieto hrany incidentné)
obsahuje hranu #,, avSak neobsahuje hranu A,. K; viak obsahuje kruznicu K
ako podmnozinu, ktora obsahuje kh, a neobsahuje h,. To je spor. Teda je aj
hy ~ hy a relacia ~ je relaciou ekvivalencie. Vsetky hrany grafu (f sa rozpadaju

do tried 7'\, T,, ..., T, ekvivalentnych prvkov.
Plati tato veta:
Veta 5. MnoZina H(2, 3) je sitétom tych tried T (i = 1, 2, ..., p), ktoré obsa-

huji najmenej dve hrany.

Doékaz: 1. Nech T, = {h,h,, ..., R} je lubovolna taka trieda, kde
n > 1 a u, v uzly, s ktorymi je incidentna hrana A,. Kazda cesta v grafe G,
ktora spojuje uzly «, v a neobsahuje hranu £, obsahuje vsetky ostatné hrany
triedy /';, (lebo kazda takato cesta spolu s hranou #, tvori kruznicu, ktora
obsahuje hranu &, a teda aj vSetky hrany triedy 7). Ak teda zrusime v grafe ¢/
hranu £, a este jednu I'ubovolnu dalsiu hranu z 7';, vznikne graf G’, v ktorom
uzly «, v nebudua suvisiet. Plati teda:

oy(u, v) = 2

a podla vety 3 teda plati: 2, € H(2, 3). Z obdobunych Gvah o ostatnych hra-
nach triedy 7'; vyplyva: 7', c H(2, 3).

II. Nech & je l'ubovolna hrana mnoziny H(2, 3); u, v nech st uzly, s ktorymi
je h incidentna. Podla vety 3 je o,(u, v) = 2. Teda existuju také dve hrany
hy =F hy, zrugenim ktorych vznikne z grafu ¢ graf ¢"', v ktorom uzly u, v ne-
suvisia. Jedna z hran h,, h, splyva s hranou A (indé¢ by uzly u, v v grafe ¢’
stuviseli). Nech je teda napr. # = &,. Ozna¢me znakom G’ graf, ktory vznikne
z ( zrugenim hrany k. Cesta spojujtca uzly u, v v grafe (' existuje a nevyhnutne
obsahuje hranu #4,. Teda v (' existuje asponn jedna kruznica, obsahujica
hranu #,. Podla predoslého kazda takato kruznica, obsahujica hranu A,
obsahuje aj hranu ,. Cize b, ~ h, a teda trieda 7T';, v ktorej je hrana h € H(2, 3),
obsahuje najmenej dva prvky. (Obdobne ak h = &,).

Cize H(2, 3) obsahuje vsetky hrany takych tried 7';, ktoré obsahuji najme-
nej dve hrany a H(2, 3) obsahuje len takéto hrany, ¢o bolo treba dokazat.

5. Rozklad pravidelného grafu na linearne faktory a mnozZiny H(¢,i -+ 1)
Pod pravidelnym grafom m-tého stupiia rozumieme taky graf, pri ktorom

kazdy uzol je m-tého stupnia. Je zndme, Ze pravidelny graf n-tého stupna
0 m uzloch ma 1/, mn hran.
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Ciastodny graf " grafu G nazyvame faktorom k-tého stuptha grafu G, ak kazdy
uzol grafu (@ je incidentny prave s k£ hranami grafu @’. Faktor grafu je teda
pravidelnym grafom.

Je zndme, ze ak (' = U’ 4+ H' je faktorom k-tého stupna pravidelného
grafu n-tého stupia ¢ = U + H (k < n), potom graf @' = U"” + H" (kde
U = U=U', H' == H — H') je faktorom (n — k)-tého stupna grafu G.

Ak kazdd hrana grafu ¢ je hranou prave jedného faktora systému R ==
= |G,.{,, ..., G}, hovorime, ze R je rozklad grafu G na faktory. Kompozicia
dvoch faktorov G,, G,(i 4 7; 4,5 = 1,2, ..., m) systému je faktor grafu, pri-
¢om ak G, je faktorom p-tého stupna, ¢, faktorom g-tého stupiia, potom ich
kompozicia je faktorom (p -} g)-tého stupiia.

Platia tieto vety:

Veta 6. Nech v pravidelnom grafe m-tého stupiia G existuje rozklad R =
={L,, L,, ..., L) na n faktorov prvého stupfia (n > 1), potom mnofina
H(1,2) je prazdna.

Doékaz: Predpokladajme. Ze mnozina H(1,2) nie je prazdna. Nech 2 € H(1, 2)
a nech k je hranou faktora L,. Pretoie n > 1, existuje okrem L, eSte aspon
jeden faktor prvého stupha L; € R. Kompozicia faktorov L,, L; je faktorom
druhého stupnia grafu . Je zname, ze faktor druhého stupnia je systém kruz-
nic. Teda A je hranou jednej z kruZnic kompozicie L, L;. To je spor, lebo mno-
zina H(1, 2) podla vety 4 je mnozinou tych hrdn grafu, ktoré nie st hranou
ziadnej kruznice. Teda H(l1, 2) je prazdna mnozZina, ¢o bolo treba dokézat.

Veta 7. Nech v pravidelnom grafe n-tého stupiia existuje rozklad R = {L,,
Ly, ..., L) nan faktorov prvého stupiia (n > 2) a nech T, H(2, 3) je lubovolnd
z tried ekvivalentnych hrdn, potom plati: vetky hrany triedy T'; si hranami toho
wtého faktora rozkladu R.

Dokaz: Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, ze existuji v triede 7';
hrany h, = h, také, ze hy € L,, h, € I,, kde a,= b; a,b € (1,2, ..., n}. Pretoze
podla predpokladu n > 2 existuje v R faktor L., kde a =% ¢ == b. Kompozicia
faktorov L,, L, je faktor druhého stupiia, teda systém kruznic. Nech K je ta
kruznica kompozicie L, . L,, ktora obsahuje hranu #,. Tato kruznica neobsa-
huje v8ak hranu %, (Iebo je h, € L, a kazd4a hrana grafu je hranou prave jedného
faktora rozkladu R). To je spor, lebo podla predpokladu je A, ~ h,. Cize ne-
existujt dve hrany v 7';, ktoré by patrili k réznym faktorom rozkladu R, &o
bolo treba dokazat.

Veta 8. Nech G = U + H je pravidelny sdvisly graf n-tého stupiia, kde n je
pdrne étslo, potom o ludovolniych dvoch wzloch grafu plati: o,(u, v) = 0 (mod 2).

Do6kaz: Nech w = v st Iubovolné dva uzly grafu G a nech plati:

ago(u, v) =k

Pretoze @ je suvisly graf, je zrejme mnozina U jedinou triedou rozkladu UW
a je zrejme k > 0. Existuje teda mnozina hran H* o k hranach taka, 7e zru-
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Senim vietkych hrén tejto mnoziny vznikne z grafu (f graf @, v ktorom uzly u, v
nestvisia; zatial o zruSenim lubovolnych (k—1) hrin tejto mnoziny vznikol
by opit graf stvisly. Rozklad U® v grafe G obsahuje teda prave dve mnoziny;
oznaéme ich U,, U,, pritom nech u € U,, v € U,. Je zrejmé, #e kazda z hran
mno%iny H* je incidentnd s jednym uzlom mnoziny U, a s jednym uzlom
mnoziny U,. Nech poéet uzlov mnoziny U, (resp. U,) je m, (resp. m,). Spodi-
tajme, kolko je takych hran v mnozine H—H*, ktoré st incidentné s uzlami
mnoziny U,. Oznaéme znakom s(u) stupeii uzla u v grafe G.
Plati:
Z s(u) = mm — k.
uel,

Cislo mn udava totiz sﬁéet:stupﬁov pri uzloch mnoziny U,, pred zrugenim
hran mnoziny H*, tento su¢et bude v grafe (¢ zrejme mensi prave o k. Uvazme,
ze kazdd hrana v sacte stupniov je pocitand dvakrat, pretoze kazdd hrana,
ktora je incidentnd s jednym uzlom mnoziny U,, je incidentn4 e$te s jednym
uzlom mnoziny U,; preto je:

mm — k = 0 (mod 2)
a pretoze je podla predpokladu n = 0 (mod 2) je tiez k£ = 0 (mod 2), ¢o bolo
treba dokazat.

Priamym désledkom vety 3 a vety 8 je veta 9:

Veta 9. Nech G je pravidelny siuvisly graf pdrneho stupia, potom pre vdetky
prirodzené Cisla § platt: H(2i — 1, 20) = 0.

Dokaz: Nech % je l'ubovolna hrana grafu ¢ a nech » = v s uzly incidentné
s touto hranou. Podla vety 8 plati o,(u, v) = 2p (kde p je prirodzené ¢islo)
a podla vety 3 z toho vyplyva:

h€H2p, 2p + 1)

¢ize mnoziny H(2¢ — 1, 2¢) st nevyhnutne prazdne pre vSetky ¢ =1, 2, ...,
¢o bolo treba dokazat.

Veta 10. Nech G je pravidelny sivisly graf n-tého stupria, v ktorom existuje
rozklad R = (L,, L,, ..., L)} na faktory prvého stuptia a nech {U,, U, je
Tubovolnij rozklad mnoZiny uzlov grafu na dve mnoZiny. Dalej nech H* je mnoZina
tych hran grafu G, ktoré si incidentné prave s jedniym uzlom mnofiny U, = {u,,

Uy, ..., U, al, nech je polet hran mnoZiny H*, ktoré si hranami faktora L.(i =
= 1,2, ..., n). Potom plati:
I, =1, = ... =1, (mod 2).

Doé6kaz: Znakom H(u;) ozna¢me mnoZzinu hrian incidentnych s uzlom u,(i =
= 1,2, ..., m). Kompoziciou vSetkych mnozin H(u,), kde u, € U, (pricom pod
kompoziciou budeme rozumiet opat mnozinu tych prvkov, ktoré sa v mnozi-
nach H(w,), H(u,), ..., H(u,) vyskytuji neparny podet krat) je prave mno-

#ina H*. Kazda z mnozin H(u;) obsahuje po jednej hrane z kazdého faktora
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L = 1,2, ..., n). Teda hrany lubovolného faktora sa v mnozinach H(u,) (+ =
=1, 2, ..., m) vyskytuja spolu m-krat. Niektoré z hran faktora L, mdzu sa
v tychto mnoZinach vyskytovat dvakrat. Tieto hrany nebuda sa vyskytovat
v kompozicii H*, preto plati: )

l; = m (mod 2).

To vSak plati pre vSetky j = 1,2, ..., m
¢ize je: l, = l, = ... = [, = m (mod 2),
¢o bolo treba dokazat.

Veta 11. Nech G je pravidelny suvisly graf n-tého stupiia, kde n = 1 (mod 2),
v ktorom existuje rozklad R = {L,, L,, ..., L,} na faktory prvého stupiia, potom
o tubovolnyjch dvoch wuzloch w==v grafu bud plati o,(u, v) == 0 (mod 2) alebo
o,(u, v) = n.

Dokaz: Nech w4 v st lubovolné dva uzly grafu ¢ a nech

ag(u, v) = k.

Vzhladom na to, Ze (7 je pravidelny graf n-tého stupiia, nemoéze byt &k >n
(stadi totiz zrusit napr. vSetky hrany incidentné s uzlom w — takychto hran
je spolu n — a v takto vzniknutom grafe u nestvisi so ziadnym uzlom).

Predpokladajme proti tvrdeniu vety, Ze k je ¢islo neparne a mensie ako n.
Existuje teda mnozina hran H* o k prvkoch taka, Ze zruSenim hran tejto
mnoziny vznikne z grafu ¢ graf ', v ktorom uzly w, v nesavisia. Nech U, =
== (U, Uy, - .., U, je mnozina vSetkych tych uzlov, s ktorymi uzol « sGvisi
v grafe (' a nech U, je mnozina vietkych ostatnych uzlov grafu. Je w € U,,
v € U,. Pretoze zrusenim lubovolnych k—1 hran z mnoziny H* vznikne
graf, v ktorom uzly u, v stvisia, je nevyhnutne H* prave mnozinou vietkych
tych hran, ktoré s incidentné s jednym uzlom mnoziny U, a s jednym uzlom
mnoziny U,. Teda o podte [, hrain v mnozine H*, ktoré si hranami faktora L,
plati podla vety 10:

l, =1, = ... =1, (mod2).

Pretoze podla predpokladu je k << n, musi existovat aspon jeden index (¢ =
= 1,2, ... n) taky, ze [, = 0. To vsak znamena, ze vietky ¢isla [; si parne
n
a teda ich sttet Zl" = k je éislo parne. To je spor. Plati preto: bud & = 0 (mod2)
i=1
alebo je k = n, ¢o bolo treba dokazat.
Priamym dosledkom viet 3, 9 a 11 je veta 12.
Veta 12. Nech G je pravidelny siuvisly graf n-tého stuphia, v ktorom existuje
rozklad R = {L,, Ly, ..., L,} na linedrne faktory, potom lubovolnd hrana grafu

je bud hranow mnoZiny H(n, n+1), alebo je hranow niektorej = mnoZin H(2¢,
2i4+1), kde i = 1,2 .... :

Doslo 17. TV. 1954,
v zmenenom zneni 11. 111. 1955.
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