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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VIIl CIsLO 1

POZNAMKA O SEMIHOMOMORFISMECH
ALTERNATIVNICH OKRUHU

VACLAV HAVEL, Brno

.. K. Hua dokéazal, Ze pro asociativni okruhy je pojem semihomomorfismu
rovinocenny s pojmem homomorfismu primého anebo neptimého ([2], véta 1).
L. A. Skornjakov ukdzal na ptikladé, Ze pizdchozi ekvivalenci nelze prenést
na okruhy alternativni (viz [5]). Ukolem této poznimky je najit nutnoun
a postacujici podminku pro to, aby zminéncu ekvivalenci bylo mozno prenést
i pro okruhy alternativni. Takovato nutnd a postadujici podminka ma téz
geometricky smysl: Staudtova projektivita! moufangovské piimky o cha-
rakteristice =% 22 se samodruznym bodem nu ovym, jednotkovym a nevlastnim
je totiz rovnocennd se semiautomorfismern souradnicového alternativniho
télesa (viz [1], tvrzeni 3 & 4). A tedy zmin¢énd nutna a postaéujicipodminka
bude téz charakterisovat piipad, kdy popsanou Staudtovu projektivitu lze
vystihnout piimym anebo nepifimym automorfismem alternativniho télesa.
Autor dékuje srdeéné doecentu Dr. Jakabikovi za jeho cenné pripominky.

Alternativni okruh je mnozina s bindrnim seéitanim a nasobenim, jejiz
vSecky prvky tvori abelovskou grupu vaéi seéitani, pii ¢emz dale plati oba
distributivni zakony pro nasobeni nad seditanim a identické rovnice x?y =
= a(xy), xy* = (xy)y. Alternativni okruh 1azyva se alternativnim télesem,
kdyz existuje aspon jeden nenulovy prvek a kdyz ke kazdému nenulovému
prvku a a ke kazdému prvku b existuji jednoznaéné uréené prvky «, v, pro néz
ax = b = ya. Je-li o zobrazeni alternativniho okruhu A do alternativniho
okruhu B bez délitelt nuly, pak zkoumejme tyto podminky:

(@ - y)° = 2% + y° (2x)° = a°, (xy:)° = x°y°&" 3 pro vSechna x, ¥y € 4; (1)

(4 )" = a° 4 y°, (xy)° = x°y® pro vsechna x, y € A; (2a)
(v + ) = a° 4 y°, (xy)® = yz° pro viechna x,y € A4; (2b)
22y (xy)°?) = (x°y°) (xy)° pro vsechna x, y € 4. (3)

LT . oboustranné zobrazeni, reprodukujici harmonické étveriny bodu.

s o s e wo o, < . .y 'y . . cox

2. piimky, lezici v nékterdé roviné, v niz plati obeend mald véta Desarguesova
a v niz viecky aplné étyirohy maji nekolinedarni diagondlni vreholy.

3V alternativiim okruhu plati identita a (yx) == (xy) ; viz [4], formule (7) na str. 158,
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Tvrzeni. Podminka (1) je rovnocennd s (2a) anebo s (2b), pravé kdyz plati (3).

Dukaz. I. Necht plati (1) a (3). NavazZeme na postup, ktery pouzil pro
asociativni okruhy L. K. Hua v praci [2] pfi dikazu véty 1. Plati identita
(ab) ¢ + (¢b) a = a(bc) + c(ba) = (a + ¢) b(a + ¢) — aba — cbe.? Tedy podle
(1) jest

((ab) ¢ + (cb) a)® = (a"b°) c® + (c°b°) a’. (4)

Dale plati v,, = ((@b)° — a%°) ((ab)® — b°a°) = (ab)’(ab)’ + a’(b°b°) a® —
— ((a°b°) (ab)® + (ab)°(b°a’)).* Podle (4), kde ¢ = ab, podle (3) a dale podle (1)
jest v, , = ((ab)? 4+ ab®a — (ab)(ab) — (ab) (ba))’. a tedy podle poznamky * pod
¢arou jest v, , = 0. Ponévadz v B nejsou zadni délitelé nuly. jest

pro kazdé a. b € A budto (ab)® = a°h® anebo (ab)’ = b°a”. (5)

Necht nyni existuji takové prvky ¢, d € 4. pro néz (¢d)® = ¢°d° == d°c°. Pak
pro kazdé x € 4 plati (xd) = xd°. _

[Kdyby tomu totiz tak nebylo, pak by z (5) plynulo pro jisté x € A (xd)” -
= d°z° & x°d°. takie dle (5) a dle ¢d° == d°c® bylo by ¢’d® + d°a® == (cd)” +
+ (2d)’, coz by se dale rovnalo budto vyrazu (¢® 4+ 2°) d° anebo vyrazu
d°(c® + 2°). Prvni vysledek odporuje pak nerovnosti d°xz° == x°d°. druhy
vysledek predpokladu ¢°d® == dc°.]

Obdobné dokaze se platnost rovnice (cx)® = c’2° pro kazdé » € 4.

Necht nyni existuje v A dvojice prvki, splitujicich rovnici (xy) = a%y°
i dvojice prvki tuto rovnici nesplitujicich; posledni dva prvky oznaéme ¢, d.
Jest (cd)® = d“c° + c°d°. Obdobné jako v piedchozim vyplyva platnost rovnic
(xd) = doae. (cx)’ = x%° pro kazdé x € 4.

Pak V, , :q=a%° + acd® + ¢°b° + d°c® = ((a + ¢)(b + d))°. Dale jest budto
Vi = (@ + @) (b° + d°) anebo V, , 24 = (b° 4 d°) (a® + ¢).

Oboji vede ke sporu. Tedy z (1), (3) plyne budto (2a) anebo (2b).

Necht plati (1), nikoliv vSak (3). Pak existuji prvky a.be€ 4 tak, ze
(a”b°) (ab)° == a°(b°(ab)°), a tedy téz v, , = 0. Ponévadz v B neni délitelu nuly,
jest a°b® %= (ab)° == b°a°. Tedy neplati ani (2a), ani (2b).

II. Provedeme jeité jiny dukaz pifedloZeného tvrzeni, aviak pouze pro
alternativni télesa A, B a pro oboustranné zobrazeni ¢. Budeme apli-
kovat postup, ktery uzil G.Pickert v knize [4] pri dikazu véty 22 na
str. 121.

Nejprve poukazme na to, %e pro prvky a, b, ¢(¢c == 0) z alternativniho télesa

4 V alternativnim okruhu plati identita (xy)(yx) = wy?x; viz (4], formule (18) a (20)
na str. 160. — Plati-li pro prvky z, y, z alternativniho okruhu rovnice (xy)z = v(yz).
pak tyto prvky vytvofuji asociativni podokruh; viz [4], véta 5 na str. 161. Tedy z rov-
nice ao(bo(ab)o) = (asbo)(ab)o plyne té% rovnice ((ab)obo) ac = (ab)s (boas).
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plyne z rovnice (ab) ¢ = a(bc) téZ rovnice (2b) ¢! = a(bc™').> Pro kazdé ne-
nulové x € 4 plati rovnice
() = (@) (©)

[Nebot z rovnice (x + 4)° = ° + y° plyne pro = y = 0 téz 0° = 0. Dale
7 rovnice (zx)° = x°2° plyne pro x = 1 rovnize 1° = 1°1°, a tedy budto 1° = 0
ancbo 1° = 1. Protoze zobrazeni ¢ je oboustranné, jest 1° =1 a dile téz
% 4= O pro kazdé nenulové x € A. V rovnici (zyx)° = x°y°x° polozme x = 0.
y == x'; dostaneme a° = x°(x1)°x°, a tedy téz (xz1)° = (2°)77, jak bylo do-
kazat.]

V' rovnici a°2° = (xx)° nahradme x vyrazem x + y; po kratkém vypoctu
odvodime rovniei

(xy)® + (yx)° = x"y° + y°x® pro kazdé x, y € A. (7)

Podle rovnic (xyx)® = a°y°2°. (6), (xy)™ =y 'a1® jest pro nenulova
vy €A (o)t = (a(y(ey) ty)ae)® = x(y((xy)°) 'y°) 7 = (") ((xy)*) " (y"2°).7
Tedy podle (7) jest ay® + yoa® = (xy)” + (2°y°) (xy)°) 1) (y°x°), a tudiz
((ey)° — x°y°) ((x)*)((2y)® — y°x°) =: 0. Odtud vychdzi jako vysledek, ze
pro viecka nenulova x,y € A jest vidy budto (xy)’ = x°y°, anebo (xy)’ =
= y°x. Dalsi postup shoduje se jiz s postupem v &asti I. Vychazi opét, Ze plati
budto identita (xy)° = a°y° anebo identita (zy)°® = y°x°.

Necht nyni plati (1) a neplati (3). Tedy existuji prvky a,b € 4 tak, Ze
a(bo(ab)?) == (a°b°)(ab)°, a tedy téz podle poznamky ® pod éarou plati. polo-
zime-li d = ((ab)°)~1, nerovnost

a/(x(bad) :%: ((lﬂb”) d. (3)

Z (8) plyne dale (a°(b°d)) (b°a®) == ((a°0°) d) (b°a°) = f. Dale plati ¢
- (In(bndba) a’ — ((ao(bod) bo) a’ — (ao(bnd))(bna/o)’s takie

¢ (9)

Pro libovolné nenulové prvky a, y € A plyne z rovnice (7) postupem obdob-
nym k postupu za rovnici (7):

oy b ytat = (ay)” + wo(ye((xy)°) T y°) @ (10)

5 Plati-li v alternativnim télese pro prvky a, b, ¢ rovnice (ab) ¢ = a(bc), pak prvky «»
b. e vytvareji asociativni podtéleso. (Viz [3], odst. 4 na str. 428.)

5 Viz [3], formule (8a) na str. 418.

7 Zde uplatnime rovnost a(bc—1b) @ = (abc—1)(ba), kterd vyplyva z relaci (ab) ¢ = a(be),
¢ = 0; plati-li totizZ v alternativnim télesu (ab) ¢ = a(bc), pak prvky a, b, ¢ vytvateji
asociativni podtéleso. Viz [3], odst. 4 na str. 428 PoloZime a = x0, h = yo, ¢ = (xy)°.

8 Uzili jsme identit x(yzy) == (x(yz)) y, resp. ((xy)z) x = (xy)(zx); viz [4], formule
(18) — (20) na str. 160.



Z (9) a (10) plyne konedné 0 = —a’° — b°a” + (ab)® 4 ¢ 4= —a‘b” — b’ +
+ (ab)° + f = (((ab)° — a°b®) d)((ab)° — b°a’), a tedy (ab)® 4= a’b®, (ab)” == bu".
Dostavame hledany spor. Tvrzeni je dokizino, avSsak nyni pouze pro alter-
nativni télesa a pro oboustranné zobrazeni o.
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BAMETKA O NOJAYTOMOMOP® I3 MAN
ATTEPHATUBIBIN KOJET]

BATLTABR AR

Boiso;in

B 9100 3aMeTRe Heeae;yerest HeoOX0MMOe M JL0CTATOUHOC YCAOBHE L8 PABHOCIL TLHOCT
HOAYPOMONMOPQUBMA ¢ HPSIMBIN B HCHPSIMBIM FOMOMOPOUBMOM MCALLY JIBVMSL QU ITCPHATHB-
HOIMIT ROSTBIAME . THM YCAOBHOM SIBISICTC BHOSICHHE TOFKR1eCTBA @0 (bo (ab)o) = (aobs ) (ab)n
A BeeX «@, b3 0ToGPAKACMOro aATePHATHBIOO KOJALIA, 1J1¢ 6 HCCTC0BAHHOC 0TOGpa
wenne. s lokazaresibersa upuyenaerest mero;r Lo W Nvaon L Thokepra.

EINE BEMERKUNG
UBER DIE SEMI-HOMOMORPHISMEN
DER ALTERNATIVRINGE

VACLAY HAVEL

Zusammenfassung

In der Bemerkung handelt es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Gleichwertigkeit der Semi-Homomorphismen mit dirckten oder indirekten Homo-
morphismen zwischen nullteilerfreien Alternativringen. Die erwithnte Bedingung ist dic
Ldentitit ac(bo(ab)o) = (aobo)(ab)e (fur alle a, b aus dem abgebildeten Alternativring),
wobei ¢ die untersuchte Abbildung ist. Zum Beweis verwendet man die Methoden von
L. K. Hua und G. Pickert.
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