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T E N Z O R D E F O R M Á C I E P R I E S T O R U A ČASl 
POHYBOM 

J U L I U S K R E M P A S K V 

Yšetky fyzikálně skutočnosti nasvedčujú tomu, že vo všetkých iuerciálnyclt 
súradnicových sústavách sa světlo vo vakuu šíři vo všetkých smeroch kon-
štantnou rýchlosťou c. To je základný ])ostulát Einsteinové] špeciálnej teorie 
relativity, z ktorej vyplývá, že diferenciálna kvadratická forma 

d.r2 + d?/2 + áz2 — c2di2. (1) 

kde x, y. z sú ])ravouhlé priest ořové súradnice bodovej události a t obvyklým 
spósobom určovaný čas. vo všetkých inerciálnych súradnicových sústavách 
má rovnakú hodnotu. 

Priestorové súradnice ;i\ //, z<\ čas t představuji! súbor štyroch číselných úda-
jov, ktoré" jedno-jednoznačne vyjadrujú uloženie bodovej události v stvor-
rozmernom priestoročase. Tento štvorrozmerný ])riestoročas do fyziky za-
viedol M i n k o w s k i tým, že formu (1), invariantnii vzhladom na transfor-
máciu súradníc. zodpovedajúcu přechodu od jednej inerciálně] súradnicovej 
sústavy k druhej. prehlásil za vyjadrenie druhej mocniny diferenciálu oblúka 
čiary v priestoročase. 

Z geometrie abstraktného štvorrozmerného lineárneho priestoru vieme. že 
druhá mocnina diferenciálu oblúka čiary v tomto priestore je daná výrazom: 

ds'2 = g^áxnix-K (2) 

kde glk = i\ . vk sú fundamentálně metrické veličiny a xt (i = 1. 2. 3. 4) sú­
radnice bodu. vzťahujúce sa na štyri od seba lineárně nezávislé základné 
vektory i\. e2. e;J. e4. Porovnáním výrazov (1) a (2) zistíme. že premenné vystu-
pujúee vo výraze (1) sú súradnice vzťahujúce sa na základné vektory, ktoré 
splňuj ú rovnice 

<-i • ex - gn = 1 
e2 . e2 = g2, = l 
<\i • <*:, = ÍJ33 = l <\ • ?k = 01/, = °- Í = k, 

<*4 ' *4 = 044 = - <? 

a polohový vektor svetobodu je: 

r = XÍ\ + ?ye2 + ^e;5 + íe 4 . 
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Vektory e x . <\. e;i a e 4 sú teda vzájomne na seba kolmé a vektory Oj, e 2 a e : í, 
ktoré ďalej budeme písať pomocou obvyklých symbolov i, j a k. sú okrem 
toho jednotkové. 

Zaveďme vektor 1 = -— . Potom bude e. = ic\ a 1.1—1. Vektor 1 ie teda 
ic 4 J 

tiež jednotkový a polohový vektor svetobodu, vyjádřený pomocou ortogonál-
neho systému jednotkových vektorov i, j , k a I, je: 

r = xi + y\ + zk + ictl. (3) 

Z invariantnosti intervalu (1) možno odvodit transformačně Lorentzové 
vzorce, podlá ktorých sa transformuji! súradnice svetobodu x, y, z a t, vzťahu-
júce sa na inerciálnu sústavu S, na súradnice x\ y', z', a ť toho istého sveto­
bodu. vztahujúce sa na inerciálny systém S', ktorý sa vzhladom na systém S 
pohybuje konstantnou rýchlosťou v. Pri odvodzovaní týchto vzorcov móžeme 
postu])ovať buď zložkovou metodou, ako to nachádzame v běžných nčebni-
ciach teoretickej fyziky alebo metodou vektorového a tenzorového počtu. 
Pri odvodzovaní Lorentzových vzorcov prvým spósobom třeba si zvoliť ])evnú 
súradnicovú sústavu S a inú ASY/, pohybujúcu sa vzhladom na prvú rýchlosťou v 
a stanovit vzájomný vztah oboch (napr. „stotožniť,, osi X a X'). Nezávisle 
od týchto volieb je možné metodou vektorového a tenzorového počtu odvodit 
všeobecné platné transformačně vzorce, z ktorých Lorentzové transformácie 
vyplývá jú ako špeciálny případ. Přitom aj hoci vztahy odvodené použitím 
vektorového a tenzorového počtu sú všeobecnejšieho charakteru, příslušný 
matematický aparát je omnoho stručnější a spósob odvodzovania názornější, 
ako je to ])ii používaní zložkového počítania. 

I. Po m o c n é v z t a h y 
Podlá toho. či sa opierame o súradnicovú sústavu S alebo Sř. polohový 

Štvorvektor tej istej bodovéj události je: 

r* = xi + y\ + zk + ictl 

alebo r* = xT + y'\' + zk! + ictT. 

Je však možné polohový štvorvektor rozložit len na dve zložky. ])riestorovú 
a časovú. ak označíme: 

r = xi + y\ + zk, t = ictl 

a analogicky pre čiarkovaný systém. Potom je: 

r* = r + t 

alebo r* = r' + ť . 

Ak 1 je trojrozměrný tenzor identity, t. j . I = U 4- jj + k k r a h k o s a m ó _ 
žeme ])resvedčiť o správnosti vzťahov 

r* . I = r r* . 11 = t 
r* . i ' = rr r* . 1T = ť . 

(*a,b) 
(бa,b) 
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Řtvorroz měrný tenzor 
I* -=- ii + jj + kk + II 

je zrejme tenzor identity v Minkowského priestoročase. 
2. T e n z o r d e f o r m á c i e p r i e s t o r u a č a s u 
Majme na mysli už spommané [libovolné inerciálně súradnicové sústavy >s' 

a S\ ktoré sa nachádzajú vo vzájonmom rovnomernom priamočiarom pohybe. 
Rychlost systému S' vzhladom na S nech je v a v čase t = ť = 0 nech počiatky 
obidvoch sústav splývajú. Potom je: 

r = vl. je r' = 0. í+) 

Táto podmienka stačí k odvodeniu vzťahov meclzi priestorovými a časovými 
súradnicami polohového vektora lubovolnej bodovej události v obidvoch 
týchto sustavách. 

Rovnice (4a) a (5a) možno písať v tvare: 

r* . (I* - 11) - r, 
r* . (I* - 11') = r\ 

Odčítáním rovnice ])rvej od rovnice druhej dostáváme: 

r' = r — r* . (1T - 11) -== r + r* . (II - 11). (7a) 

Podobné pre vektory t a ť z rovnic (4b) a (5b) dostáváme: 

ť = I + r* . (IT - II) = t - r* . (11 - 1T). (7b) 

Z podmienky (6) a z rovnice (7a) však vyplývá: 

0 = xt - (vt + ictl) . (IT - II), 
v + icl = (v + tel) . 1T. 

Z poslednej rovnice bez})rostredne vyplývá, že I' je vektor s vektorom v + ic\ 
rovnoběžný. Možno preto písať: 

V = /(v + tel). 

Kedže okrem toho vektor I' splňa rovnicu 1' . T =- 1, máme: 

/2(n2 — c2) = 1, 
t - j . 

Á~~ ± YČ*^& ' 
Teda je: 

]C 2 ~ v2 IC w _ v-

Znamienka — alebo — závisia len od toho, či chceme počítať čas v obidvoch 
sústavách súhlasne alebo opačné. 
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Svmetrickv tenzor 
D* = II - 1T. 

vystupuj úci vo vzorcoch (7a) a (7b), móženie písať: 

D* ----- II + +: (vv + ic\\ + icU - cm) - ^ \ic(\\ + Iv) + (vv - v2ll)]. (9a) 

alebo vo vyjádření pomocou súradníc 

w 
vxi\ + vxvy\\ + vxv7\k + icvxú + 

vyvx\i + v*\\ + vyvz\k + icvy\l -
E2vv.ki + v.zvyk} + vfkk + icvzk\ ^~ 

vHl + icvx\\ + icvr\í + icvz\k 

Rovnice (7a) a (7b) tiež sú: 

i' ^: 1 - Г* . I)*. 

Symetrický tvar majú aj rovnice pre opaenú tťansformáciu 

,. =,.' __ ,.*. n* 
i = c + r*. n*. 

(9b) 

(LOa) 
(Юb) 

(11a) 

( l lb) 

.'». A n a l ó g i a s d e f o r m á c i o u p e v n é h o t ě l e s a 
Nech dr je polohový vektor bodu nedeformovaného tělesa vzhladom na bod 

jemu blízky a dr' polohový vektor toho istého bodu po homogenněj deformácii 
tělesa. Potom, ako je známe, vzťah oboch je správné vyjádřený rovnicou 

dr' --=•• dr + dr . D. 

kde D je tenzor deformácie pevného tělesa. 
Diferencováním rovnice (7a). v ktorej D* je konstantný tenzor, dostáváme 

(j)ťe dt - 0): 
dr' = dr + (Ir . D*. 

,Je zřejmá ú])lná analógia týchto rovnic s ťovnicou pre homogémiu deformáciu 
j)evného tělesa. Právom možno teda nazvat D* tenzorom deformácie priestoru 
a vzhladom na rovnicu (7b) aj casv pohybom. 

4. D i l a t á c i a času a d í ž k o v á k o n t r a k c i a 
Uvažujme casovú odlahlosť dvocli svetobodov v tom istom bode priestoru 

/N". Pre pozorovatela v &' bude ona /\ ť = ť2 — t[, pre pozorovatela v sústave 
N J - I, - - t1. 

Podfa ťovnice (11b) je: 

ictx\ = ict[V + (ť + ict[V) . D*, 
ictji = icKV + (ť + icťzV) . I )* , 
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teda 

.A li = A ťV = AJT . D* = A í T + £t'V . (11 - V V) - \ť(] . V) 1 = rT-/'| 

alebo. ak tuto rovnicu skalárně znásobíme vektorom I. 

At = PAť, 
t, j . 

Ať - 4 * < Af. (12a) 

Je to známy vzťah, ktorý vyjadřuje, že čas v pohybujúeej sa sústave pivnic 
])omalšie ako v nehybnéj. 

Podobné móžeme postupovat aj pri odvodzovaní vzťahu pre změnu dížok. 
Z rovnice (10a) ])re priestorovú odlahlosť dvoch svetobodov o tej istej ěasovej 
súradnici v priestore 8 vyplývá: 

Ar' = Ar + Ar . D* = Ar + -, , ( '• r . vv -A ic ' r . vl). 
ťA — v-

Vidíme, že změna dížky nastává len v případe, ak ona nie je kolmá na vektor 
rychlosti v . V případe, že celá spadá do směru rychlosti pohybuj úcej sa 
sústavy, posledná rovnica přejde na tvar: 

teda 

t . j . 

alebo 

Ať = ß* j Д p - - ĄГVІ). 

(Лr'f = /?* ( Д r ) « - - ~ ( Л r ) í 

Лr' = ßЛr 

Č2(A>*)2, 

Ar =-- =• Ar' < AI*\ (12b) 

P 

Posledná rovnica je vyjádřením známého vzťahu o skracovaní dlžok pohybom. 

5. O d v o d e n i e L o r e n t z o v ý c h t r a n s f o r m á c i í 
Známe Lorentzové vzorce, spomínané v úvode článku, sii odvodené za týchto 

predpoklado v: 
1. Směr osi X súradnicovej sústavy 8 je totožný so smerom rychlosti pohy-

bujúcej sa sústavy S'. 
2. Súradnicová sústava 8' je volená tak, aby osi Y\ resp. Z\ boli rovnoběžné 

a súhlasne orientované s osami Y, resp. Z, sústavy 8. 
Podlá prvého předpokladu možno pre rýchlosť v písat v = vi. Kedze súrad-

nice x, y, z, t, resp. x', y', z', ť představuji! ortogonálně súradnice svetobodu, 
transformujú sa pri přechode zo súradnicovej sústavy 8 do S' podobné ako 
jednotkové vektory i, j , k, 1. Vzorec pre t ransformo vanie casovej súradnice 
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dostaneme preto jednoducho tým, že vo vyjádření jednotkového vektora Y 
podlá rovnice (8) 

!' - —{v\ + ic\), (13) 
^c 

napíšeme icť namiesto 1\ ict namiesto I a x namiesto i. Tým dostaneme: 

icť - -!-• (tw \ ic . ict), 
гc 

'•j-

/>' (' £ *) ť - (> [i ., x). (8b) 

Osi F a Z systému S predstavujú podía svojej definície súbor všetkých 
událostí, ktoré sa vyznačujú nulovými súradnicami x, z a ř, resp. x, y a t. 
Z rovnice (10b) však bezprostředné vyplývá, že súbor týchto událostí sa aj 
v súradnicovom systéme S' vyznačuje nulovou súradnicou ť. Osi Y' a Z' je 
zřejmé možno voliť tak, aby sa tieto události vyznačovali aj nulovými súrad­
nicami x' a z', resp. x' a y'. Inými slovami, možno zvoliť súradnicovú sústavu S' 
tak, aby tie události, ktoré sa v systéme S odohrali na osi Y alebo Z, v sy­
stéme S' boli uložené opáť na osi Y' alebo Z'. Takýto súradnicový systém má 
teda os Y' orientovánu súhlasne s osou Y systému S, os Z' súhlasne s osou Z. 
Na základe toho možno písať: 

i ' = j> 
k' - k. 

Poloha časovej osi je jednoznačné určená vektorom Y. Uloženie osi X na­
jdeme tak. že si určíme jednotkový vektor i'. Tým automaticky najdeme aj 
žiadaný vzťah pre transformáciu .r-ovej siiradnice svetobodu. 

Z posledných rovnic vyplývá, že jednotkový vektor i' nemá žiadnu zložku 
do osi Y a Z. Bude teda zřejmé i' istou lineárnou kombináciou len vektorov 
i a 1. Možno preto písať: 

i' = ai + b\. 

Podmienka ortogonality vektorov i' a Y žiada, aby bolo: 

i\ r = o. 
Ak v tejto rovnici vyjádříme 1' podlá vzorca (8a) a i' podlá predchádzajúceho 
vzorca, dostaneme rovnicu: 

a v = — ic6. 

Kedze vektor i' je jednotkový, koeficienty a, h spíňajú aj vzťah 

a2 + b2 = 1. 
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Posledně dve rovnice představu ju dve podmienky pre koeficienty a. b. Ich 
riešením dostáváme: 

Kaliko sa možno přesvědčit, že sú přípustné bud obe znamienka kladné alebo 
obe záporné. Pre jednotkový vektor i' takto dostáváme: 

" 0 " • : • ) • I:І) 

Pri zmenšovaní rychlosti \ na nulu })rechádza i' v i. Z toho je jasné, že zna-
mienko v o vyjádření rozhoduje len o orienfácii osi X' vzhTadom na os A' 
systému ti. Ak sa rozhodneme kladné hodnoty x počítat súhlasne ako pri osi 
X, potom musíme volit znamienko kladné. 

Podobným obratom, ako sme odvodili z vyjadrenia jednotkového vektor a V 
transformačný vzorec pre čas, možeme z vyjadrenia jednotkového vektora i' 
odvodit transformačný vzorec pre x -ovú súradnicu. Vychádza: 

x = (i ix -|- --- ict\ = jj(x - vt). (14b) 

6. T e o r é m a o s k l á d a n í r y c h l o s t í 

Nech ie rvchlosť pohvbu bodu \ sústave S' w' ---=-• . , , v s ú s t a v e S w = . . 
át át 

Rychlost pohybu sústavy ti' vzhladom na sústavu ti nech je v. Potom vzťah 
medzi rýchlosťami w a w' je podlá rovnice ( l la) 

dr dr' Ať d(r* . D*) 

át ~= ~áť dť rit ( ) 

Podlá rovnice (10b) však je: 

iďV --- teti - (r -i- irt\) . D* 

Vynásobením tejto rovnice vektorom V dostaneme: 

f = tf*-fiT'J-
a konečné derivováním podlá nečiarkovaného času 

J)osadením tohto vztahu do rovnice (14) pre rychlost iv vyplývá: 

w =. w' 0 (l - V
 2

U ) ~ w* . D*, (15a) 

130 



kde sine označili w* —- w -f- ic\ alebo: 

w + w* . D* ,, , > 
w' -= —---- .-. ( i 5 b ; 

' ( ' - -/-) 

Postupným násobením posJedného vzorca jednotkovými vektormi i', j ' , k' by 
sine dostali vzorce pre transformovanie zJožiek rýchJosti. 

Zároveň dákujem s. akademikovi I J k o v i č o v i , z ktorého podnětu práca 
vznikla, za rady a pripomienky, ktoré mi pri písaní článku poskytol. 

Došlo 12. VI. 1954. 
K a těch 'a fyz ik y 

Slovenské7 vysokej školy technické j, 
Bratislava 
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