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TENZOR DEFORMACIE PRIESTORU A CASU
POHYBOM

JULIUS KREMPASKY

Vietky fyzikdlne skutoénosti nasvedéuja tomu. Ze vo vsetkych iuercialnyel
suradnicovyech stustavach sa svetlo vo vakuu siri vo vsetkych smeroch kon-
Stantnou ryehlostou ¢. To je zakladny postulat Kinsteinovej Specidlnej tedrie
relativity. z ktorej vvplyva. ze diferencidlna kvadraticka forma

da? + dy? 4 dz? — cxde (1)

kde 2, y. =z st pravouhlé priestorové stradnice bodove] udalosti a t obvykivin
sposobom urc¢ovany ¢as. vo vsetkych inercialnych siaradnicovyeh ststavich
ma rovnaka hodnotu.

Priestorové stradnice a. y. za ¢as t predstavuja sttbor styroch ¢iselnyveh tda-
jov. ktoré jedno-jednoznacne vyvjadruji ulozenie bodovej udalosti v Stvor-
rozmernom priestorocase. Tento §tvorrozmerny priestorotas do fyvziky za-
viedol Minkowski tym. ze formu (1), invariantni vzhladom na transfor-
maciu saradnic. zodpovedajieu prechodu od jednej inercidlnej suradnicovej
stistavy k druhej, prehlasil za vyjadrenie druhej moeniny diferenciilu oblika
Ciary v priestorocase.

7 geometrie abstraktného Stvorrozmerného linearneho priestoru vieme. ze
druhd moenina diferencialu oblika ¢iary v tomto priestore je dand vyrazom:

ds? = g, daidat, (2)

kde ¢,. = ¢, . ¢, s fundamentalne metrické veli¢iny a a; (i = 1. 2, 3. 4) =0
radnice bodu. vztahujice sa na Styri od seba linedarne nezdivislé zakladné
vektory e, e, ¢, ¢ Porovnanim vyrazov (1) a (2) zistime. Ze premenné vystu-
pujuce vo vyraze (1) st stradnice vztahujuce sa na zakladné vektory. ktord
spliuji rovnice

¢ .e =gy = |

€y 0y ==y = |

€y 0y == gy = | el =gy =00 0=k,

€. ey =gy = —

a polohovy vektor svetobodu je:
= xe, 4 ye, 4 zey - tey.
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Vektory e,. e¢,. ¢; a ¢, st teda vzajomne na seba kolmé a vektory e, ¢,a ey,
ktoré dalej budeme pisat pomocou obvyklych symbolov i, j a k. st okrem
toho jednotkové.

Zavedme vektor 1 = —Z‘é‘ Potom bude e, == icla L1 = 1. Vektor 1 je teda

tiez jednotkovy a polohovy vektor svetobodu, vyjadreny pomocou ortogonal-
neho systému jednotkovych vektorov i, j. k a I. je:

r =i+ yj + zk -+ ictl. (3)

7 invariantnosti intervalu (1) mozno odvodit transformacné Lorentzové
vzoree. podla ktorych sa transformuju sturadnice svetobodu x, ¥, z a ¢, vzfahu-
juce sa na inercialnu ststavu S, na saradnice 2. 3, 2/, a ¢’ toho istého sveto-
bodu. vztahujuce sa na inercidlny systém S’, ktory sa vzhladom na systém S
pohybuje konstantnou rychlostou v. Pri odvodzovani tychto vzorcov mozeme
postupovat bud zlozkovou metédou, ako to nachadzame v beznych ucéebni-
ciach teorvetickej fyvziky alebo metédou vektorového a tenzorového poctu.
Pri odvodzovani Lorentzovych vzorcov prvym sposobom treba si zvolit pevnu
stradnicovi sustavu S a int S, pohybujicu sa vzhladom na prvu rychlostou v
astanovit vzajomny vztah oboch (napr. ,stotoznit,, osi X a X'). Nezavisle
od tyehto volieb je mozné metédou vektorového a tenzorového poctu odvodit
vicobecne platné transformacné vzorce, z ktorych Lorentzové transformdcie
vyplvvaju ako specidlny pripad. Pritom aj hoci vztahy odvodené pouzitim
vektorového a tenzorového podtu st vieobecnejsieho charakteru. prislusny
matematicky aparat je omnoho struénejsi a sposob odvodzovania nazornejsi,
ako je to pri pouzivani zlozkového pocitania.

I. Pomoené vztahy

Podla toho. ¢ sa opierame o stradnicovi sustavu S alebo N'. polohovy
stvorvektor tej istej bodovej udalosti je:

r¥ = i +- yj -+ zk + dctl
alebo r¥ == 't 4 y'j 4 2K+ iet'l.
Je viak mozné polohovy stvorvektor rozlozit len na dve zlozky. priestorovi

a Casova. ak oznadime:
r=uai+ yj+ 2k, t=icl
a analogicky pre ¢iarkovany systém. Potom je:
r* =1+t
alebo r* =1’ 4 .
Ak T je trojrozmerny tenzor identity, t. j. I = ij + jj 4 kk. fahko sa mé-

7zeme presvedéit o spravnosti vztahov

r*. 1 =r r¥ . 1l =t (4a,b)

El
r* P — ¢ 1 = t. (5a,,b)
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S‘tvorr()zmem\? tenzor
) =i i+ kk 1

je zrejme tenzor identity v Minkowského priestorocase.

2. Tenzor deformdcie priestoru a ¢asu

Majme na mysli uz spominané [ubovolné inercidlne stradnicové sustavy N
a S, ktoré sa nachadzaju vo vzajomnom rovnomernom priamodciarom pohybe.
Rychlost systému S’ vzhladom na S nech je va v ¢ase t =t = 0 nech pociatky
obidvoch ststav splyvaja. Potom je:

r=uvt. jer = 0. (6)

Tato podmienka sta¢i k odvodeniu vztahov medzi priestorovymi a ¢asovymi
stradnicami polohového vektora Iubovolnej bodovej udalosti v obidvoch
tvehto ststavéch.

ovnice (4a) a (Ha) mozno pisat v tvare:

v 1F 1) =r,
v (1 —=11) =r".
Odcitanim rovnice prvej od rovnice druhej dostavame:
r=r—r* . (I'l' =) =r+r*. (1l —17). (7a)
Podobne pre vektory t a t' z rovnic (4b) a (5b) dostavame:
V=g 'V — 1) =t —1r*. (Il - TT). (7h)
Z podmienky (6) a z rovnice (7a) vSak vyplyva:
0 = vt — (vt + dctl) . ('t — 1D,
v +oacl = (v R aed) LT
Z poslednej rovnice bezprostredne vyplyva, ze I’ je vektor s vektorom v - iel
rovnobezny. Mozno preto pisat:
I = v + icl).
Kedze okrem toho vektor I spitia rovnicu 1’ . 1’ = 1. mdme:

2 — %) =1,

= - -é~ (v + ecl), = ! . (Sa)
e 1/ >
/1 —
, pe

Znamienka - alebo — zdvisia len od toho, ¢ chceme pocitat ¢as v obidvoch
sustavach sthlasne alebo opacne.
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Svmetricky tenzor

D* =111,
vystupujuei vo vzorcoch (7a) a (7b), mézeme pisat:

2 . . 32
D =1l 4- —B_; (vv -+ 2evi - delv — el) == f

c= C

[ze(vl + Iv) + (vv — 21)]. (9a)

o]

alebo vo vyjadreni pomocou stradnie

i 4 ewij 4+ vw,ik +dev il -
pe U reedl il ekt ) )
2 — ? +ove ki e kp 0 vikk - der K1+
Hder i - odev M 4-dev dk — 2l
Rovnice (7a) a (7b) tiez su:
o= -k orF L DE (L0a)
U= —r¥ . D¥ (10b)

Symetricky tvar maji aj roviice pre opacnit transformaciu

=1 —r* D* (1la)
=+ r*. D* (11b)

3. Analdgia s deformaciou pevného telesa

Nech dr je polohovy vektor bodu nedeformovaného telesa vzhladom na bod
jemu blizky a dr’ polohovy vektor toho istého bodu po homogénnej deformacii
telesa. Potom. ako je zname. vztah oboch je spravie vyjadreny rovnicou

dr’ — dr + dv . D.

kde D je tenzor deformdcie pevného telesa.
Diferencovanim rovnice (7a). v ktorej D* je konstantny tenzor. dostavame
(pre dt - 0):
dr’ = dr - dr . D*.
Je zrejma iplnd analdgia tyehto rovnic s rovnicou pre homogénnu deformiciu
pevncého telesa. Pravom mozno teda nazvat D* tenzorom deformdcie priestoru
a vzhiadom na rovnicu (7h) aj casw pohybom.
4. Dilatdcia ¢asu a dizkova kontrakecia
Uvazujme casovi odlahlost dvoch svetobodov v tom istom bode priestoru
N Pre pozorovatela v 8” bude ona A t° = t, — t/, pre pozorovatela v ststave
2 1
Ny .
Podla rovnice (11b) je:
- . ’ " 1 &
wetl = ict]l” 4 (v 4 actl’) . D*,
ict,] = det)l’ -+ (¢ + iet}l’) . D¥,

¢
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teda

Atl= A1 — U . D¥= A0+ A8V . (IH—=11) = Q. V)1 =p .t
alebo. ak tato rovnicu skalarne znasobime vektorom 1.
_;At - ﬂi)tls
t. ]
14 At t 12a)
At = = < AL (12a
P

Je to znamy vztah, ktory vvjadruje, ze ¢as v pohybujucej sa ststave plyvnie
pomalsie ako v nehybnej.

Podobne mézeme postupovat aj pri odvodzovani vztahu pre zmenu dizok.
Z rovnice (10a) pre priestorova odlahlost dvoch svetobodov o tej istej Casove]
sradnici v priestore S vyplyva:

= AT AT DF = AT 4 o (rovwv e v v,

Vidime, ze zmena dizky nastava len v pripade, ak ona nie je kolmi na vektor
rychlosti v .V pripade, ze cela spadd do smeru rvehlosti pohybujiicej =a
ststavy, posledna rovnica prejde na tvar:

AY = f? (:Ll‘ - : -rvl) .

teda

] , i

r'y = ] are = 2 (re| = gy
t. j. ) )
Ar' = pAr
alebo
1
B A AN AN (12Dh)

p

Posledna rovnica je vyjadrenim znameho vztahu o skracovani dlzok pohybom.

5. Odvodenie Lorentzovych transformaécii

Zname Lorentzové vzorce, spominané v ivode ¢lanku, st odvodené za tychto
predpokladov:

1. Smer osi X stradnicovej ststavy S je totozny so smerom rychlosti pohy-
bujtcej sa ststavy S'.

2. Saradnicova sustava S’ je volena tak, aby osi Y’, resp. Z’, boli rovnobézné
a suhlasne orientované s osami Y, resp. Z, sastavy S.

Podla prvého predpokladu mozno pre rychlost v pisat v = vi. KedZe sirad-
nice x, y, z. £, resp. ', y', 2, t’ predstavuji ortogonalne suradnice svetobodu,
transformuja sa pri prechode zo saradnicovej sustavy S do S’ podobne ako
jednotkové vektory i, j, k,1. Vzorec pre transformovanie dasovej stradnice
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dostaneme preto jednoducho tym, Ze vo vyjadreni jednotkového vektora I’
podla rovnice (8)

)

T

= o (v ), (13)

napiseme ict’ namiesto 1. 4¢f namiesto I a & namiesto i. Tym dostaneme:

P S
X3 o (e -1 de act)
t.j.
v .
oy (I e x). (8h)

Osi YV oa Z systému S predstavuja podla svojej definicie stibor vsetkych
udalosti, ktoré sa vyznacuji nulovymi saradnicami &, z a f, resp. x, y a [.
7 rovnice (10b) viak bezprostredne vyplyva, Ze subor tychto udalosti sa aj
v stiradnicovom systéme 8’ vyznacuje nulovou stradnicou ¢. Osi Y a Z' je
zrejme mozno volit tak, aby sa tieto udalosti vyznadovali aj nulovymi sarad-
nicami &’ a 2’, resp. 2’ a y'. Inymi slovami, mozno zvolit siradnicova ststavu S’
tak, aby tie udalosti, ktoré sa v systéme S odohrali na osi ¥ alebo Z. v sy-
stéme S’ boli uloZené opit na osi ¥’ alebo Z'. Takyto sGradnicovy systém md
teda os Y’ orientovana suhlasne s osou Y systému S, os Z’ stthlasne s osou 7.
Na zaklade toho mozno pisat:

j, - ja
k' = k.
Poloha ¢asovej osi je jednoznaéne uréend vektorom I’. Ulozenie osi X na-

jdeme tak. ze si uréime jednotkovy vektor i’. Tym automaticky ndjdeme aj
ziadany vztah pre transformaciu xz-ovej stradnice svetobodu.

Z poslednych rovnic vyplyva, Ze jednotkovy vektor i’ nemd zZiadnu zlozku
do osi Y a Z. Bude teda zrejme i’ istou linedrnou kombinaciou len vektorov
i a I. Mozno preto pisat:

i’ = ai + bl
Podmienka ortogonality vektorov i’ a 1 Ziada, aby bolo:
i.I'=0.
Ak v tejto rovnici vyjadrime I’ podla vzorca (8a) a i’ podla predchadzajtceho
vzorea, dostaneme rovnicu:
av = — icb.

Kedze vektor i’ je jednotkovy, koeficienty a, b spiiaju aj vztah

a b= 1.
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Posledné dve rovnice predstavujit dve podmienky pre koeficienty a. /. Ich
riesenim dostavame:
ny / piv
W= 4 f. h = - .
- P ==
I'ahko sa mozno presvedcit. ze st pripustné bud obe znamienka kladné alebo
obe zaporné. Pre jednotkovy vektor i’ takto dostavame:

i (i bt I). (13)

Pri zmensovani rychlosti v na nulu prechadza i’ v i. Z toho je jasné, Ze zna-
mienko vo vyjadreni rozhoduje len o orientacii osi X’ vzhladom na os X
systému S. Ak sa rozhodnenie kladné hodnoty a’ pocitat sihlasne ako pri osi
X. potom musime volit znamienko kladné.

Podobnym obratom, ako sme odvodili z vyjadrenia jednotkového vektora I’
transformacny vzorec pre Cas, mozeme z vyjadrenia jednotkového vektora i’
odvodit transformaény vzorec pre x -ovi stradnicu. Vvchadza:

v . ,
x==ff (;v - lct) = plx — vb). (14b)
6. Teoréma o skladani rychlosti
L, ) , ., dr’ i dr
Nech je rychlost pohybu bodu v ststave 8" w' = v , vsustave § w — I
( C

Rychlost pohybu ststavy 8 vzhladom na sGstavu § nech je v. Potom vztah
medzi rvehlostami w a w’ je podla rovnice (Ila)

dr dre’  d¢ d(r® . D¥*)

== s . 14
a T dr dl it ()
Podla rovnice (10b) viak je:
iet'U = etl — (r - deth . D*,
Vynasobenim tejto rovnice vektorom 1" dostaneme:
., r.v
' =pt—p @
a koneéne derivovanim podla neéiarkovaného casu
de’ ' V. w
R . Y
dt /( c? )
Dosadenim tohto vztahu do rovnice (14) pre rychlost w vyplyva:
‘ V.ow
w=w'g (l - ) — w¥  D* (I'5a)
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kde sme oznadili w* = w ~ <cl alebo:

; * *
wo— WhwE. DY (15b)
V.W
)

Postupnym nasobenim posledného vzorca jednotkovymi vektormi i’, j', k’ by

sme dostali vzorce pre transformovanie zloziek rychlosti.
Zaroven dakujem s. akademikovi Ilkovic¢ovi, z ktorého podnetu praca

vznikla, za rady a pripomienky. ktoré mi pri pisani ¢lanku poskytol.

Doslo 120 V1L 1954,
Katedra fyziky
Slovenskej vysokey skoly technicke.
Bratislava
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