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POZNAMKA O JEDNOZNACNOSTI DIREKTNICH
ROZKLADU PRVKU V MODULARNICH SVAZFECH
KONECNE DELKY

VACLAV HAVEL, Praha

§ 1. Predbézné avahy

1.1. Necht N je modularni svaz konecné délky, [ (0) jeho nejvétsi (nejmensi)
prvek. Prvek [ necht je rozlozitelny (ve smyslu detinice 1.3).
1.2, Zavedeme symbol (srov. I, str. 94)!

H
0= Xa;,=ax ... Xa,
=1
(a nazveme jej rozkladem prvku « ve slozky ;). prave kdyvz plati tyvto tii
podminky:
0 + a,eN pro kazdé 7 =1, ..
»

a =\ a

\ 1
=1

g )/ =0 pro kazdé o= 2, 0000

L, N > l.

(e /
Lize ukazat (3. theorém 5), Ze posledni podminku lze nahradit symetrickouw
podminkou

Wy (N a) =Ny s e ey ) =
A Ny v/ —
=,/ (0, ... Ja, ) =10,
kde + =2, ...on — L.
1.3. Prvek « €S prohlasime za (ne)rozlozitelny, prave kdyz (ne)existuje
rozklad tvaru « = «a; X a, (1, a,€8).
1.4. Prvek « €S nazveme doplnitelnym, pravé kdyz existuje prvek a (do-
pInék prvku a) tak, ze plati axa = 1.
1.3, Oreova véta o ndhradeé (7, str. 94):
m a
Plati-li v 8 rovnice a = X «¢; == X b . kde a.. b. jsou nerozlozitelné prvky.
i=1 j=1 ’
palz jest m = n a pti vhodném oznaceni plati:
@ =a; Xby ... >0, =by oo b a kD X X, =

= by o Xb, ke (=20 0w — 1),

' Odkazy na literaturu, uvedenéd na konei ¢lanku.

90



Budeme vysetrovat tuto podminku:
(1) V' S existuje (az na poradi slozek) pravé jeden rozklad prvku f v neroz
loziteIné slozky.

i § 2. Poucky. tykajici se podminky (1)

Odvodime nékolik jednoduchych podminek pro to, aby v & platilo (1).
Poucka 2. V S plati (1), pravé kdyz je pro kaZdy doplnitelny prvek o € S
splnéna jedna = (navzdjem ekvivalentnich) implikact

a/hb =1, b=a=a/Nb>10. (2.1)
aNb=0. b=+7=a\/b<I. ‘ (2.2)

Dikaz: Neplati-li (2.1). pak jest axbh = [ a neplati ani (1). Obdobn¢ je
tomu tak. kdvz neplati (2,2).

Neplati-li (1), pak podle 1,5 existuje nerozlozitelny prvek « €S8, ktery ma
v N dva rizné dopliky @, b. Pak ale neplati ani implikace (2.1) ani impli-
kace (2.2).

Poucka je tim dokazana.

Poucka 2.2, 17 S plati (1), pravé kdyZ jsou pro jakéloliv dva rozklady

m »
I = Xa = x1b (3)
i=1 j=:1 )
splnéuy rovniee
¢ n
a; = \/(a;/\b)pro i = L. ... on. (4)
=1

(srov. 3. theorém 2).
Diakaz: Necht plati (1). Pak oba rozklady maji spole¢né zjemneni [
AY .
X ¢, . kde ¢, jsou nerozlozitelné prvky a N = max (m. n).2
k=1
Prvky ¢, generuji v .S Booleovu algebru délky N (3, dusledek z theorému 2).
Protoze prvky «,. b; patii do této algebry, plynou z distributivity rovnice (4).
Necht pro kterékoliv rozklady (3) plati (4). Bud a jakykoliv doplnitelny
prvek z S. Budte dale a,, a, jeho dopliiky. Za rovnice (3) vezmeme nyni rovnice
[ = ay, X« == a,x«. Podle rovnic (4) plati v nasem piipadé a, = a,/" v, = a,
Tedy prvek a ma pravé jeden doplnék. Z toho plyne podle véty 1.5 platnost
podminky (1).2
2 Za prvé: Kazdy rozlozitelny prvek da se v S rozlozit v samé nerozlozitelné slozky.

Za dvuhé: Zorovnie a = ayp Xa,, ap = ay xay plyne a = a,’ xa,’ ¥ a,.
* Neplati-li podminka (1), spak existuji navzajem razné nerozlozitelné prvky o,

PN e oy (KD Ny takoZe plati o= o) X000 X ey s T Lo A e W

<aey. Podle véty 1.5 provedeme (pii vhodném oznadeni) postupné ndhrady », ~ ... ~
SO M = 0 K X U YW g YL XN L s Ul T
Prvek o\ L0 Ve, ma razné doplnky ey ey, coZ je hledany spor. Tedy plati pod

minka (1).
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Poucka2,3. V S plati (1). pravé kdyz zadny jeho podsvaz neni isoiorfni s nékte-
rijm ze svazi, jejichi diagramy jsow na obr. 1—4. kdea,b jcou nerozlofitelné proky.
Diukaz: Existuje-li néktery z podsvazia. danych zminénymi diagramy. pak
ziejmé plati:
a X a=bxa=1. a=+0 ()
Tedy podminka (1) neni splnéna.

0 0

Obr. 1. Obr. 2.

Necht v 8 existuji dva rizné rozklady prvku I. Podle véty 1.5 existuji pak
nerozlozitelné prvky a, b tak, ze plati (5).* Ozna¢me P podsvaz. generovany
v 8 prvky a. b. a. Ukazeme, ze P je ddno nékterym z diagrami na obr. 1—4.

Plati-li @ x b =1, pak z této rov-
nice a z rovnic (5) plyne snadno. ze P
ma diagram na obr. 4.

/
a ¢ b a
O O
Obr. 3. Obr. 4,

Necht tedy neplati @ < b = I. Pak jsou mozné tyto tfi pripady:
l.a~b=0,a-b< 1,
2.a b>0,a-b=1,
3.a-b>0,a-b< 1.

4 Argumentace je chdohni jako v piredeslé poznamece.
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ad 1. Oznatme a b =c. @ c=d. Podle (5) plyne a d =106 d — ¢,
@ ¢ = 1. Podle modularity a podle (5) plyne a~'d = b d = c. Pondvads
prvky «. b, a. c. d jsou navzajem rizné, ma P diagram na obr.l.

ad 2. Pripad je dudlni k piipadu 1).

ad 3. Oznaéme a b=c¢, a - b=d, d-d=w, a c=w» d vy =y,
7 téchto rovnie, z rovnic (5) a z modularity odvodime:
w veca (1T €)= (« 4)-c=c a -v=a a =1,
a w ~T.a w=a (1 d=(a &) d=d,

we=a d v=a (1 ¢)=(a d) c=c, a w=0a (d v)= (0 »

o = d-
bov =b (@ ¢)=(1 b) c=¢b v=0,0-w=I146 w=>bL (7 d) -
(i b)) d=d.
bouw=b d v=c d=c, b u=0 (d v)=(0h v) d-=d:
a u-—=a d v=4a d=w, a w=a (d v)=(@ d)y v=nr,
a d=0, a ¢c=1;
c w=1I,¢c w=c¢c (A-d)= (7 ¢) d=d v=u;
d v =0.

/

Snadno dokazeme (nepiimo). ze prvky «, b, @, ¢ 4, w, v, w jsou navzajem razné

Z toho plyne. ze P ma diagram, zakresleny na obr. 3. Poutka je dokazana.

V distributivnim svazu S je ovSiem podminka (1) splnéna. Z poudek 2,2 a 2,3
vidime. 7e svaz 8 s podminkou (1) je ponékud obecn&jsi nez distributivn! svaz
S, ze viak oba tyto typy jsou velmi blizké.

Doslo 21, IX. 1954,
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SAMETRN R OOHOSTHAYHOCTH HPAMBIXN
PASVTOSKENNWR DJIEMENTOB B AEAERMIHOBIIX
CTPYLRTVPAN ROHEYHNOM 100 HN
BAILTAB TABOA
Bunsojm

Thyern Noe/ e oBa CTpYRTYpa KOHCUHO JLIHHELL, HalGo s saeyent | woropoi
HpsiMo- pasaomine Boerarbe nee 1008ano Hec ROALRO HCODXOANMBIX T JOCTATOUHBIN Y IO
BRI G130 TORO, STOOLE ¢ VHLCCTBOBATO OAHO 11 TOJARO OAHO (¢ TOUHOCTLIO 10 HOCICA0BaTeIIb
HOCTI KOMIIOHCHT) UPAMOC  PABTOARCHIC ACMEHTa | B HePas 1omIMBLIe ROMIIOHeHTH . Ot
TAROC VEAOBHC 3aRTOUACTCH B TOM, YTOOB jL181 GadI010 JONOARITILHOTO DeMENTR Oy
HECTBORBALTO B N 0THO 1 TOABRO 010 Jouodadenne. Cogepmannem teopen 2,1 11 2,2 nist-
OTCSE BC BAPHSHTLE BLIHC HPHBCCHHOrO yedosusi. Boarcopene 2,00 needeiyeren japyroe
VCAOBHCD TPEOOBAMIIC, YTOOK HIT O(HA HOACTPYRTYPa 13 S He Hua #2oMopduoli ¢ koropoi
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HUON U 153 CTPVRTYD, ,UIANPAMMBL KOTOPLN uso0pamennt wa dunr. 1 4.
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