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MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS

ROCNIK VI CIsLoO 4

O PARABOLICKYCH A PROJEKTIVNICH
KLINOVYCH PLOCHACH
VACLAVY HAVEL, PRAHA

Klinové plochy zavedl profesor Ifr. Kaderavek |[1]. byv k nim priveden
praktickymi podnéty profesora B. Hacara v souvislosti s betonovymi skote-
pinami. Na popud profesora Kadeirivka jsem veénoval pozornost analvtické
definiei klinovyeh ploch a zavedl jsem pojem plochy Hacarovy | 2] dile jsem
odvodil nekterd specialni viastnosti klinovyeh ploch parabolickyeh |31V této
praci podavam  dalsi vysledky tvkajici se parabolickyeh klinovyeh ploch:
pritom stupent vvtvorujicich parabol je redlndé ¢islo. kteréd nemusi byt pri-
rozené, Latku jsem vozdelil do ¢ty paragrafia: v

N
§ 2 jsou uvedeny dva svnthetické
priklady: v § 3 je podano synthetické zavedeni kliinovyeh ploeh (s projektivnim

rozsitenim pojmu klinové plochy a té7 s rozsirenim nékterveh visledkia z § 1):

I jsou odvozeny ¢ty
zakludnt viastnosti vysetrované plochy: v

koneene v § 4 je pojem projektivni plochy jeste dale zoheendn,

§ 1. Ploeha o rovniei (1)

Vvsetiujeme reddny soutradnicovy cuklidovsky prostor I,. Praméty pii pro-
jeker rovnobézne se soutadnicovou oxou do souradnicové roviny budeme
mdexovat a. g resp. w0 Plochu o rovniet f(e, g, 2) == 0 oznacime téz svmbolem

(fre . ) 0).

Devinice Vo Neehi synboly o, b, ce;on (i 1.203) jsou redlnd Eisla. weehl
cislo ay je ncnuloeé a neeht wad jistow jednorozmcrnow oblasti T o funlee [(0)
spojitow derivaciopFc Cem? rovnice ay () 1 by <& e, O weplali pro Zidné o € 1.

Oz symbolew sz plochu o rornici

a fCe) by e )

- / ] PR ) b e (h
() 1 b © ) |

Neell bje wenulovy paramety. Pale oznacme 7. edleovon plochu o rornie

o ) by ey (2)

o, FORTHI O TOrRIc]

B ()



Tyrzeni Vo Plocha = = defivice 1 je speciddnim pfipadens e plicitni inord
plochy (ve smyshe (24 steo 93 defo 1),

Ditkaz je snadny.

Tyvrezeni 20 Pro kadé Loy 0 platl o, 0 7, 200, =207,

Dukaz. Eliminaci parametru & oz rovieic (2). (3) dostuneme rovnici (1.
Z vovnic (1), (3) plyne rovnice (2). A konedné z vovnie (1), (2) vyplyva rov-
nice (3).

o P RERIEIRTR . . B , ., )
Pvizeni 3. Jeli P2 0. Jsou roriny o, rornobéiné s prindkon g (y
by by :
/ (o (L, (. . oy 1, PR .
MmNtz R 1) Jo-l PRl prochdazeji rorinyg o Dol ey
ty by by by by : -
It ( oy (y : oy il .y (y (hy fy ) (s 1y : (y ) Sy \
ey hyby "y ey by by by by ooy |

Dukaz. Polozime-li y 0. lze vovnici (3) prepsat do tvaru

ko (ty oty RTINS Wy |y 0y o,
- RO ( & - . (+,)
“, by b, ¢y s i, by by Cy o0y
. (L . ., IV ,
Je-h Lo 0. roviny o rovnicich (4,) prochazeji ziejme bodem o a tedy
) ). . : : )
1 2

téz roviny o, prochazeji bodem £.
gy

Je-li

b 0. isou roviny o rovnicich (4,) rovnobezné < primkou poow tedy
1 s ) ' '

téZ roviny g, jsou rovnobézné s pifmkou .

Tyrzeni 4. Praméty (). odpovidaji si warzdjem v perspeltivnicl afinitich.
JejichZ osow je osa @ a jejichs smér jo udin osou y.

Diikaz plyne okamzite z rovnice (2).

Tyrzeni 5. KFivka (2,). odpovidda v perspeltivni afinilé o smérn dandm osou i

Lftoce (y = fQe). tato kFivka je pramétem Kiivky (= j(x), pii promitani
rorRobéIném s rovinon (- 0) do roviny (= O). pFonémE roring (y o 0) nend
promitact.

Ditkaz. Tvizent o kiivkich (y = f(@).. (=~ fl2)), je ziejmé,
Kiivka (i~ klaof(x) -+ by -+ ), je souctovou kiivkou kifivky (7~ haof(a).
a primky (y o bhyr - key). .

odpovida tedy v jisté afinité o smeru dandm
oson gy kiivee (y — kayf()). . a tedy 162 odpoy idd v jisté adinite o smérn daném
osou gy kiivee (y = f(x).)..
Tvizeni je dokdzano. Z ného plyne tento dusledel:

Neeht ¢ je kitivka. kterd je rovnobéznym prametem kiivky » oy o 0).
P cemz pramétnou je rovina (z = 0). rovina (@ - 0) je promitaci rovinou.
kdezto rovina (y = 0) neni promitaci vovinon. Pak kiivka « odpovida které-
Kkoliv kiivee wo = (2,). v adinite o smérn udaném oson 4. ([ Pritom w2 0oy,
je rovinna krivka.|

148



§ 2. Priklady na plochu 2 7 delinice |

Vodaném prostoru £y zvolme specialné =ouradnice pravoahlé. Vo duasledku
tvrzeni 4 zvolme dide za kiivky oo paraboly (0 - 2). Prislusnd plocha » Mizee
souvisi = plochami Hacarovymi ([2]. str. 56, def. 3). Vvtvorime tuto plochu
sviitheticky: Neceht parabola » C(y 0) md za osu souiadnicovou osu 2. neeht

rovina o neni kolmda k roviné (- 0) w nechf parabola w0 Co ma osu kolmou
Kk ose
Neebt dide & je rovina rovnobéznd s rovinou (v 0). polozme V5 Sl
S de-li I = pak definujme £+ I+, Jsou-li druhé (vesp. tieti)
soutudnice boda 1= 1 s stejné. definujme &+ jakozto primka 1170 Lisi-li

=¢ od sehe jak deahé tak i tieti sowdradnice hoda P definujme L jakozto
paraboli o ose S (y - 0). pri cemz 10 117 jrou body této paraboly. Sjedno-
cenio s ovaeeh atvart L5 (pri proménné roviné £) obsahuje v osobé specialng
plochu o ve smyshu definice 1 Podle upravenyeh tvezeni 204 obsahuaje plocha s
paraboly wfjejichz pramdéty «f jsou kolmo atinni s parabolou .. pri cemz
oxa e je osou afinity. Viecky roviny o, 2 ¥ budto prochdzeji jistvm bodem 23
roviny (g - 0). anebo jsou rovnobéznéd s jistou primkon pC(y  0) jak
plyne z tvrzeni 3.

Dodatek. Nyni provedme tytéz Gvahy jako v predchozim. s vvjimkou
predpokladu o roving o. Ten nahradme predpokladem, Ze rovina o je kolinad
Kk rovine (z + 0). ze vSak ani nesplvvd s rovinou (4 = 0). ani neni kolma
k ose rov rovine o zvolme parabolu o jejiz osa je kolma k ose a.

Predpokladdame-li. ze plati o C (= A2 - e)e e (2 = a(e |- b)?

e)n(y - odaeboe) kde konstanty A O hoesdlo e maji sy oziejmy vy-
znam. ma vvsetrovand plocha rovanici

(= 0y 1 Aoy (2t ) (de + )2 ()

7 této roviice snadno odvodime terzent 6G:

Plocha o rovnice (5) obsahuje v rovindel o, (M(da -t e) - y) prrabol y
s osami kol k ose .

Dikazy pro jejich jednoduchost vynechavame. Dodatek je tim ukonden.

Provedeme jesté jednu specialisaci plochy x z definice 1. a to pro w I

Voroving (= 0) zvolme krivku o C (o f(&) = by -1 ¢y) 0 vovind o pied-
pokladejme. ze neni kolma k roviné (z - 0) a zvolme krvivku wCo tak. zc
wCly  af(r) -F by toey). Je-lopdét & rovina rovnobdézna s rovinou (v 0)
O majict s kiivkou o neprazdny primik. polozme Vi s W S
Je-li 17+ s, pak detinujme ©s = 1= Jsou-li drahé {resp. tieti) soufadnice
bodit I+ 4 1< stejné. detinujme A5 jakozto primku JsIFs0 Lisi-li se od sebe

jak druhé, tak i treti souradnice bodua <0 150 definnjme £ jakozto rovnoosou
hyperbolu o stredu s asvmptoté S (0 0) pid cemz bod I+ Tezi na této
hyperbole, Sjednoceni § atvarn A5 (pri proménné rovine &) obsahuje opat
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specialud plochu x z definice 1. Podle upravenyeh tvrzent 2. 4 obsahuje plocha
svstém kitvek of, jejichz pramdéty «f jsou kolmo afinni ke kitivee . pii ose
afinity splvvajici s osou a. Podle tvizeni 3 roviny o, 2" prochazeji budie
spole¢nym bodem /2 € (y = 0). anebo jsou rovnobézné s Jistou primkon

PpC(y = 0).

§ 3. Svnthetieka definice klinovyeh ploch

Vasetiujme opét soutadnicovy prostor £, a pro strucnost oznacme rovinu
(a0 - 0) svmbolem ».

Detinice 20 Plochow nwazveme jistow plochw x. pro niz libovolwé die LFirlky
(N O P) e (X 2) (e dsow roviny rovnobdEué s rovinow vy st od povidaji v finitc.
JeJiZoosa je rovnobéIna s osou iy oa jejiE simér e owddn oson -

Realisaci plochy z definice 2 provedeme dvéma zpusoby.

. zpusoh. Necht Ao eove jsou kitvky < {émito viastnostmi:

L Coroprimety e, jsou dva razné body leziel v pramétu b0 oznacime-li ¢
rovini rovionobéznou s rovinou roa majict s jednou z kiivek oo e neprazdny
pranik. jsou oba praniky - Enoes I E e jednobodové a primka
=117 nent rovnob¢znd = osou gy primik £ e nent prazdny.

Je-li =07 1707 pak delinujme bs €8 take 7ze by je obrazem kiivky A

voposunuti daném vektorem 17,

Neni-li J=Hs 17070 prolozme bodem 2= = 1= A 17010 primku oy
w definujme ©s C & tak. 7e b5 je obrazem kPivky Lov alinité o ose o a <micru
daném osou z.

Njednoceni viech s je plochiou ve smyslu delinice 3.

2. zpasoh. Necht Aoeooe json kiiviky s témito viastnostmi:

L Cor: kazdd primka. rovnobeznd s ncékterow z os oy o0 ma s kiivkou 4 bud
prazdny. ancbo jednobodovy prinik: priameéty o maji prazdny pronik
v, Ch Do
7 kiivek oo neprazdny prink. jsou oba praniky 1 Enes 0 S

Looznacime-li S rovinu rovnobéznou s rovinou ra majicl s jednou
jednobodové a ST 0y pramik L oaoe neni prazdny. Ke kazdému bodu 17
(resp. 175 pritadme bod N-€ L (resp. M=€l) tak. 7ze body 170N (vesp
W= 075) lezi na 16Ze rovnobézee s osou 2.

Je-li 1170 N0 pade delinujme b C 5 take ze 15 je obrazem kifivky
voposunuti daném vektorem N7

Neni-li 37 Naa/=0 prolozme bodem /- 10 o N piimku o5y
a definujme 25 C & tak. ze 15 e obrazem kiivky v adiniteé o oxe o7 a <mdérn
dandém osou z.

Njednoceni viech £ je plochou ve smyvslu definice 3.

Poznamka 1. Zminime ¢ struéné o souvislosti plochy 2 definice 2 < impli
citnimi a explicitnimi plochami klinovymi. Plocha 7 definice 2 jo zajiste

vl nim pirtpadem implicitni klinové ploehy (12]0 del 102w pozn. 12),
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Plocha zavedenad podle 2. zpisobu je dokonce zvlastnim pripadem explicitni
plochy klinové, Specialisace je viak nepatrnd: na ploSe z definice 2 nejsou
pripustény singularmi pripady praniki v n & totiz pranikid, které budto
lezi na primee rovnobézné s osou gy anebo jsou tvoreny soustavou primek
rovnohéznyeh s osou z.

Definici 2 lze oznadit jako syuathetickou definici klinové plochy. Této
definice (a .\‘i(e(‘ podle 2. zpusobu) jsme jiz uzili v § 2. Definice 2 ma jednu vy-
hodu: lze ji bez obtizi zobecenit projektivné. Takovémuto zobeenéni vénujme
Ny sve dexlst tvahy.

Ve zhyvajicl ¢asti Clanku budeme vysetiovat redalny projektivind prostor P
zvolme v ném nekomplandarmi body O, XU Y. Z. Praméty z bodu X. resp. ¥V,
resp. Z do roviny v OYZ vesp. OXNZ vesp. OXY oznacujme indexem X
resp. Yooresp. Z.

Detinice 3. Plochow = wazoeme plochu ~ C Py pro wis kaZdé ded Lrivky
(N p)y (v )y (fy Jsow rovingy jdowet primkow YZ) si odporidaji o pers pelk-
tieni kolineaei o stiedu 7 a o ose jdouet bodem Y.

Provedeme opét dveé realisace plochy 7 definice 3. a to analogicky podle
predehoziho.

. zpiisoh. Necht £oeooe jsou kitivky s témito viastnostmi:

ECriv, e,y jsou dva razné body. leziei v k,: oznadime-li & rovinu jdouci
primkou Y7 a majici s jednou z kitivek o, o neprazdny pranik. jsou oba prianiky
I Enes W5 8 A jednobodové a pirimka IS neprochazi bodem )
primik £ noe neni prazdny.

Je-l Iy iy oy pak detinujme b5 CE tak. 7e by — L.

Jestlize primky VWi VoW nesplyvvaji, definujme b2 CE tak. 7e by jo
obrazem kivky & v kolineaci o stredu Z a ose jdouci body Y. P: A
N P Njednoceni viech A5 je plochou ve smyslu definice 3.

2. zpiisob. Necht Aoe. e jsou kifivky s témito viastnostmi:
ko C o kazda primka jdouei bodem ) nebo Z ma s kiivkou £ hud prazdny.
ancho jednobodovy prunik: o, o, U0 e, Chy, Dar, o5 oznadime-li &
rovinu jdouci primkou Y7 a majici s jednou z kivek », w neprazdny prianik.

jrou oba praniky |'-' o 14"5 Enoae jednobodovéa VWi Yl e 10,
Ke kazdému bodu (l(\|) V<) pritadme bod N< € b (vesp. J: € L) tak. 7c
hody 17y 0N (resp. ” v.AE) Iw spolu s bodem Z na téze primee.

Je-l Py - Nk p;l,l\ definujme = C¥ tak, 7ze by~ k.

Nesplyvaji-li primky AWy, NaE definujme b C & tak. ze ki je obrazem
kiivky & v kolineaci o stiedu Z a ose jdouci body Ps = YWy a N Y.

Njednoceni v viech £ je plochou ve smyslu definice 3.

Pozndamka 2. Predchozi definici lze oznadit juko synthetickou definici

projektivni klinové plochy
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Projektivni roziiteni nékteryeh visledka z § 1

Zavedme v P, homogenni sourailnice tak. 7e v (v, - 0).0OXNZ (s O
HXY = (v, = 0. XYZ - (vy 0.V 2 zpusobu realisace zvolme b C (e

axty oba)o Zoe kon celés v C (w0 0) didde volme kitivku o vojisté rovine
v 3 XZ tak. ze iy je v kolineaci o stiedu ) oa ose 0 3) obrazem kiivky »
kterda je pramétem kiivky « do roviny (o, 0) z nckter¢ho bodu primky Y7,
razného od hodu Z. Oznacéme Ag kuzelovou plochu o vicholu Z a fidici kiivee.
kterd je obrazem kiivky s, v kolineaci M o stiedu } a ose OXN.

Tvrzeni 7. NFivla x o 2y (e300 Jisté rorine oy Rovriny og (pFi proméndm s g
wmail spoleény bod v roviné ONZ.

Dikaz plyne z projektivniho rozsiveni tvrzeni 2.3,

Pozndmka 3. Snadno bychom provedli (pro n celé) homogenisaci rovnice (1),
a tim bychom odvodili i rovnici pro piisiusnou projektivini klinovou plochu.
Neéekteré hody. ziskané homogenisaci. bylo by oviem nutno vvloudit. abyehom
zustali ve shodd¢ s definiei 3.

Poznamenejme jeste. ze cely apardat (definice 2.3 s jejich realisacemi)
jrme neuvadeli jen pro rozsirent nékteryeh vvsledka z § 1oale vitbece jako porij
theoreticlky zpusob zavedeni Klinovgel ploch.

Prejdeme-li od P, k 7, volbou neviastni roviny X YZ. dostaneme z definice 3
definict 2. Zvolime-li viak za neviastni rovinu jinou vovinu nez NVYZ. dosta-
neme jakozto alinnt (cuklidovskou) specialisaci plochy v z detinice 3 v zedlu
norip typ plochy. ktera Gzee souvisi se zobeenénou plochou translacni |5,

Konecne ucinme jesté jednu theovetickou pozndmbku: Definici 3 bylo by
mozno rozsitit pro desarguesovsky projektivni prostor a pro obeené bhodoy ¢
mnoziny (misto kiivek). Toto rozsiteni necinilo by potizi. mélo by viak patime

jen rvze theoreticky vyvzonam. Proto od podrobnosti upoustime.

§ 4. Zobeenena klinova ploeha

V' prostoru P, zvolme opér nekomplandami body 00X, Y. Z. Definujinie
hodové zobrazeni v roviny ()N Y na sebe tak. aby bylv splnény tyto podminky:
zohrazeni 7 je topologické: v zobrazeni 7 je kazda primka. jdounei bodem X
samodruzna.

Kuzelovou plochu o vrcholu 17w Mdici kitivee - oznacme straend e Pramet
z bodu Y (resp. Z) do roviny OXZ (resp. OXY) oznacme indexem Y (resp. Z).
Pramét z bodu X do kuzelové plochy v Z(OY) oznac¢me indexem X,

Detinice 4. Plochou budewe jozwmel plochn ~ C Py pro ni libovolué drr
Lfceky (xOp) e (xO ) v (P Jsow LuZelove plochy Z00 . Zie . kde b jsoiw bodew Y
jlowct primbky rovinyg ONY) od povidaji si v contrilni Lolineaci o stFedu Z oo osord
roviné jdouci primicou XY

Provedeme opét realisace plochy 7z definice 4.
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1. zpusoh. Necht kifivky Aoeoor maji tyto viastnosti
LCriovy, vy, jsou dva rtzné body. lezici v Ly, Oznacime & kuzelovou
plochu o vicholu Z o Fidiei kifivee, kterd je v zobrazeni 7 obrazem primky
jdouei bodem Y. a kterd ma aspon s jednou z kiivek e.oe neprazdny prunik:
pak pruniky 17 Ene. W £ jsou jednobodové a primka 'y W7y ne
protind piimka XY, Pranik & n e neni prazdny.

Je-l Pyliy e pak definujme £ CE tak. ze by I

Neni-li 1y el definujme b2 C 8 tak. ze kiivka Ay odpovida
kiivee & v kolineaci o stiedu Z a osové roviné, jdouei body XY /=

sy 1.

Njednoceni viech kifivek £ je plochou ve smyslu definice 4.,

2. zpusoh. Neeht kiivky Aoeoee maji tyvto viastnosti:
[ Cr: kazdda rovina. jdouef primkou NZ. vesp. XV md s kiivkouw £ prunik
prazduy anebo jednobodovy: e, mw, U0 e, Ch, 2w, 0 oznacimeli s

kuzelovou plochu téhoz vyznamu jako v Lozpasobu. jsouwoba prianiky = sn
I £ o jednobodové a pirtmka '35 neproting primka XY bne o0

Ke kazdému bodu 175 (vesp. 1) pritadme bod N+< € b (resp. M€ L) tuk.
7¢ body 1y N Z (vesp. Wy <0 Z) lezi na téze primee.
Je-li Iy N:5 pak definujme L5 CE tak. ze by L.

Neni-li AWy = N2 detinujme 5 CE tak. 7e £y je obrazem kiivky ©
v kolineaci o stiedu Z a osové roviné jdouct body P+ 'y N XY
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Njednoceni viech krivek £ je plochou ve smyshu definice 4.

Poznamka 4. Pri prechodu od P, k K, dostaneme afinni (ecuklidovskou)
specialisaci definice 4. kterda poskvtuje opét novy typ plochy v ;. Definici 4
bylo by opét mozno rozsirit pro desarguesovsky projektivini prostor a pro
obecné bodové mnoziny (misto kiivek): tim se viak zabyvvat nebudeme.

Shenutic Vopryvni ¢asti prace byla studovana specialni klinova plocha. kterd
krom¢  vytvorujiciho systému obecnveh  parabol obsahuje  dalst systém
rovinnych ktivek s jednoduchymi viastnostmi. takze téchto dvou svstému
kiivek lze prakticky pouzit pri vvztuzoviani dané plochy jakozto plochy sko-
repinové.

Drahd ¢ist prace byla vénovina synthetické definiei klinové plochy a otaz-
kam s tim spojenym. Na rozdil od definice analvtické ([2]. def. 1. 2) detinici
synthetickou bylo mozno prenést i do projektivniho prostoru. Tak byvla za-
vedena projektivni klinova plocha. Tento posledni pojem byl jeste dile
zobeenén (po jisté topologické transformaci). kdvz misto vvtvorujicich kiivek
rovinnych byly pripustény téz vyvtvorujict kiivky prostorové.

3viv udinény poznamky o moznostech dalsiho zobecnéni.
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UBER DIE PARABOLISCHEN UND PROJEKTIVEN
KEILFLACHEN
VACTLAV HAVEL
Zusammenfasung

In dem ersten Teil des Bettrages wird cine dureh die Gleichung
afle) -~ haeooe

(sz(,(‘) /ﬁz.l' )" " 113_/(,)') Do s

3 3

charakterisierte Keilfliache untersucht: die reellen Kocfizienten o o b e o der Exponent o
und die Funktion f(.r) werden dabei durch gecignete Bedingungen gebunden. Die dureh
die Gleichung = ke(a,f(2) by ey) bestimmte Zylinderfliichen (wo o500 cin Para-
meter ist) schneiden die gegebene Keilfliche in ebenen Kurven dureh.

In dem niichsten Teil des Beitrages wird die synthetische Definition der Keiltliache i
cuklidischen und auch im projektiven Raume ausgeftiibet. Kinige CUherlegungen werden
dann den Moglichkeiten der weiteren Veralleemeinerung der Keilfliiche gewidmer.
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