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Matematicky &asopis 19 (1969), No. 3

DARSTELLENDE GEOMETRIE EINES RAUMES
MIT ORTHOGONALGEOMETRIE

VACLAV MEDEK, Bratislava

1. Einige Bemerkungen zur Orthogonalgeometrie eines dreidimensionalen
Raumes. Wir werden von Lenzschen Axiomen (vgl. [1], S. 138) eines affinen
Raumes U ausgehen; da wir uns mit einem dreidimensionalen Raume be-
schaftigen werden, werden wir anstatt des Axioms 8, dieses Axiom 8’ beniitzen:
Zwei verschiedene Ebenen haben entweder keinen gemeinsamen Punkt, oder
eine gemeinsame Gerade.

Im Raume 9 gelten alle Grundeigenschaften der Lage aus dem euklidischen
dreidimensionalen Raume (iiber dem Korper von reellen Zahlen), was un-
mittelbar aus den Axiomen folgt. Der Begriff der Parallelitit wird bekannter-
weise eingefiihrt, wobei wir auch zwei inzidente Figuren als parallel betrachten.
Wir werden diese in 2 geltenden Sitze beniitzen:

Satz 1. Wenn «, o' zwei parallele Ebenen sind und die Gerade a die Ebene o
in einem Punkte A schneidet, dann schneidet die Gerade a auch die Ebene o'.

Aus diesem Satz folgt die Eindeutigkeit der Ebene o' durch den Punkt A
und parallel zur Ebene «.

Satz 2. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Parallelitit von
Ebenen a, o' ist die Existenz von solchen sich schneidenden Geraden a', b’ € o,
dass a' ||, b' || « ist.

Satz 3. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Parallelitdt
einer Geraden a und einer Ebene o ist die Existenz einer solchen Geraden a' € «,
dass a || a' ist.

Satz 4. Wenn eine Gerade a die Ebene a schneidet (a ¢ o) , dann schneidet
diese Ebene auch jede mit der Geraden a parallele Gerade.

Satz 5. Wenn die Ebenen «, «' parallel sind und eine Ebene B mit der Ebene «
nicht parallel ist, dann sind auch die Ebenen o, B nicht parallel und die Schnitt-
geraden a = [a, f], a' = [«', B] sind parallel.

Unter einem Vektor des Raumes 2 verstehen wir eine Abbildung V : ¥ - ¥,
wobei jedes Punktepaar 4, B die Eigenschaft [VA, VB] || [4, B] hat und die
Abbildung V entweder eine Identitit ist, oder keinen invarianten Punkt hat.

Es ist gut bekannt, dass ein Vektor durch einen Punkt und sein Bild bestimmt
ist und dass alle Vektoren eine abelsche Gruppe bilden. Wenn wir im Raume 2
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einen willkiirlichen festen Punkt O wéahlen, dann kénnen wir Punkte des
Raumes N eineindeutig in Vektoren des Raumes U so abbilden, dass dem
Punkte 4 € A der Vektor A, welcher den Punkt O auf den Punkt A abbildet,
zugeordnet wird. Vektoren des Raumes U bilden einen Vektorraum B iiber
einem Korper 7. In weiteren Uberlegungen werden wir voraussetzen, dass
der Korper 7' kommutativ der Charakteristik #+ 2 ist; ausserdem werden wir
in den Vektorraum B eine Orthogonalgeometrie einfithren (vgl. z. B. [2], S.111).
Das Skalarprodukt von Vektoren A, B werden wir mit AB bezeichnen und
wir werden voraussetzen, dass das Radikal des Raumes ¥ der Nullvektor ist;
der Raum B ist also regular.

Wenn es zu keinem Missverstindniss fithren kann, werden wir die Punkte
des Raumes W mit zugeordneten Vektoren identifizieren und dann koénnen
wir sagen, dass jede Isometrie des Raumes U in eine orthogonale Transfor-
mation des Raumes ¥ und eine Translation des Raumes U zerlegt werden
kann.

Definition 1. Zwei Punktepaare (A, B), (C, D) heissen kongruent, wenn
(B — A2 = (D — C).

Die Kongruenz von Punktepaaren ist eine Aquivalenzrelation und fiir zwei
zugeordnete Punktepaare schreiben wir dann (4, B) ~ (C, D).

Definition 2. Seien die Vektoren A, B, C, D + 0 und mnicht isotrop,; dann
heissen die Vektorenpaare (A, B), (C, D) kongruent, wenn

(AB)2 _ (CD)?

A2B2  C2D*

Zwer von Null verschiedene Vektoren heissen xrthogomal, wenn AB = 0.

Das Vektorenpaar (A, B) ist mit jedem Paar (kA, IB) kongruent, wo £k, !
zwei von Null verschiedene Elemente des Korpers T' sind. Die Kongruenz-
relation von Vektorenpaaren ist wieder eine Aquivalenzrelation und wir schrei-
ben daher (A, B) ~ (C, D). Ein Paar von Null verschiedenen, nicht isotropen
orthogonalen Vektoren ist mit jedem solchen Paar kongruent.

Definition 3. Sei a eine willkiirliche Gerads des Raumes W und sei a' die
Parallele zu a durch den Punkt O; wenn A =+ O ein beliebiger Punkt der Geraden
a’ ist, dann heisst der Vektor A ein Richtungsvektor der Geraden a. Die Gerade a
heisst gerade dann isotrop, wenn ihr Richtungsvektor isotrop ist; jede micht
1sotrope Geradz heisst requlir. Sei « eine willkiirliche Ebene d2s Raumes W und o'
sei die zu ihr parallele Ebene durch den Punkt O; dann heisst dzr Unterraum
des Raumes B, walchon die Vektoren der Ebene o bildzn, die Richtungsebene
der Eb-ne a. Die Ebzne a heisst reguldr, wenn das Radikal ihrer Richtungsebene
gleich Null ist; jede nicht requlire Ebene hzisst singuldr.

Diese Definition ermdoglicht eine Kongruenzrelation zwischen Geraden-
paaren einzufiihren; zwei Geradenpaare (a, b), (¢, d) heissen kongruent, wenn
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die Paare ihrer Richtungsvektoren kongruent sind. Auch diese Relation ist
eine Aquivalenzrelation und wir schreiben (a,b)~ (¢, d). Wenn wir zwei
Geraden mit zueinander orthogonalen Geraden als orthogonale Geraden
bezeichnen, dann sind jede zwei Paare von zueinander orthogonalen Geraden
kongruent.

Es gibt zwei Arten von reguliren Ebenen; entweder enthalt die Ebene
keine isotrope Gerade, oder sie enthilt gerade zwei Systeme zucinander paralle-
ler isotropen Geraden; im letzten Falle heisst die Ebene hyperbolisch. In einer
singuldren Ebene « konnen nicht alle Vektoren isotrop sein; dann wiirde
niamlich rad « = «, «* = « und dim « 4 dim «* = 4 > 3. Deshalb enthilt
eine jede singulidre Ebene gerade ein System von parallelen isotropen Geraden.

Definition 4. Eine Gerade a ist zu einer Ebene « gerade dann orthogonal, wenn
thr Richtungsvekior auf zwei linear unabhdngige Vektoren der Richtungsebene
o' orthogonal ist.

Aus dieser Definition folgt dieses Kriterium fiir Orthogonalitdt von Geraden
und Ebenen: Eine Gerade ist gerade dann zu einer Ebene orthogonal, wenn
sie zu zwei sich schneidenden Geraden orthogonal ist. Eine Senkrechte (ortho-
gonale Gerade) auf eine Ebene ist gerade dann mit dieser Ebene nicht parallel,
wenn die Ebene (und daher auch die Senkrechte auf sie) regular ist. Wenn
die Ebene singuldr ist, dann ist auch jede Senkrechte auf sie isotrop und mit
ihr parallel. '

2. Die Parallelprojektion im 1.

Definition 5. Unter einer Parallelprojektion des Raumes YN auf eine Ebene
7 e W verstehen wir eine Abbildung P des Raumes W auf n, welche diese Bedin-
gungen erfullt:

1) Die Punkte werden in Punkte abgebildet; die Punkte der Ebene 7 ( Bildebene )
sind invariant.

2) Die Geraden werden auf Geraden oder auf Punkte abgebildet; das Bild
ewner Geraden ist dann und nur dann ein Punkt, wenn Bilder von zwei threr
verschiedenen Punkte zusammenfallen.

3) Keine dret nichtkollineare Punkte haben ein gemeinsames Bild.

4) Die Inzidenz wird bet & erhalten.

Bemerkung 1. Die Abbildung & vermittelt eine Zerlegung des Raumes 2
in disjunkte Untermengen mit der Eigenschaft, dass alle Punkte einer Unter-
menge in einen Punkt abgebildet sind. Diese Untermengen heissen Abbildungs-
untermengen der Abbildung £.

Satz 6. Die Abbildungsuntermengen der Abbildung &P sind zueinander parallele
Geraden.
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Beweis. Die Bilder von Figuren bei der Abbildung & werden wir mit
einem Index 1 rechts unten bezeichnen. Wahlen wir einen beliebigen Punkt
AeMN, A¢n; sein Bild ist 4; € n. Beschaftigen wir uns jetzt mit der Ver-
bindungsgeraden der Punkte A4, 4;. Da die Bilder der Punkte 4, 4; im
Punkte 4; zusammenfallen, wird nach 2) das Bild der Geraden z4 = [4, 4i]
der Punkt 4;. Die Gerade 24 ist eine Abbildungsuntermenge, da nach 3) kein
weiterer Punkt in den Punkt A; abgebildet werden kann.

Waihlen wir weiter eine willkarliche Gerade p € m, A; ¢ p und es sei « eine
Ebene durch den Punkt 4 und durch die Gerade p. Sei jetzt By & 41 ein
willkiirlicher Punkt aus 7 und sei B; ¢ p (das ist moglich, da der Kérper 7' von
Charakteristik + 2 ist). Sei Pb = [b1, p]; dann ist das Bild der Geraden
b = [P?, A] (nach 2) und 4)) die Gerade b;. Nach 2) kann kein Punkt M € b,
M + A, P? weder in den Punkt 4;, noch in den Punkt P? projiziert werden.
Alle Geraden vom Typ 2 = [M, M,], wo M e€b, M + P liegen in einer
Ebene ¢® = [b, b1] und da sie keinen gemeinsamen Punkt haben, sind sie
zueinander parallel. Wenn wir dann die Parallele zB mit z™ durch B; kon-
struieren, schneidet sie die Gerade b im Punkte B, dessen Bild gerade der
Punkt B, ist. Zwischen den Punkten einer Geraden b und den Punkten ihres
Bildes b; besteht eine eineindeutige Verwandschaft, welche durch zueinander
parallele Abbildungsgeraden vermittelt ist. Sei jetzt Ci € # ein solcher Punkt,
dass die Verbindungsgerade [4;, Ci] parallel zur Geraden p ist; &hnlich
werden wir dann mit Hilfe vom Punkt B; beweisen, dass die Abbildungsunter-
menge 2¢ eine Gerade ist. Da die Wahl der Geraden p ganz willkiirlich war,
ist der Satz vollstdndig bewiesen.

Bemerkung 2. Satz 6 gilt nicht fiir einen Raum 9 iitber einem Korper 7'
der Restklassen mod 2. Bezeichnen wir die Punkte des Raumes 9 als 4, B, C,
D,E,F, G, H und die Ebene = moge die Punkte 4, B, C, D enthalten. Seien
die Geraden [4, E], [B, F], [C, G], [D, H] Parallelen. Die Abbildung ¥ - 4,
F —C, G- B, H—> D erfullt alle Bedingungen 1) — 4) und doch sind die
Abbildungsuntermengen keine zueinander parallele Geraden.

Bemerkung 3. Die Abbildung & kann man durch die Ebene z und durch
die Richtung s der projizierenden Geraden bestimmen.

Definition 6. Der Schnittpunkt einer Geraden mit.der Bildebene heisst Spur-
punkt und die Schnittgerade einer Ebene mit der Bildebene heisst Spur.

Definition 7. Die Projektion einer Figur ist die Menge von Projektionen. aller
Punkte der Figur.

Bemerkung 4. Uber die Projektionen von Punkten und Geraden spricht
man in 1) und 2) in der Definition 5.

Die folgenden zwei Sitze beweist man genau so wie in der darstellenden
Geometrie eines affinen Raumes iiber dem Korper von reellen Zahlen.
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Satz 7. Die Projektion einer Ebene ist die Bildebene, bzw. eine Gerade je nach-
dem, ob die Ebene nicht parallel, bzw. parallel mit der Projektionsrichtung tst.

Satz 8. Zwei Parallelen mit der Projektionsrichtung projizieren sich in Punkte;
in jedem anderen Falle sind Projektionen von zwei zuetnander parallelen Geraden
wieder zueinander parallele Geraden.

Definition 8. Sei die Ebene o nicht mit der Bildebene m parallel; dann geht
durch jeden Punkt der Ebene o eine Gerade 7h € o parallel mit der Bildebene.
Die Geraden 7h € o heissen Hauptgeraden der Ebene beziiglich der Bildebene .

Offenbar gilt der

Satz 9. Die Projektionen von Hauptgeraden sind zueinander parallele Geraden.

Definition 9. Wenn eine Ebene « die Bildebene 7 tn einer reguliren Geraden
schneidet, dann heissen die Geraden in der Ebene x, welche orthogonal zu ihren
Hauptgeraden beziiglich der Bildebene m sind, Neigungsgeraden beziiglich der
Bildebene m und werden mit *s bezeichnet.

Bemerkung 5. Wenn eine Ebene « die Bildebene in einer isotropen Geraden
schneidet, hat es keinen Sinn iber die Neigungsgeraden zu sprechen. Wenn
die Ebene « singuldr ist, dann eine jede ihre Gerade orthogonal zu ihren
Hauptgeraden ist und wenn die Ebene « regulir ist (also hyperbolisch), dann
sind ihre Hauptgeraden isotrop und also zu sich selbst orthogonal.

Bemerkung 6. Die Neigungsgeraden sind isotrop, wenn die Ebene « sin-
guldr ist, im entgegensetzten Falle sind sie reguldr. In beiden Fillen gibt es
eine einzige Richtung von Neigungsgeraden beziiglich der Bildebene .

Satz 10. Sei die Ebene o parallel zur Bildebene n; seien A, B zwei beliebige
Punkte der Ebene o und seien Ay, By ihre Projektionen in n; dann sind die
Punktepaare (4, B), (A1, B1) kongruent.

Beweis. Wir kénnen voraussetzen. dass die Ebenen n. x verschieden sind.
Sei S der Vektor A — A4;; dann der Vektor B — B, ist kS, wo k € T'. Die Ver-
bindungsgeraden [A4, B] und [41, B1] sind zueinander parallel nach Satz 8
(nach Satz 4 gibt es ndmlich in z eine zur Geraden [A4, B] parallele Gerade
und beide miissen sich parallel projizieren); daraus folgt B, — A; = £’(B — A).
Weiter By = B + kS, Ay = A + S. Daraus folgt B; — Ay =B — A + (k — 1)§,
oder (1 — k’)(B— A) + (k — 1)S = O und da die Vektoren B — A und $§
linear unabhingig sind, muss ¥’ = k = 1 werden, oder B; — A; == B — A.

In weiteren Uberlegungen werden wir uns mit einer Orthogonalprojektion
beschiftigen, d. h. mit einer solcher Projektion, wo die Projektionsrichtung s
zur Bildebene 7 orthogonal ist. Daraus folgt, dass die Bildebene und auch alle
Projektionsgeraden regulir sind.

Satz 11. Die orthogonale Projektion einer isotropen Geraden ist gerade dann
eine isotrope Gerade, wenn sie zur Bildebene n parallel ist; in jedem anderen
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Falle ist die orthogonale Projektion einer isotropen Geraden eine reguldre Gerade.
Dre orthogonale Projektion einer reguldren Geraden kann ein Punkt, etne isotrope,
oder eine reguldre Gerade sein.

Beweis. Wenn es isotrope Geraden parallel zur Bildebene gibt, dann ist
die Bildebene eine hyperbolische Ebene und die orthogonalen Projektionen
der isotropen Geraden sind die isotropen Geraden der Bildebene. Da es in proji-
zierenden Ebenen durch istorope Geraden nur ein System von isotropen
Parallelen gibt (diese Ebenen sind ndmlich singuléar), projiziert sich eine jede
andere isotrope Gerade orthogonal in eine regulire Gerade. Der weitere Teil
des Satzes ist evident.

Satz 12. Die Neigungsgeraden einer Ebene projizieren sich entweder in Punkte
(wenn die Ebene orthogonal zur Bildebene tst), oder auf Geraden, die orthogonal
zu Projektionen der Hauptgeraden der gegebenen Ebene sind.

Beweis. Wenn die Ebene « orthogonal zur Bildebene x ist, ist sie nur dann
reguldr, wenn sie die Bildebene x in einer reguliren Geraden schneidet. Dann
sind die Neigungsgeraden von der Ebene « regular und zur Bildebene ortho-
gonal ; sie projizieren sich daher in Punkte.

Sei jetzt die Ebene o nicht zur Bildebene orthogonal und ihre Schnittge-
rade #p> mit der Bildebene x sei isotrop; dann ist die Ebene « regulir. Die Ebene
% | 7 durch die Gerade 7p* ist ndmlich singuldr. Wenn es durch die Gerade #p>
noch eine weitere singulare Ebene gibe, miisste die Gerade 7p* zu allen Ge-
raden des Raumes 2 orthogonal sein, was ein Widerspruch ist. Die Ebene x
ist daher zu allen Ebenen durch die Gerade 7p* orthogonal. Sei jetzt s* eine
willkiirliche Neigungsgerade der Ebene o und sei P = [7p2, s*]. Die Sen-
krechte zur Bildebene = durch den Punkt P und die Gerade s* bestimmen
die orthogonalprojizierende Ebene ¢ der Geraden s* und diese Ebene ist zur
Spur 7p> orthogonal. Dann ist auch die Schnittgerade s} = [0, n] orthogonal
zur Spur 7p%.

Sei die Schnittgerade #p* von Ebenen 7, « regulir; dann sind die Neigungs-
geraden reguldr, wenn die Ebene « regulir ist und sie sind isotrop, wenn
die Ebene singulir ist. Sei s* eine willkiirliche Neigungsgerade der Ebene «
und sei P = [s%, #px]. Sei s die Senkrechte durch P zur Bildebene x und sei
o — [s, s?]. Die Ebene ¢ ist die orthogonalprojizierende Ebene der Neigungs-
geraden und nach dem Kriterium fiir Orthogonalitit von Geraden und Ebenen
ist 7p> | o und daher ist auch s] = [g, ] zur #p* orthogonal.

Satz 13. Eine Senkrechte zu einer Ebene projiziert sich orthogonal in die Bilde-
bene entweder in einen Punkt (wenn die Ebene mit der Bildebene parallel ist),
oder auf eine Senkrechte zu Projektionen der Hauptgeraden der gegebenen Ebene.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist evident. Sei jetzt die Spur der Ebene «
isotrop. Dann kann die Ebene singulir sein, wenn sie orthogonal zur Bilde-

221



bene ist. In diesem Falle ist die Gerade #p* gleichzeitig eine Senkrechte zur
Ebene o und der Satz ist bewiesen. Wenn die Ebene « regulér ist, ist die Senk-
rechte zu ihr auch regulir und liegt in einer singuliren Ebene durch die
Gerade 7p* (anders gehort die Gerade 7p* zum Radikal des Raumes 2, was
ein Widerspruch ist). Die Projektion dzr Senkrechten ist dann die Spur #px
und die Behauptung ist bewiesen.

Wenn die Spur #p* regulir und die Ebene « singulir sind, dann ist die
isotrope Gerade der Ebene « gleichzeitig orthogonal zu ihr und nach dem Be-
weis des vorigen Satzes ist ihre Projektion zur Spur 7p* orthogonal. Wenn
die Ebene o regular ist, fithrt man den Beweis wie im Satz 12.

Satz 14. Zwes zueinander orthogonale Geraden projizieren sich wieder auf zwes
zueinander orthogonale Geraden gerade dann, wenn keine von thnen zur Bildebene
orthogonal und mindestens eine von thnen mit der Bildebene parallel ist.

Beweis. Wenn beide gegebenen Geraden parallel zur Bildebene sind, ist
die Behauptung des Satzes evident.

Wihlen wir jetzt eine willkiirliche isotrope Gerade a, die mit der Bildebene
nicht parallel ist; ihre orthogonale Projektion (nach Satz 11) ist eine regulire
Gerade a;. Alle Geraden orthogonal zur Geraden a liegen in einer singuldren
Ebene o durch die Gerade a (bzw. sie liegen in einer mit ihr parallelen Ebene);
es gibt gerade eine solche Ebene. Nach dem Beweis des Satzes 12 ist die Spur #p°
der Ebene ¢ orthogonal zur Geraden a;. Sei P = [*p®, a;]. Keine von den
Geraden der Ebene ¢ durch den Punkt P (also keine der Senkrechten zur
Geraden a), mit Ausnahme der Geraden #p°. projiziert sich auf die Parallele
zur 7p° und die Behauptung ist bewiesen.

Sei die Gerade a eine willkiirliche regulidre Gerade, die nicht zur Bildebene
parallel ist. Wahlen wir auf der Geraden a einen willkiirlichen Punkt 4 ; dann
liegen alle Senkrechten zur Geraden a durch den Punkt A in einer reguliren
Ebene o, die orthogonal zur Geraden a ist. Nach Satz 12 hat die Haupt-
gerade 7h* der Ebene « durch den Punkt 4 die Projektion "] orthogonal
zur a;. Alle anderen Geraden der Ebene « durch den Punkt 4 (ohne Riick-
sicht darauf,ob sie isotrop sind oder nicht) projizieren sich auf regulire Ge-
raden und daher kann sich keine von ihnen auf die Senkrechte zu a; projizieren.

Satz. 15. Ein Paar von orthogonalen Projektionen (Ay, Bi) wvon zwzi ver-
schiedznen Punkten A, B ist gerade dann mit dem Paar (A, B) kongruent, wenn
die Verbindungsgerade [A, B] mit der Bildebene parallel ist.

Beweis. Wenn die Verbindungsgerade [4, B] mit der Bildebene parallel ist,
dann folgt die Behauptung des Satzes aus dem Satz 10. Sei jetzt die Ver-
bindungsgerade [4, B] nicht mit der Bildebene parallel; ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, dass der Punkt B in der Bildebene
liegt und dass B = O. Sei K der Vektor 4 - A4;;dann A; = A 4 K ist. Weiter
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folgt A = A2 - 2AK + K2 = A2 + AK + (A + K)K = A2  AK + AK =
= A2 4+ AK; da AK + 0, ist A7 & A2 und daher sind die Paare (4, B), (41, B1)
nicht kongruent.

Konstruktion. Sei jedes Element des Korpers T ein Quadrat; dann kann man
an der Bildebene ein Paar wvon Punkten kongruent zum willkirlichen Paar
der Punkte konstruieren, deren Verbindungsgerade nicht isotrop ist und deren
Projektion keine isotrope Gerade ist.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen,
dass die Bildebene n durch einen von gegebenen Punkten geht und diesen
Punkt kdnnen wir als den Punkt O wihlen. Dann beniitzen wir die Bezeichnung
des vorigen Satzes und wir wéhlen in # einen willkiirlichen Vektor C orthogonal
zum Vektor A;. Ein solcher Vektor existiert, denn der Vektor A; ist nicht
isotrop. Suchen wir jetzt einen solchen Vektor 7A, dass 7A2 = A% und 7A =
= A, + kC. Dann muss A} + k2C2 = A? sein, oder k2 = (A2 — A?)/C2. Nach
unserer Voraussetzung gibt es ein Element k € T, das diese Gleichung erfillt.
Es gilt auch k2C2 = K2, denn A2 = (A; — K)2 = A; 4+ K2; daraus folgt K2 =
— A - A} = k2C2,

Bemerkung 7. Diese Konstruktion fithrt zur bekannten Konstruktion
im euklidischen Raume, wo man die umgeklappte Strecke so bekommt,
dass wir auf der Senkrechten zu ihrer Projektion durch 4; eine Strecke derselben
Lange wie die Héhe des Punktes A4 iiber die Bildebene konstruieren.

Satz 16. Bei der Bezeichnung des vorigen Satzes sind die Paare (A, Ay) und
(7A, A1) kongruent.

Beweis. AA; = (A + K)A; = A%; 7AA; = (A1 + kC)A, = A%. Da nach
vorigem Satze 7A2 = A2 gilt, folgt die Behauptung aus Definition 2.

Bemerkung 8. Dieser Satz fithrt im euklidischen Raume zur bekannten
Konstruktion des Winkels kongruent mit dem Winkel einer Geraden mit
der Bildebene.

Satz 17. Set die reguldre Ebene o micht zur Bildebene m orthogonal und se:
thre Schnittgerade mit der Bildebene eine regulire Gerade mp*; sei jedes Element
des Korpers T ein Quadrat.; dann gibt es eine solche Isometrie dzr Ebene o auf
die Ebene w (die Bilder von Figuren in der Isometrie o — 7 werden wir mit etnem
Kreischen rechts unten bzzeichnen ), dass die Verbindungsgerade der orthogonalen
Projektion eines Punktes der Ebene o und seines Bildes (in der Isometrie)
zur Spur mp* orthogonal ist und dass die Spur #p* punktweise invariant ist.

Beweis. Wihlen wir in der Ebene « zwei willkiirliche verschiedene Punkte
A, Bso, dass 4, B ¢ »p2, die Verbindungsgerade [4, B] und auch die Neigungs-
gerade von o nicht isotrop sind und dass die Neigungsgerade die Spur 7p>
schneidet; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir diesen Schnitt-
Ppunkt zum Punkt O wihlen. Sei s4 die Neigungsgerade von « durch den Punkt
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A und sei P = [s4, 7p~]. Ebenso sei sB die Neigungsgerade von: « durch
den Punkt B und sei R = [sB, 7p*]. Bezeichnen wir A = A — P, sA; = A} — P,
K = A; — A. Zuerst gilt es, dass die Vektoren sA; und P zueinander orthogonal
sind (nach unserer Voraussetzung gilt SAP = AP — P2 = (); sA\P = AP —
— P2 = AP — AP = (A, — A)P = KP = (}). Suchen wir weiter auf der Gera-
den si einen solchen Punkt A4y, dass die Punktepaare (4o, P) und (d, P)
kongruent werden. Dafiir bezeichnen wir sAg = Ay — P; dann $Ag = k3A;.
Weiter muss $Aj = SA? sein, oder k2 A} = sA2, woraus k2 — sA?j*A} folgt.
Nach Voraussetzung existiert ein solches Element k € T und Ay = P + ksA;.
Dann gilt, dass auch die Paare (0, 4) und (O, 4¢) kongruent sind; wirklich:
A2 = (P + sA)2 = P2 | 2PsA + sA2 = P2 | sA2; A2 — (P 4 ksAy)® — P2 L
+ 2kPsA; + k2sA? = P2+ k2sA? = P2 | sA2 = A2, Sei B = cA; dann, da
A =P | 3A, ist B = cP -+ csA;, oder R = cP. Ahnlich setzen wir fest, dass
SB = c5A, sB; = csA;, By = cAp, B; = cA;, woraus (B; — Bg)R = 0 folgt. Wihlen
wir jetzt einen beliebigen Punkt !4 auf der Geraden s4 und sei ‘A = P + [5A;
dann !Ay = P 4 IsA. Wenn ein solcher Punkt ¢4 existiert, dass die Ver-
bindungsgerade [¢4, 0] isotrop ist, dann ist auch die Verbindungsgerade
[t4y, O] isotrop. Fiir den Punkt {4 muss namlich ‘A2 = (P + SA)2 = P2
-4 i25A2 = 0 gelten. Dann aber gilt ‘A2 = (P 4- i8A)2 = P2 - i25A2 — P2 |
~+ 125A2 = 0. In unserer Isometrie entsprechen einander also isotrope Geraden.

Bemerkung 9. Mit Hilfe dieser Sitze kann man im Falle aller Paare
der Grundfiguren festsetzen, ob sie kongruent sind oder nicht.

Bemerkung 10. Da eine einzige Projektion zur Rekonstruktion der Figu-
ren nicht geniigt, muss mann noch eine Projektion, oder irgendwelche Analogie
der kotierten Projektion einfithren. Da wir die Anordnung des Korpers 7'
nicht voraussetzen, konnen wir nicht den Raum ¥ in zwei Halbriaume teilen.
Doch kénnen wir im Raume B einen von Null verschiedenen willkiirlichen,
zur Bildebene = orthogonalen, Vektor K wihlen. Dann kénnen wir jeden
Punkt 4 € A durch seine orthogonale Projektion A4; und ein Element 4k eT
charakterisieren, wobei der Vektor 4tK den Punkt 4 in den Punkt A4; trans-

formiert.
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