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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1956

O OKRAJOVEJ ULOHE ODPOROVE]J
GEOELEKTRIKY PRE PRETIAHNUTY
ROTACNY ELIPSOID

T KOLBENHEYER

Katedra banickeho meraistva a geofyziky Vysokej Skoly technickej v KoSiciach

Okrajovi ilohu o homogénnom pretiahnutom rotaénom elipsoide v homo-
génne vodivom neohrani¢enom priestore pri syteni bodovym zdrojom vy-
riesili K. L. Cook a R. (. v. Nostrand [1]. RieSenie tejto Glohy mé z hladisk:
aplikovanej geoelektriky svoj vyznam v tom, Ze umoziiuje napr. vypracovat
vhodnejst teoreticky model synklindly, nez je model s nekoneénym hruhovym
polvalcom [2, str. 100—102], vypocitat vplyv pretiahnutého telesa na umelé
geoelektrické pradové pole a pod.

V' citovanej praci [1] autori uvadzaji vzorce pre potencial pridového pola
bez odvodenia a nezaoberaji sa otazkou konvergencie nekonecénych radov,
vyjadrujicich tento potencial. V tejto stadii odvodime najskér zakladné vztahy
pre homogénny pretiahnuty rotacny elipsoid a dokazeme konvergenciu pri-

slusinveh radov.
I. Nicktoré pomoené vzoree a vely

Okrajovi Glohu pre pretiahnuty rotaény elipsoid budeme riesit v sféroidalne;j
stradnicovej sistave. Budeme pritom pouzivat symboliku zavedent v [3. str.
133—174] aj tam uvedené definicie Legendrovych funkeii oboch druhov.

Rovhnica uvazovaného elipsoidu v pomocnej kartézskej sturadnicovej sistave
nech je 22 n re 1 (1
a* b2 ’
kde = je vzdialenost F'ubovolného bodu na ploche elipsoidu od jeho rovnikovej
roviny. » vzdialenost tohoze bodu od rota¢nej osi elipsoidu. Pre 'ubovolny bod
mozno zaviest sféroidalne siradnice & a 1, stivisiace s jeho kartézskymi stradni-
cami podla vztahov
2= ek =) (l — &) — 1), (2)
pricom tretou sféroidalnou stradnicou je azimut ¢ merany od niektorej pevne
zvolenej poludnikovej roviny. V rovniciach (2) je
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Stradnice & a 1 daji sa vyjadrit pomocou z a r vzfahmi

1 , IE
E— - J__|),-z ot e? (i 4 e b 222 ez !
e} 2 1 (4)
1 14
o= e (R e )R et |“.
[
Plochy 7 = konst. st pretinhnuté, rotaéné elipsoidy konfokdlne s elipsoi-

dom (1), ktory tiez budeme nazyvat zikladnijm elipsoidom a rovnica ktorého
v sféroidalnej ststave je

((, «
o= . = .
e | a® — b2
Plochy & = konst. tvoria polovice dvojdielnyeh rotaénych hyperboloidoy

taktiez konfoka nych s elipsoidom (1).
Stvorec clementu dizky sa dd v sféroidalnej stiradnicovej ststave vyvijadrit
kvadratick ‘m tvarom
ds? = b7 d& A By du2 4 15 dg? - A2 ()
v ktorom
=& | N ;
hy = ¢ |/ RN P l/;!/2 ST e = e (= )0 1) )

V dosledku toho Laplaceova diferencidlna rovnica pre Tubovoln harmonicki

funkeiu V' ma v tejto suradnicovej ststave tvar
J e )()V 0 O l)//‘\" | T e 0 ()
— , = He — - - . -5 - )
& 7 Y / Ay (L — &) (2 — 1) ug*

[4, str. 340] a da sa riesit Fouricrovou metiédou pomocou Legendrovych funkeii

prvého a drahého druhu. V skuto¢nosti. ak kladieme ako obvykle

T(Ey ) = N(E)YO)COS Y (=002, 7
V(E . ¢) \ ( ))(:})Sin g (m 1.2, ) (7)

potom z rovnice (6) vyplyva najsamprv

1 (l >
- — £)X'(&
1 df m>
= 1 )Y (1) — = Lk = konst.
V() dy ( Y (1) R ons
A ak dalej kladieme £ — n(e |- D.pricom volimen - 0, 1.2.3, ... vidime,

ze X a Y, sa daji vyjadrit pomocou pridruzenych Legendrovyeh funkeii
prvého a druhého druhu [3.str. 153]:

X(&) = AvP(&) + Br@i(&).

Vi) P+ DIQI). ()
kde Ay, By, (v a D) st konstanty.

" "o

(%
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Funkeie Q/(u) odvodzujeme z funkeif ,(u) takym istym sposobom ako
funkeie P/(u) z Legendrovych polynémov P, (), t.j.

oA (u
Qr(u) = |1 — a2 |- (f;(u)

7 toho vyplyva, ze vietky tieto funkeie sti nespojité pri u = - 1 a nadobtdajn
NP ) )
pri tychto hodnotdch svojho argumentu nekoneéne velk hodnotu, lebo sama
funkeia @,(1) ma tvar
1 I+l
Q. () = P u)ln

|
2 1]—1(,

+ R,(u)

[3.str. 150—1517. v ktorom R, () je polyném stupnia n—1. Preto vo vsetkych
pripadoch. ked body rotacnej osi o stiradniciach &= -1, > | maji byt
reguldarnymi bodmi pola. kladieme pri rieseni okrajovej ulohy pre pretiahnuty
rotacny elipsoid B = 0. Stradnica i nadobtda hodnotu / v kazdom bode
tisecky spojujicej obe ohniskda zakladného elipsoidu, ¢o vyplyva zo vztahov (2)
a (3). Pretoze tato G=eéka lezi vo vnutri kazdého elipsoidu konfokalnej ststavy.
je zrejmé. ze pri vietkych funkeiach V (£, 9, @), ktoré st harmonické viade vo
viutri niektorého z tychto elipsoidov, véitane oboch ohnisk, je aj D) = 0.

Priow - - oo varestd Pr(u), k nekoneénu ako u”, zatial ¢o Q(u) konverguje
ke nule akow " ' [3.str. 155]. Ak teda pozadujeme, Zeby funkeia ¥ mala konecni
hodnotu i pri w- ~ oo, musi byt aj % = 0.

Funkeie V(& v, ¢) dehnovane vztahmi (7) a (7a) nazyvame harmonickymi
funkeiami pretmhnuteho rota¢ného elipsoidu (sféroidu). Z prave rozvedenej
tvahy mozno ustdit, Ze funkeie harmonické viade vo vnutri niektorého elip-
soidu konfokdlnej sistavy moézeme napisat vo forme nekone¢ného radu

oL n
A Y
o npEN [, A" e o Mot .
V- Z Z PEP () (A cos m @ + By sinm ), (8a)
it Oom 0
funkeie harmonické viade zvonka uvazovaného elipsoidu a v nekoneénu regu-
lairne vo- forme radu

N z Pr(&Q:0)(f cos m @ + Dysinm ), (8h)
" i m 0
pricom A7 Bro(a Dyostoopit konstanty. Podrobnejsie sa rozobera tito
otazka v [5, str. 396—403].
Pri rieseni okrajovej tillohy pre pretiahnuty rotadény elipsoid treba potencial
neporuseného primarncho pola rozlozit v rad podla sféroidalnych harmonickych
funkeii. Pri bodovom syteni je tento potencial

lo
Vo= ink = R ®)

kde 1 je intenzita sytneho pradu, o $pecificky odpor prostredia, v ktorom sa
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nachadza zdroj. Rad pre harmonicki funkciu 1/R odvodeny je napr. v [5. str.

399]. Ak sturadnice zdroja st &,, v , a suradnice bodu, v ktorom uvazujeme
] 0> Hos $o

primdrny potencial, &, », ¢, plati pri naSom oznacovani

;:" i i(l)"‘(Zn,+])(2—

n-0m 0
— 1) (n - m)! - PUENDP, (5)Q (1) Pr(1)) cosm (¢ qy) (10x)
4 m)! wiso) Ly AN VAN \ fo
alebo
g n
1 I\ O
o Z 2 (— 1)y (20 4 1) (2 —
R ¢ I
0w 0 (10b)
y» (n — m)!® PAENP (&P ( - ,
- {m) (n 7"‘*;7771)! I n(“ll) N(“/ N('/(l) l)rr(’/) COs m ((P - (]n)
podla toho, &i je v, > »n alebo i, < 1. V rovniciach (10a. b) je o, Kroneckerov
svmbol, t.j. 0, = 0 prim - 1, 2.3, ... zatial ¢o o) = 1.

2. Riesenie okrajovej ulohy pri hodovom sYteni

Majme zikladny elipsoid o rovnici
n = K = konst.,
vo vnutri ktorého nech je specificky odpor vSade o,. zatial ¢o homogénne
prostredie vypliujice celd vonkajsiu oblast ; > E ma $pecificky odpor o,.

Zdroj, v ktorom sytime rovnosmernym prudom konstantnej intenzity /.
nech ma suradnice &;, 1,, ¢, .

Uvazime najsamprv pripad, ked sa zdroj nachadza mimo elipsoidu. t. j. s, >
> K (vonkajSie sytenie). Pre potencial primarneho pola platia tu vztahy ()
a (l0a), pricom kladieme o - o,. Skuto¢ny potencial vo vonkajsom priestore
oznatme V,, vo vnutri elipsoidu V, a pisme

Vi=T1,+ W, Vo=V,+ W,. (I'L)

Funkeie W, a W, st pridatné¢ (indukované) potencidly vo vonkajsej oblastia vo

vnutri elipsoidu. Kazda z nich je harmonickd vo svojej oblasti, a nema v nej

ziadnu singularitu. Preto v sulade s poznatkami z kap. 1 a prihliadajic na

stmernost pola podla roviny preloZenej osou rotacie elipsoidu a zdrojom piseme
@ n

W, = z >: AP EQ(n) cos m(p — ¢y),

\

W, — Z }4 B, PP, (n) cosm(q — ¢,),
w o 0om 0
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kde A2 a By st predbezne nezndme konstanty, ktoré uréime z okrajovych pod-
mienok platnych pre potencialy V,a V, na ploche zakladného elipsoiduy = K.
Ticto podmienky st

(V )l« - ( )M
LoV ﬂg) (13)
o \on ), L’z( on

7 prvej okrajovej podmienky dostdvame

Z Z ArPH(E) QLK) cosm (p — @) = Z Z B P& P(E) cos m(gp — ¢).

nwo0ome 0 n-0m -0
Q 'protn?u tento vztah plati identicky pre vietky v dvahu prichadzajice hod-
noty & a ¢, musi tiez platit

AT QIE) = BP(EK). (L4a)
Ak v rovniciach (10a, b) polozime pre kratkost
2 12— o) (n—m)p =
/1::: — (_ l)m (7771 + )( ”7/7)7 (7”7 ! ) (l:))
e | (n 4 m)!
ozna¢ime pomer oboch §pecifickych odporov g,/o, = %, 1, /4% = ¢,, druh
okrajova podmienku mozno so zretelom na rovnice (10a), (11) a (12) napisat

Vv otvare

oA h

D0 [w QU B) + Bl (B P2(E) cos mlp — ) =

o Oome 0

vz Zwu AP IEWPHEQ )P (B) cos m(p — g,)

n0om
a tato rovnica plati identicky pre vsetky hodnoty & a ¢ vintervaloch —1 <& =
210 g < 2z Preto
QI (B) 4 BiPY(B) = gyl — 1) APHE)Q )P (E).  (14h)
Yiesenim ststavy rovnic (14a) a (14b) dostavame hodnoty koeficientov A2 a B
ol — D) AP Qi) P (B)PI(E)
' PU(E)QUE) — »P/(E)Q)(E)

el —1) APIE) Q) P (E)Q:(E)
T PIUEQUE) — xPAE)QI(E)

Yovnice (11) a (12) predstavuja spolu so vzorcami (16) rieSenie okrajovej tlohy
pri syteni bodovym zdrojom umiestnenym vo vonkajSom priestore. Postup

(16)

>

ricsenia je ten isty aj pri syteni vo vnutri elipsoidu, lenze v tomto pripade

pouzijeme miesto vztahu (10a) rovnicu (10b). Potencial neporuseného pola je

teraz

V. — ] 02 92
[ 4 Y R R
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Z prvej okrajovej podmienky dostavame tak isto ako predtym
AQ) = BIP,
zatial ¢o druhd podmienka vedie k rovnici
—xAQ(B) + BIPV(K) = qy(x — DAIP(E)P!(4,)Q ()
Koeficienty A2 a B2 maja pri svteni vo vnttri elipsoidu hodnotu
A — (2 )AZI—P (EOP)(10)Q) (E)P(E)
! P(E)Q!(E) P, (E)
ol DAL PR () 1)
’ PU(E)Qi(B) — =P (E)Q; (E)
Dokazeme, ze spoloény menovatel zlomkov na pravej strane rovnic (16) a (17).
t. j. determinant prislusnych linearnych sastav, je odlisny od nuly. Stcasne si
objasnime niektoré vlastnosti Legendrovych funkeii. o ktoré sa budeme

opierat v niektorych dalsich tvahéch.
Pridruzené funkeie definujeme pre argumenty « > | zndmymi vztahmi

AP, (u) o), ()

Pruw) = (u* — 1)2 Q) = (ur —1)2 . (13)

du” du

Pretoze Legendrov polyném P’ (u) ma n redlnych koretov v interva,le (—1. 1
a ma ])11% = 1 kladnt hodnotu, plati o jeho m-tej derivacii (m = 0. 1,2, ... ).
7ze ma v uvazovanom intervale n-m korefov. Pri tej istej po(lmlcnl\e w1 je
preto P,j’(u) vzdy kladné. Z prvej rovnice (18) dostavame derivovanim

P (u) = )mu P" (u) + ! Pt (u), (19)

" Ju? — 1
z ¢oho vidime, Ze pri w > 1| je vidy aj P, (1)= 0 (odmoeninu v menovateli
v druhom ¢lene vpravo treba brat s kladnym znamienkom). Znamienko rov-
nosti plati len pri m =n = 0.
Pre funkeiu ¢, (u) plati pri uvazovanych hodnotach argumentu vztah

o N (n + 28)!
@) = }J S!(ZZ'H,+2 o)l oi |

S0
[3, str. 149] a v d6sledku druhej rovnice (18) je

s

‘ "X (A s)! (- m 2s)!
(x):(u) i (“l)w 2::(,,2; 1)_3 2‘ ( “7) ( —{’ "T%‘ .)? . (2”)
sl(Zn + 2s + )lw m®
s 0
Ak tato rovnicu derivujeme podla w. po trocha zdihavej, ale inac elementdarnej
aprave dostavame
o (n+s— Dl 4-m-+4+2s— 1) [m(n+

N 425 1) + nn 4 1)]
Qr (w) = (—1)" 12 1 (u2 — )2 12 sU(2n 4+ 25 — D! (2n +

N 5 woom 2y
4 28 4 1)u
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Vidime. Ze Q" (w) a @™ (u) je priw > 1 taktiez vidy odlisné od nuly a ze Q' (u)

ma také znamienko ako (—1)", Q' (u) také ako (—1)"'!. Pretoze pomer §peci-
fickych odporov x je prirodzene vidy kladny a pretoze v zmysle definicii uve-

denyeh v kap. 1 je vidy K > 1, vyplyva, Ze oba déleny vyrazu
Di(E) = PI(E)Q(E) — =P(E)Q"(E),

predstavujiceho spoloéného menovatela zlomkov na pravej strane rovnic (16)
a (17). st odlisné od nuly & maji rovnaké znamienko. Preto D;/(E) je nutne od-
lisné od nuly a ma, ako z predoslych Gvah vyplyva, také znamienko ako (—1)".

Jedint vynimku tvori pripad » = 0, g, = 0, t. j. pripad dokonale vodivého
elipsoidu), lebo Py (K) = P, (K) = 0, a teda v tomto pripade je D, (E) = 0.
Rovnica (14b) je identicky splnend pre n = m = 0, koeficient B, mézeme volit
Tubovolne, zatial ¢o pre koeficient Aj plati rovnica (14a). Okrajova tdloha
v povodnom zneni nie je preto riesitelnda jednoznaéne a do uvahy prichadza
tu iba vonkajsie sytenie (vnitorné bodové sytenie ma ten isty uc¢inok ako sy-
tenie celou dokonale vodivou elipsoidovou vlozkou). Potencial vo vnuatri elip-
soidu je pritom konstantny, o ¢om sa lahko presvedéime zo vztahov (10a),
(11). (12) a (16).

7 diferencialnej rovnice pridruzenej funkcie

m
(W2 — 1) Q) = |n(n + 1) + /—Iié”i ] ,]Q,’,’L(u) — 2uQ (u) (22)
vyplyva so zretelom na odvodené znamienkové pravidla, ze hodnota funkcie
Q" () ma pri w >1 také znamienko ako @ (w), t. j. ako (—1)". Pretoze .’
ma opacné znamienko ako @) a .7, je zrejmé, ze tak @, ako @ si funkcice
v absolitnej hodnote monoténne klesajice v intervale (1, co).

Poukazali sme uz na to, ze P je v intervale (1, co) kladna, monoténne
vzrastajica funkeia (pretoze P, je v tomto intervale kladné). Dokazeme este.
ze v tom istom intervale je aj °)” vidy kladné, a teda ze aj P}’ je stupajiica
funkeia.

Vivchadzajice z diferencialnej rovnice pridruzenych funkeii mdzeme sa Tahko
presvedcéit o spravnosti vatahu

(w2 — 1)y (P — Py = 2u (PrQ; — PrQ.)).
7 Coho
Qu(PQr — PrQ’ PQ:
poBUPIQ—PIQT) P %)
(w? — 1) Q) (u* — 1)@,
Q. Q aQr,

vyplyva. ze Wronského determinant dvojice (P, @), vystupujuci v citateli
pryého zlomku, ma to isté znamienko ako @), t. j. ako (—1)", a to isté zna-

Zo znamienkovych pravidiel, ktoré sme odvodili pre P, P;’

"o S}

no

mienko ma aj éitatel druhého zlomku. Preto priw >> 1 musi byt P?” (u) kladné
]

0

a nemoze sa rovhatb nule, lebo napr. prvy ¢élen na pravej strane rovnice (22)

115



a v ddsledku toho aj druhy c¢len na pravej strane rovnice (23) je od nuly od-
ligny.
Dokéazeme teraz, ze rad pre reciprok hodnotu vzdialenosti dvoch bodov

Z Z AP (ENPHEP, (1) Qr(v,) cos m(p — ¢,).

-0 m

kde 7, > # a ¢initel A je delinovany vzorcom (15). mozno dervivovat po ¢le-
noch podla premennej #, lebo rad

7 . o\ P
()r/ ( ) Z Z AP ENPHEV P (1)@0r(4,) cos m(p — @) (24)

n 0 m-=

konverguje rovnomerne v kazdej oblasti vymedzenej dvoma elipsoidmi o para-
metroch ), , 4,, vyhovujicich podmienke | << ;<2 1y << 9y,. O tiito vetu opierali
sme sa mléky pri pouziti druhej okrajovej podmienky, ked sme derivovali
reciprokit hodnotu vzdialenosti podla normdaly k zikladnému elipsoidu. Aby
sme ju dokazali, odvodime najsamprv niekolko dalsich pomoenych viet a vzor-
cov pre pridruzené Legendrove funkecie oboch druhov.

Podla znamej adi¢nej teorémy pre Legendrove polynémy [6. str. T4—76].
[3, str. 160—161] je

n

W -
P, (cosy) = }_‘ (2 — 0,) fn " m; P (cos iy) P (cos ) cos m (¢ — q,). (25)
m -0

kde (9o, @,) a (, @) st polarne sGradnice Tubovolnych dvoch bodov leziacich
na jednotkovej guli, a y je uhol, ktory zvieraja prievodice oboch tychto bodov.
t.j.

€os y = ¢o0s ), cos  + sin ), sin & cos (¢ — @,).
Ak v rovnici (25) polozime ), &, ¢, = ¢ a teda cos y = 1, dostavame vztah

n

(n — m)!

Z (2 — 0, )(n o) IP”’ (cos )2 =1,

-0
ktory plati pre Tubovolné 8. Pretoze vietky ¢éleny s(¢tu na lavej strane si
kladné, plati zrejme nerovnost
(n + m)!

(2 —0)) (n —m)!" (26)

]
[Py (cos )| =< |/
V rovnici (24) vystupuji premenné &, a & meniace sa v intervale (—1.1).
Vzhladom na vztah (15) a na nerovnost (26) je teda
2n + 1 (n — m)!

L AP (&) P (E) cos mn — ) = .
L AP (E0) P (E) cosm (o 7o) | = o (n 4 m)!

(27)
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Vvchadzame dalej zo zndmeho vztahu

§ , (=)™ (n + m)!
. m _pr m .\~ ) 4 28
Q" (P (n) @) = g1 — )l (28)
[3. str. 158]. Ak prihliadame na to, Ze @, konverguje k nule pri » -> oo,
[ahko dokazeme, Ze je
iy W (n+ m)! ' . du "
Qn('/) - ( ) (n _ WL)'P (71) I’I)m( )J2 (uz . l) . (*‘))
0
Pretoze I (u) je v intervale (1, co) monoténne vzrastajica funkeia, vyplyva
dalej, ze je

.

(n + m)! dw 1 (n +m)t n 1
u?

(n — m)\ P2 () () In (30)

Lo < ) P
Q) | 1 2f Pr(n) (n — m)! n—1’
"

a teda
Lo m)t o 1 P ()

(n —m)! "™y =1 P S

P () @) | < Y
Uvazujme teraz funkeiu

(1"'Pn(i/) " - "

P =T O = D = PR O = 1)

Vietky korene polynému Py, st redlne rozlicné a lezia v intervale (—1,1)
[6. str. 25—26]. Ak «, je Tubovolny z tychto korenov, je korefiom aj — x,.
Preto mozeme pisat

m

Pin) = A0F = D2 Do = o) (o = ) o (2 — ),

kde 4 je konstanta, ¢initel [#] = # prineparnom n — m,keds = — (n — m — 1).

2
., \ 1
a[y] = 1 pri parnom n — m, ked s = 5 (n — m).
Pretoze pri o, > 7 je
i L/ e T
1/‘, — 1 nlony — «F T
vidime, ze je
() ('/ )
(") . (32)
Pu(’/o) - o

Pokial' ide o derivaciu funkecie P2(y), plati pre fu rovnica (19). Ak roz-
vinieme polyném
dP (w)

Pt =



})Odl’a’ TEL}"JOI‘OV]]O VZOrca v l)“(,lo W = 17 \4 kf()l‘()nl \'S(“tktv ](’h() del‘l\'acl(‘, St

kladné, mame

n-—-m nom
Pir(u) = Z au — 1), G E ra(w — 1)1 a, >0,
o0 re0
z ¢oho priw > 1
yot S P
LUy T B
a teda
L, ) — o Py
| — | I"’/"(’/“) T Py,) '
7 rovnice (19) a nerovnosti (32) V‘\"Pl)”"“ takto
Py my n “') Pi(y) - P ("/)” (33)
Py \p— vt = 1P Ty — Ty,

Preto v doésledku nerovnosti (:§|) je

In + 1 (n-+m)! ( )y )

~ 1)y, — " (n — m)! \y,

L) Q) | <y

a v dosledku nerovnosti (27)

!/]/,:,])m(:“) P ) l)‘ ('/) Q. (’/0) cos m (¢ — (/)(l) | =
| el ( ) ( ’/)
< Iy " n{n - ,
N "(") — 1 " 1o T 1 T 2 Y

"Z ALPENPIEY P () Q1) cos m (¢ — @) -
m- 0
1 TR | ( 1 ) n\"
< In " n{n - - n-+ 1) (-] .
ey — 1) gy — 1 2 ( ) o

Avsak z d’Alembertovho kritéria vyplyva, Ze rad

! y 'lZn(n+ )(7&—}—1)(7/)
e(n — 1) 1/,, Mo

konverguje, lebo v pripade, ktory prave uvazujeme, je 1 < o << 4,. Z nerov -
nosti (34) teda vidime, Ze rad (24) je rovnomerne a absolitne konvergentny
v kazdej oblasti ohrani¢enej oboma elipsoidovymi plochami » = ), a i == 1,.
pricom 1 <<, <1, < ¥,.

Pri syteni vo vnutornej oblasti vyjadrili sme reciprokit hodnotu vzdialenosti

(34)

n

od zdroja vzorcom
1
W ZAP&MMHHq%W

n 0 m 0
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a pri pouziti druhej okrajovej podmienky derivovali sme tento rad podla pre-
mennej 4, pricom sme zase mléky predpokladali, ze rad
g n
\_\ ‘ /1 1 & ])'/r IS 1),,/ ('/r’ 35
L.( : " (S ) - u(‘“)' :/('/4]) l.)H ('/) (' '))
no O om0
konverguje rovhomerne v urdéitej oblasti, vo vnitri ktorej lezi cela plocha
elipsoidu y = K > 1,. Dokdzeme teraz spravnost tohto predpokladu. Zo
vztahu (28) Tahko odvodime rovnicu

]),f'('y]()) (A,l)/”\l (I& + HI) ) » ;
= 1);;'(,”)[ w1 (n — m)! + Q) P, ()/)I

a vzhladom na vzoree (29) je dalej

Pom e | (’”’ -+ "1) r; ('/n) 1
. R AVAR|
PrR) Q) = (—ayn (o E e

o

’ du
— P () P ‘ .
LD ] poquye e — 1)
i
Avsak P(u) je v intervale (1, co) monoténne stipajica funkeia, pricom
S P (), Pr(a,) st kladné. Preto, ak prihliadame aj k nerovnosti (32)
& (3”),

Pi @ | < (o 2 (0

(n — m)! n

P () Q7" (1)

1 n 1 P(n) In " +1
‘ Loy In

|2 — 1 2 Pi(n) n—1
Nerovnost (33) plati, ako sa lahko presvedéime, aj v tom pripade, ak v nej
polozime #, = #, a nadobtda v tomto pripade tvar

P (n) n
. . 36
P(n) = 7 —1 B
Preto
. : (v 4+ m) g\ 1 n T -
Py, Q : - . :
W) @0 () | < (0 — m)! ()/ 2 1 4 20 — 1) In ) — | (37)

Ak teraz pouzijeme aj nerovnost (27), dostivame
i/l”‘[) (“u)- (E)l)“('/n)(L) ( )(‘ Os ((/) - (p“) | <

_ 2n + 1 (1/“>" 1 . n ' + 1
T e ¥ w—1" 2n—1) n—1}

H

D ATPIE) PIE) Pon) @ () cosm (g — g) | <

- (n 4+ 1) 2n 4 1) (17(,)”[ 1 n n In " + l'l .

teda

7 »2r—1 " 2(n —1) »—1
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Avsak rady s kladnymi élenmi

o0

(','(,]'z];; 0 2 (n 4 1) (2n + 1) ('f/“)

n=0

v - 0t ‘Z (” i 2) (n -+ 1)(.")/;1)”

konverguji pri vSetkych hodnotach » > 1, ako sa mézeme opit presvedcit
pomocou elementarnych pravidiel. Preto rad (35) konverguje rovnomerne
a absolutne pri v8etkych hodnotach & v intervale (—1, 1) a pri vietkych hod-
notach » > 9, > ,, t. j. v cclej oblasti zvonka Pubovolného takého elipsoidu
konfokalnej ststavy (definovaného parametrom i), vo vnitri ktorého lezi
zdroj pruadu.

Dokéazeme teraz konvergenciu rieSenia okrajovej tlohy pre pretiahnuty
rotaény elipsoid, a to najskor pri vonkajSom, potom pri vnatornom bodovom
syteni.

Konstatovali sme uz, ze funkeia @)'(x) ma pri « > 1 opacné znamienko
nez Q)(u), zatial do P, (u) a )" (u) st kladné. Preto pre absoliithu hodnotu
koeficientu B} definovaného vzorcom (16) a vystupujiceho v rade pre pri-
datny vnatorny potencidal pri vonkajSom syteni plati

| Br < gy (e — l)‘l/]”']-’" ) Qo) P (K) Q/(E )

- P (B) Qu(E) | = (e — DIAPIE) Q)
v ddésledku ¢oho
| BI'P (&) P(n) cos m (¢ — ) | < L Gy — 1) L ARPE) P(E) cos m (¢ —

- )l i Pr) Q:A("}n) \
o pouziti nerovnosti (27) mime dalej

. 2n + 1 (n — m)! ‘ ,
| By Py (&) P(n) cosm (¢ — @) | < j 2'1/ il m;! L — 1) D LR () Qr(ny)

Avsak v dasledku nerovnosti (30) a (32) je

73]

) N (71 + ) Pl(n) du P 17 i ’|'7l (n 4 m)! 1 \,“
P @) | < (n—m)! Pi(yy) ) w2z — 12 n e — L (n— m)' iyl

Hao

pricom », > 5 = 1 (uvazujeme vnutorné pole pri vonkajSom syteni). Dostd-
vame takto nerovnosti

| . | ., s "
l\ I':P:(E)-P:('/) cos m (¢ — (/’n)l < ‘(li<% b "In o 41 (n + 3 ) ()/) , (38)

¢ ]71
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Hl

S\ By P(&)P)(n) cos m (¢ — (pn)‘

< e —1) ‘]n,?/“,,,“{_ : (n + - L )(n + )( )’
¢ Moy — Ho
Avsalk rad
- 1 n\"
5o ooy
no-0

je pri uvazovanych podmienkach zrejme konvergentny, z ¢oho vyplyva rovno-
mernd a absolitna konvergencia radu

W, Z ? BIP(£) Pi(n) cos m (¢ — ¢,)

n- 0 m

vyjadrujuceho pridatny potencial vnuatorného pola pri vonkajSom syteni.
Tento rad konverguje teda rovhomerne vo vnutri a na povrchu kazdého elip-
soidu konfokalnej sustavy, ktorému prislicha parameter i < 1, a teda aj
vo vnutri a na ploche zakladného elipsoidu

Uvazujme teraz vSeobecny ¢len radu vyjadrujiceho pridatny potencial pri
vonkajSom syteni a vo vonkajsej oblasti. Ak uvazime opit, Ze pri w > 1
pridruzenda funkeia @) (v) ma opaéné znamienko nez jej derivacia, je zrejmé,
ze v celom vonkajsom priestore véitane povrchu zdkladného elipsoidu plati

Ay P (&) Qr () cos m (¢ — ¢,) |

= | A PiE)QNE)cosm (¢ — @),

a pretoze v zmysle rovnic (16)

AT QIE) = B! P)(K),
dostavame dalej, ak prihliadame aj k nerovnosti (38)
LA P E)Qu(n) cosm (¢ — @) | = | By PUE)PIE) cosm (¢ — @) | <
- e~ 'I')iln-l’/” T (n 4 ]) (]g)»
e 1y — 1 2/ \n,
Dospievame takto k uzdveru, ze rad
-3 ?

A7 PE) Qi) cos m (9 — )
D

n 0 m

vyjadrujici pridatny potencial vo vonkajSom priestore pri syteni v niektorom
vonkajsom bode konverguje rovnomerne a absolutne v celej vonkajsej oblasti
viéitane povrehu zakladného elipsoidu » = E.

Uvazujme dalej pridatny potencial vo vonka,]éom priestore pri syteni bodo-
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vym zdrojom, ktory sa nachidza vo vnitri zakladného elipsoidu. V' tomto pri-
pade je 3 > 5,. Postupujic podobne ako predtym dostivame najsampry
| m m " m’ "
‘(](/ - |)|‘/l,,],,(f“)]) ('/0)0 F P, (E) .
X m(E) (Jw’(k
Ly — 1) | [ Iy l),/i‘(s(,)l),:(('/“)

4z <

a teda
| A P& Qu(y) cos m (¢ — qo) | <1 quGe — 1) [ [ A0 L&) L&) cosm (¢ —
o) [ 12 Coge) Q20 |-
V dosledku vztahov (27), (30) a (32) je dalej
1) 1 I »
| A P& Ql(n) cosm (9 )| < M'(/G )| ‘In :j _] 1(11/ -+ _,) (7“) . (39)

7

¢oho vyplyva, ze rad

W, = Z 3 Ay P (&) Qi) cos m (¢ — ¢p)
n=0 m l
konverguje rovnomerne a absolitne nielen v celej vonkajsej oblasti zakladného
elipsoidu 2 = HE, ale aj vo vonkaj$ej oblasti a na povrchu kazdého takého
elipsoidu konfokalnej ststavy, vo vnatri ktorého sa nachddza zdroj.
Konedne treba este dokazat konvergenciu riesenia pre vnutorné pole pri
vnutornom syteni. Pretoze v tomto pripade je

<K, B P(K) = A2 Q(E),

7 :
a pretoze P! () je v intervale (1, oo) monoténne stiipajica funkeia, plati naj-
samprv
| By P(&) Pr(n)cosm (¢ - @) | = | B P& P!(FK)cosm (p — ¢,) ==
AL PE) QLZ‘(E) oS M (¢ — qu) | -
7 nerovnosti (39) vyplyva viak dalej

w/\

| Y Vo

mri P s @ gl < M e L) () oo
a vychdadzajace z tejto nerovnosti mozno bez tazkosti dokazat. ze rad vyjadru-
juci pridatny potencial vo vnitri zakladného elipsoidu pri vnatornom bodo-

vom syteni konverguje v tejlo vnitornej oblasti rovnomerne a absolitne.
Pri pouziti druhej okrajovej podmienky pre riesenie okrajovej tlohy derivo-
rali sme rady (12) po ¢lenoch podla premennej #, pretoze tato okrajova pod-
mienka vztahuje sa na deriviciu vonkajsieho a vnitorného potencidhu v smere
normaly k zikladnému elipsoidu. Postup, ktory sme pouzili, je pr qmstn\' iba
vtedy, ak rady vznikajice derivovanim radov (12) podla premennej i kon-
verguji rovnomerne v urdéitej oblasti, vo vnitri ktorej lezi cely povreh zaklad-
ného elipsoidu. Dokédzeme preto este, ze je tato podmienka skutoéne splnenad
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Pri vonkajsom syteni je, podobne ako predtym,

(B <nle — 1) APIE) Q) |

a leda
CBIPIEY P () cos m (@ — @) | << | g (e — 1) ] ATPIE) PIEVPY () QU () |

Rovnomerna konvergencia radu

Z B P(&E) Py (1) cosm (¢ — )

=0 1)
vo vadtri TubovoIného elipsoidu w = 4, <1, je preto priamym dosledkom

roviiomernej konvergencie radu

o
iy

( ) Z 2 AL PLE)PUE) P ) Q) cos m (g — o),

w0 om

ktort sme uz dokazali.

Vzhladom na to, ze [ Q) (w) | je v intervale (1, o) monoténne klesajica

funkeia. je vo vonkajSom priestore a na povrchu zdkladného elipsoidu
| A2 P& Q) () cosm (¢ — @) (&) QL (E) cosm (¢ — Do) | -

Avsak v dosledku druhej okrajovej ])odmienky vyjadrenej rovnicou (14h) jo

'

m

T

U Q(K) = B"'P”'(/") o 0 D ATPHE) P ) Q)

a preto

L 1 o
CATPHE) QL () cosm (@ — @) | = . | BIPI(§ PY(E) cosm (9 — @) | -

gt — 1) -
OGO e P P Q2 ) cosm (g — g1

Pretoze rovnomerntt a absolitnu konvergenciu radov

7 »n

DD BUEPAH PI(E) cosm (g — ),
no O om0

Ve

> \ A7 PE) PIE) P E) Qi01,) cos m (9 — )
no0 IN_U

sme uz dokdzali, absoltitna a rovnomerns, konvergencia radu

72} 2

Z Z A:«nl),l/’(&:) (L):;,,(’/) COS M ((I') — (770)

n=0 m 0
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v oblasti 4 = K je prix == 0 zrejma. No pri x == 0 netreba o konvergencii tohto
radu uvazovat, lebo druha okrajova p()dnuenka redukuje sa tu na

(OVQ) =0
on |y

a netyka sa teda potencidlu vo vonkajsej oblasti.
Podobne pri vnutornom syteni je
PA] Ll — 1) AT PI(E) Pl () |

a teda
[ A PIE) Q) () cosm (p — @) | < | qu(ee —

— l)[ AP, (& )[)'( )P:(/’/n) err] (1) cos m (9 — qu) .

Pretoze, ako sme uz dokazali, rad

r))/< = Z z 1 P& (&) L (1) Q1 (1)) cos me (9 — ¢v)

n-0 m- 0
konverguje rovnomerne a absolitne v kazdej oblasti 5 =~ > »,. konverguje
v tej istej oblasti tak isto aj rad

o0 n

Z z Ay P& QY () cos m (p — ¢)-
n=0 m=0
Pretoze funkcia P;"(u) v intervale (1, co) monoténne vzrastd a je v tomto
intervale kladnd, plati pre celd vnttornt oblast zakladného elipsoidu a pre
jeho povrch (n = K) vztah
| B P(&) Py (n) cosm (¢ — @) | = | Bl PI(E)P(K) cos m (¢ — @)
Avsak v dosledku druhej okrajovej podmienky je pri vottornom syteni

B PI(E) = x A7 Q! (E) + qo(x — 1) A7 P(E) P (1) Q) (F)

a preto
| B P& P () cosm (¢ o) | = x| ATPUE) QU (E) cos m (¢ — ¢y) -
+ | qole — 1) [ A L2(E) Pri(E) P () Q2 (E) cos m (0 — @)

Konvergenciu radov

z z Ay Pr(&) Q) (E) cos m (@ — o),

n=0 m=0
[o 0] n
Z AL PIE) Pi(E) P () @1 (B) cos m(p — ¢)
n=0 m=0
sme uz dokazali. Preto konverguje aj rad
o n
S pom pagEy Pty e
> B P& L () cosm (¢ — )
n-=0 m=0
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rovnomerne a absolitne v oblasti y < K, t. j. vo vnttri zakladného elipsoidu
a na jeho povrchu.

Dokaz jednoznacnosti riesenia nasej okrajovej tlohy dd sa vykonat meto-
dami, ktoré st v tedrii poli obvyklé a vychadzaji z Greenovej vety. Prvé rie-
senie (V,, V,) nech je napr. totozné s riefenim, ku ktorému sme v doterajsej

Gvahe dospeli, druhé (V,V,) nech je riefenie od tohto odlisné. Rozdiel

l, I, = 1, je potom funkcia harmonickd vo vonkajSom priestore, rozdiel
'y =V, — V, funkecia harmonicka vo vnutri elipsoidu a ani jedna z tychto

funkeii nemd vo svojej oblasti Ziadnu singularitu. Okrem toho, vo velmi vel-
kej vzdialenosti R od zdroja (t. j. pri R — oo) konverguje potencial U, k nule
najmenej ako 1/R? a na povrchu zdkladného elipsoidu vyhovuji obe funkeie {7,
a U, okrajovym podmienkam (13).

Pouzijeme Greenovu vetu na funkeiu U, v oblasti 7, vymedzenej elipsoi-
dovou plochou S o rovnici 4 = K a gulou K polomeru R so stredom napr.
v bode (&), 1. o), pricom R volime tak velké, aby cela plocha S lezala vo vnutri
gule K. Ak n je vonkajSia norméla elipsoidu, mame

) /
/ U, (( (ll / U, s ds = [(grad U,)?dr,, (41)

on
N S 2

kde dA. dS a dr; st elementy povrchu gule, elipsoidu a objemu vonkajsej
oblasti 7,. Pri B - co prvy z integralov na Tavej strane konverguje k nule.
Na povreliu elipsoidu je okrem toho vzhladom na okrajové podmienky

aU, 10U,

U, = 1, "71-
N on % on
a preto rovnica (41) nadobida tvar
U ’
[U (7—72 S = — j (grad U,;)?2 dr,. (42)

Ak pouzijeme Greenovu vetu na funkeiu {7, vo vnutornej oblasti 7, zakladného
clipsoidu. dostavame
T oU ’ )
/ L ag - j (grad U,)* dr,,
o 2

. an
N 19

a teda vzhTadom na rovnicu (42)

zf (grad U))? dry + f (grad U,)2dr, = 0. (43)

Prix = 0maoze viak tito rovnica platit iba vtedy, ak je identicky
grad U, = 0, grad U, = 0,

t.j. ak st funkeie U7 a U/, konstantné. Potom vsak z prvej okrajovej pod-



mienky vyplyva, Ze ich hodnoty s rovnaké. No pri R~ co musi 7} kon-
vergovat k nule, ¢o je mozné iba vtedy, ak

U, =U,=0

'2
n
veta dava pri pouziti na funkeiv U, vo vnitornej oblasti

grad (7, =0, U, = konst. — L.

Pri % = 0 druhd okrajova podmienka redukuje sa na 0 a Greenova

Urdenie funkeie /7, redukuje sa potom na riesenie vonkajsej Dirichletovej
tlohy pri podmienkach (U,), =k a {7, =0 pri R - co najmenej ako 1/R.
Tato Gloha ma jediné riesenic

k
U, = Q(,(l"j) Qo(1) (+4)

a o jednoznacnosti jej riesenia mozno sa presvedéit pouzitim Greenovej vety
ako predtym. AvSak £ je Tubovolna konstanta. a preto riesenie okrajovej ulohy
v povodnej matematickej formulacii, ako sme videli uz aj skor. nie je pri
% — 0 jednoznacéné. ._l(shu vicobecny tvar (pri vonkajsom syteni) je

-y Z 21/ £) Q1 () cos m (g — ) + o.,/ @ (43)

N=0m 0

Vo k

b

kde
AP (&) Qo) P3(F)
Qi(E)

a R znamena vzdialenost od zdroja. Rad na pravej strane rovnice (45) kon-

Ar= - O (46)

verguje prlt()m rovnhomerne a absolitne v celej vonkajsej oblasti 4 == [

lebo | Q' (y) | = | Q/(K)]a rad

] Z 2 Ay PYE) QUE) cosm (¢ — q,),

;\' 0 m 0
predstavujici reciprokid hodnotu vndinlenosti bodu (& K. ¢) leziaceho na
povrchu zakladného elipsoidu od zdroja, je absolitue a rovnomerne konver-
gentny v prislu$nej oblasti premennych & a ¢.

Pravda, dana fyzikdlna dloha md pri vietkom jednoznacéné riesenie. Npociva
to v tom, Ze pri g, = 0 treba jej formulaciu po matematickej stranke doplnit.
lebo Laplaceova rovnica AV, = 0 neznamena v tomto pripade, Ze sa vo vnutri
rakladného elipsoidu nenachidzaju Ziadne zdroje pridu. ako je to pri o, < 0.
Ak v8ak takéto zdroje neexistuji, musi byt

Vs = o,
Jn

N



Ak tu vsadime za V; z rovnice (45), je najsamprv

Y 1) o
(]1] ()n(R,db =0

8
lebo 1/R je vo vnutornej oblasti harmonickd funkcia. Dalej je v dosledku
vzorcov (5h)

) -
[ 21240 @3ty cos m (g — gl a5 = o (B2~
Joon

N
-4 1

— D) QV(E) | P& dE | cosm (¢ — ¢,) dg
P r

l
a vyraz na pravej strane je odlisny od nuly iba vtedy. ak je N = m — 0. Preto

must byt
k ) ()Qn(n)
SdS =0
(A” + LU(F)) / n d

kde sme pisali 4, namiesto A). Pretoze integral vystupujici na Tavej strane
je odlisny od nuly, musi byt

k= — AQ(H)

konstanta £ je teda dalSou podmienkou, ktord sme zaviedli, jednoznadéne
urcéena. l’o‘rcncml VO vonkaJsom priestore d4 sa napisat v tvare

V, - ([! . Z Z AvPYE)Qy(n) cosm (¢ — @,). (47)
m=0
Pri 0, = 0 a :Lk()mkol'vck vntitornom syteni musi byt V, = konst. — I
a potencial ¥V, dostavame riesenim \'()nkajécj Dirichletovej tlohy:
Vy = Q (E Qo (n) -
0

Hodnotu konstanty £ mozno tu uréit z podmienky

-
! / Mg -1,
o) on

N
kde 7 znamend intenzitu sytneho priadu. Po vypodte, ktory tu neuviadzame,
dostavame

T'o,
4re

b
b 2B, V= 20,0, (43)

Ak ide o elipsoid dokonale nevodivy, kladieme ¢, —> 0o, % -> 0o a do Gvahy
prichadza iba vonkajsie sytenie, pricom druhi okrajovia podmienku formulu-

jeme vztahom
"y
on s



Pri tom istom oznacéovani ako skér dava Greenova veta pre vonkajsiu oblast

U, . .. oU, .

—— -— J. ——= ‘V — ¢ 2 .
f U, R dK [ U, i S [ (grad U,)?dr,
K N

.
Prvy z integralov na lavej strane rovna sa nule pre ta istd pri¢inu ako pred-
tym, druhy preto, lebo v désledku druhej okrajovej podmienky je

()171)
) o,
an | s

Opit je teda U/, konStantné a musi sa rovnat nule vzhladom na asymptoticky
vztah platny pre tato funkeiu pri velkych vzdialenostiach. Ak vezmeme do
Gvahy aj prvi okrajova podmicnku, vo vndtornej oblosti pluti

T dU, ’ ’ ol

Uy——=dS = [ (grad U,z dr, = 7,7 2dsS =0,
on J . on
i o N

Preto je tiez U, identicky rovné nule a okrajovd tloha ma v tomto pripade
jednoznacné riesenie dané vztahmi (11) a (12), pricom

@ PIE) Qi) P

Ay = o ,

Q(E)
g G PIE) Q) Py (B) Qi (E) (49)
B P(E) Q. (E) '
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O KPAEBOWM 3AJAYE TEO3JMNEKTPHUKH
COMPOTUBALEHHWA HNJA BBITAHYTOTO
QUIJAHNITCOMUMITA BPAILEHNWS

THUBOP KOMNBEHIAWEDP
BoiBo /b
B crartbe roBOpHTCSI O TEOPHIl TOJsE TOMCUHOTO MCTOUHIIKA TOKAa B HEOTPaHHUYEHHOM O.1HO-

PCJLHOM NIPOCTPAHCTBC, KOTOPOC CONCPHUT B cebe OJIHOPO,;LHO leOBU,‘UHlUIl”l Bl:I'I‘ﬂHyTbIl“l EHNITE
LICOUA BpalICHUS. ,U,()Ka?thBiH‘TCS{ pPaBHOMEepPHASsT CNOJHMOCTL PSLAOB BCTPCUAKOULHNCS B pellie-
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I Kpaesoil 3ajiaull, M NPe/CTABIAIOULIX NOTCHIIAM BO BHEWHClH 1 BHyTpenHel ofjacty.
Jladee jlokaspiBaeTest paBHOMCPHAsST CXOJUIMOCTL TPOM3BOIHLIX 3THX PS0B N0 HATPaBJCHIIO
HOPMAJBL HJITHIICOI A BO BCSIKOH TOuKe ¢ro nosepxuoctii. Kpaesass zajaua 1 Bce ¢ Heft
CBA3AHILIC BOMPOCHL PCHIAKTCS JIJIst CJAY4asi BHCLIHCTO H BHYTPCHHETO BITANMSL.

UBER DIE RANDWERTAUFGABLE
DER WIDERSTANDGEOELEKTRIK FUR
EIN VERLANGERTES ROTATIONSELLIPSOID

TIBOR KOLBENHEYER

Zusammenfassung

Das Feld ciner punktformigen Stromquelle im homogenen unbegrenzten Raum, der
ein homogenes verlangertes Rotationsellipsoid abweichender Leitfihigkeit einschlieBt,
wird theoretisch gelost. Die gleichmiiBBige Konvergenz der Reihen, die das Potential im
AuBenraumund im Innern des Ellipsoids darstellen, wivd bewiesen. Ahnliche Beweise wer-
denauch fiir die Konvergenz der Ableitungen des priméidren Potentials und der resultioren-
den Potentiale in Richtung der Normale zur Ellipsoidiliiche gegeben. SchlieBlich wird dic
Eindeutigkeit der Losung untersucht. Die vorliegende Randwertaufgabe und alle damit
zusammenhingenden Konvergenzfragen werden sowohl fur den Fall d&ulerer Speisung, als
auch fir den Fall einer im Inneren des Bllipsoids befindlichen Stromquelle gelost.
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