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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1956

LINEARNE SYSTEMY
PROJEKTIVNYCH PRIBUZNOSTI NA PRIAMKE

VACLAV MEDEK

Katedra deskriptivnej geometrie Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

1. Uvazujme realnu projektivnu priamku P, a na nej pribuznosti = bodov
ur¢ené rovnicami

’
0%y = @&y + Uy
0X, = A ¥y + Qggit's,

o (ai, + aly + ai, + aiy) F 0, (1

kde z;, x,, «}, x, st projektivne siradnice vzoru a obrazu v tychto pribuzno-
stiach.

V dalsom budeme predpokladat. Ze vietky &isla su redlne.

Je zrejmé, ze pribuznost x sa nezmeni, ak miesto ¢isel «,; dosadime do
rovnic (1) ¢isla ka,; (k == 0). Mozeme teda priradit kazdej pribuznosti = bod
realneho projektivneho trojrozmerného priestoru P;, a to jednoznacne.

Ak predpokladame

Uyyllgy — @ oty = 0,

2

vsetky pribuznosti @ s projektivnymi pribuznostami priamky P,.
Ak naopak

Qo — Wpaltyy = 0, (2)

potom tieto pribuznosti budeme znaéit 7z, a budeme im hovorit singuldarne
projektivity priamky P,. Z podmienky (1) vyplyva, ze potom ma determinant
sustavy (1) hodnost prave rovnua 1.
Oznacéme
Yo = Qs Yo = Qg Y3 = Ay, Yy = Aoy (3)

Potom vsetky singulirne projektivity =, priamky P; sa zobrazia na body
kvadriky @ o rovnici
Y Yy — Yulfy = 0.

Kvadrika @ je reguldrna, priamkova kvadrika.
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ldenticka projektivita sz, priamky P, je urc¢end rovnicami
X = anr,, Xy = Ap®y, @ F 0
a zobrazi sa teda do bodu ¥ (1,0, 0, 1).

Dohovor: V dalsom, vzhladom na rovnice (3), nebudeme robit rozdiel medzi
bodmi priestoru P, a pribuznostami z priamky P,. Tak napriklad budeme
hovorit o stradniciach pribuznosti 7 a pod.

2. Delinieia 1. Pod zvizkonn pribuznosti 7 budeme rozumaet vsetky tie pribuz-
nosti . KMoré sa zobrazuji na body priambky priestoru P,. Podobne pod sielow
pribuznostl T budeme rozwmiet vietky tie pribuznoste w, ktoré sa zobrazia na body
roviny priestoru Py.

Veta L. Vietky projektivne pribuznosti zvizku "X, ktory obsahwje identickii
projeltivitu. sic rovnakého typu (s vinimkow identickej projektivity).

Dokaz. Zvizok *Y projektivit uréime neidentickou projektivitou 'z o sii-
radniciach 'y, a projektivitou z;. Projektivity zvizku *N maji stradnice
(2 4 ANy A, Ays. Ay R Atyy). kde AF 4= 23 = 0. Typ projektivity uréime
pomocou korefiov charakteristickej rovnice

A= A — Ay, s '

. — 0. 4
; Ay A— 2 — Ay, )

Pre 2, = 0 dostdvame identicki projektivitu. Predpokladajme, ze 2, + 0
A oznadme

A— A=A (5)
Potom rovnica (4) ma tvar
PA— AN Ay, |
! s A, (6)
LAy A= Ay |

Tiato rovnica moze mat alebo dva od seba rozne korene (hyperbolickd pro-
jektivita). alebo jeden koren, pre ktory hodnost charakteristického determi-
nantu bude rovna 1 (parabolickd projektivita), alebo nemd ziaden koren
(eliptickd projektivita). Jednotlivé moznosti dostavame podla typu projekti-
vity 'z Z rovnice (5) a (6) potom priamo vyplyva, Ze vietky projektivity
zviizku Y st rovnakého typu.

Veta 2. AL neidentickd projeltivita z je hyperbolickd (parabolickd. eliptickda),
polom zeizok projeltivit *3, wréenyj projektivitow m a identickow projektivitou ;.
A zobrazl na priamku “Py, ktord md s kvadrikouw @ spolocné dva body (jeden,
Haden).

Dokaz. Sdaradnice prieseénika priamky “P; s kvadrikou ¢ dostaneme ric-
senim rovnice

Ao Ay

R ady (e F b 2 QoY — Rty = 0L (T
Mlys A Ay, Ve (M M)a AL ("' s 2'Y3) (7)
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Diskriminant tejto rovunice je zrejme ten isty ako diskriminant rovnice ()
a z toho u% tvrdenie vety vyplyva priamo.

Veta 3. Pavabolické projektivity priamky Py sa zobrazuji na body kvadraticlej
kuzelovej plochy K tangent Lvadriky Q. prechddzajiicich bodom K (s vijninikcn
bodu E a dotykovijch bodov nu kvadrike Q). Hyperbolické (eliptické) projelti-
vity sa zobrazia do vonkajsich (vraitornijch) todov kuZelovej plochy K (s vijnim-
cow bodov kvadriky Q).

Dokaz. Bod E nelezi na kvadrike @ a kvedrika @ je regularna. preto existuje
nedegenerovand kvadraticka kuzelova plocha tangent zostrojenych z hodu £
ku kvadrike §). Nech je bod /I obrazom hyperbolickej projektivity “=x. Bod f/
zrejme nemdze lezat na kuzelovej ploche K (podla vety 2). Spojnica b bo-
dov KH nech pretina poliarnu rovinu ¢ bodu K vzhlTadom na kvadriku 4
v bode H . Polarna rovina %’ bodu I1" vzhladom na kvadriku @ splyva s po-
larnou rovinou bodu H’ vzhladom na kuzelova plochu KA. Pretoze bod f/
je vonkajsim bodom kuzelovej plochy A, je nim aj bod H'. Rovina =" ma
teda s kuzelovou plochou A spoloéné dve priamky. Prieseénica 2" rovin ex’
je zdruzenou polarou k priamke b vzhladom na kvadriku . Pretoze priamka /7
pretina kvadriku @ v dvoch hodoch. pretina ju v dvoch bodoch aj priamka /.
Podobnym sposobom by sme urobili dokez aj pre eliptické projektivity.

Definicia 2. Budeme rozlifovat dva druhy singuldrnwych projeltivnycle pribu:-
nosti. Singuldirna projektiviia 1. druhw w:d jeden bod (singuldrny bod 1. druh).
ktorému nezod poveda Ziaden bod priamky Py, « jeden bod (singuldrny bod 2.
druhw ), ktory zodpoveda vselliym ostatuijin bodom pricinky Py a je réziy od
predehddzajiceho bodw. Pre singuldarnu projektivitu T1. druhw obidva ticto body
splijvagia.

Veta 4. Singuldrne projektivity 1. drahu sa zobrazujit wa tie body kvadrily ).
ktoré neleZia sicasne aj v polarncj rovine € bodu E vzhladom na kvadriku Q. Singu-
(drne projektivity T1. druhu sa zobrazuji na body kufeloseéky ¢ rezu roviny ¢
s kvadrikow Q).

Doékaz. Polarna rovina ¢ hodu K vzhladom na kvadriku ) ma rovnicu

Yo+ Y= 0
Body, ktoré samy sebe zodpovedaju v singuldrnej projektivite. dostancme
rieSenim rovnic

(@ — )i, + @y = 0. Uy A+ (g — 0)ay = 1.
Prislusna charakteristicka rovnica je
3 0% — (A + @) 0+ Upllyy — Wty = 0.

Pretoze ide o singuliarne projektivity. je absolitny ¢len tejto rovnice rovny
nule a rovnica sa redukuje na rovnicu

0F =y ) o O
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Jej korene s ooy = 000, - dyy 4 Gy Korenl gy = 0 dava bod o stradniciach

02
NI - Uy gy = — (g @ Uy, Kbory je singuldrnym 1. druhu. Koren o,
moze byt rozny alebo rovny nule. Je roviny nule, ak sa singulirna projektivita
zobrazi na rovinu . Ked ¢, == 0. potom (\,xlxtuw bod o stradniciach x, : ,
(U gy (gt agy . ktory jesingularnym 2. druhu. Ak o, = 0. potom neexistuje
na priamke P, ziaden bod. ktory by sam sebe zodpovedal. a vietkym bodom
priamky P, zodpovedd bod o stradniciach @y @ xy == — ay @ ay,.

7 toho uz tvrdenie vety Tahko vyplyva.

Pomoenda veta. Nech bod Pya pravi kuZeloseéka kb leXia v rovine Py a nech bod
Py je vonkai&im bodom kuZeloseéky k: mech p, je polira bodu P, vzhladom na
kuzeloseclu k. Nech “p je priamka prechddzagica bodom Py taka, Ze pretina kuZe-
Tosecleu kv dvoch od seba réznych bodcech PP’ 5 potowm vietly body P,. pre kioré
plati

(PP Py =0, 20y resp. (P PP P) =6, 10,10, =1 | 0, (N)

S

leXia na pravej kuZeloselle k., ktord je perspektivne kolinedrna s kuZelosechon
/ 0 /
opre stred kolinedacie v bode a 0s kolinedcie v priamke p,.
Iy tred kol v bode P, kolinedci ke p,
Okaz. Zvolme v rovine P, sturadnicovy systém tak. Ze bod P, bude mat
Dol V/ 2 . A 0
stradnice (0.0.1) a prieseéniky PP’ polary p, s kuzelose¢kou & budi mat si-

radnice (0.1, 0), (1.0,0). Nech kuzelose¢ka k ma potom rovnicu @2, — @i == 0.
Priamka “p ma rovnicu

kg = s = 0, ai + ai + 0.
Prieseéniky priamky “p s kuzeloseckou & maji potom siradnice @, @ 1wy =
foay | —ay I—(l, ay | ay. Najdime na priamke “p bod P,, o l\t()rum

plati jedna z rovnic (8). Jednoduchym vypoctom zistime, ze stradnice tohto
bhodu st

Wyt gy = Py |y (O — 0y) b ay [y (0 — 0y) tay Jay (0 - 0y).
Vietky takéto body vyhovuju rovniei

0y + 092232, — (0, — 0,)2a% = 0.
To je zrejme rovnica kuzelosecky zvizku urdeného tymito degencrovanymi
kuzeloseckami: 1. kuzelose¢kou rozpadajicou sa v priamky x, = 0. @, — 0,
2. kuzeloseckou rozpadajiicou sa v dvojnasobne pocitanit priamku ay = 0. Ticto

kuzelosecky dostaneme 1. pre o, = ()», :_’. pre 0, - — 0,. Kuzelosecku £ dosta-
vame pre 0, = 0, 0y = |, resp. 9, = == 0. Pre kazdi in neusporiadanii

homogénnu dvojicu (0,. d,) (lostavmne tcda prava kuzelosecku k,. Pretoze
dvoma tangentami s bodmidotyku a dalsim bodom je kuzelosecka jednoznacne
urcend a perspektivna kolinedcia, opisana vo vete, tiez kazdému bodu prira-
duje jedint kuzelose¢ku, obidve kuzelosecky splyni, a tym je veta dokazani.

Neta 5. Hyperbolické projektivity s dangm charakteristickjm dvojpomerom
PO T sa zobrazujic na reguldrnw priambkovic kvadrikw Q. perspektione koli-
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nedrnu kw kvadrike Q, pre stred kolinedcie v bode K a rcvinu kolinedcie v rovine ¢
(s vynimkou kuZelosecky ¢). Involutdrne projektivity sa zobrazujic na rovinw ¢
(s vynimbkow kuZelosecky ¢).

Doékaz. Zvizok projektivit uréime bodom £ a bodom P('y,. s Yy fyy).
kde 1y ty, — Yyolys == 0. Pricseéniky spojnice p = PFE s kvadrikou ¢ urc¢ime
riesenim rovnice (7). Parametre 4,. 4, mézeme chapat ako projektivne strad-
nice na priamke p a potom stradnice prieseénikov ‘PP’ priamky p s kvadri-
kou @ sa

Mg 3 = [y + ') (a4 e — 40ty — tntn)] 2
Stradnice bodu P sti'd; =0.'4, = 1 a bodu £ st 24, 1.2, == 0. Dvojpomer
bodov PE“P'P’ potom je

(PEPP') = — (b Ty + P+ ) — A0ty — ' ) ) ()
=y ) — V(g ) — gy — st s)
¢o je zaroven hodnota charalteristického dvojpomeru prislusnej projektivity.
Ak vymenime body “P*P’, zmeni sa hodnota dvojpomeru (9) na reciprokit. Ak
teraz zostrojime vSetky mozné rezy kvadriky ¢ rovinami prechiadzajicimi
bodom £ tak, aby tieto roviny mali s kuzeloseckou ¢ vidy dva od seba rozne
body spoloéné, vyplyva tvrdenie vety priamo z pomocnej vety.

Poznamka. Zrejme kazda perspektivna kolinedcia so stredom kolincdcie
v bode K arovinou kolireacic v rovine ¢ priraduje kvadrike ¢ nejaki kvad-
riku ;.

Veta 6. Projektivity, ktoré maji spolocné samodruiné body, prishichaji zedzfu.
obsahujicema identickit projektivitu; singuldrne projektivity tohto zvizlkw maji
tieto samodruiné body za svoje singuldrne body 1. a 2. druhu.

Doékaz. Nech 'z je hyperbolicka projektivita so samodruznymi bodmi X'},
Nech obrazom projektivity 'z je bod 'P. Vsetky projektivity zvizku £-P maji
suradnice (4, -+ 4, 'y, L'y, A'ys, A+ A,'y,). Charakteristicka rovnica pre tieto
projektivity ma tvar
0 = 22+ Ay gl o+ A ALy )+ 2Cy = Tty = 0.(10)
Jej korene su

1 _ 1 . 1, ,_I‘ZA_,_l_l 1 _l_)l’
m:k+%m}mfum4@ oty —192s)

Z toho vidiet, Ze suradnice samodruznych bodov vébec nezavisia od volby pa-
rametrov 4,4,. Bez (ijmy na obeenosti moézeme za projektivitu 'z volit t invo-
liciu, ktord ma samodruzné body XY. Potom

Oig = A= A Tty =ty (I
a samodruzné body XY maji stradnice

&ty =y sy e Tyt — 'y
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Ningularne projektivity nasho zvizku dostaneme pre tie hodnoty parametrov
/. .. pre ktoré absolitny ¢len rovuice (10) je rovny nule. To st hodnoty

At Ay = )y s — "yt L (12)
Potom. dosadenim do rovnice (11), dostavame

— D 1 1, 1 1, J—
o= 21— Y Y, 0 = 0
Ningularne body 2. druhu dostaneme riesenim rovnice
(A + Aty — A)xy + Atz = 0
pre hodnoty parametrov 4 zrovnice (12) a dostavame tie isté body XY. Podobne
singulirne body 1. druhu dostdvame riesenim rovnice
(A + Aa)a, + 2axe, = 0,
ktorda pre hodnoty parametrov 4 podla rovnice (12) tiez dava tie isté body XY,
len v opa¢nom poradi.

Veta 7. Vetky singuldrne projektivity, ktoré maji spoloény singuldrny bod 1.
druhu. zobrazia sa na priamku 1. systému priamok kvadriky @ ; vsetky singuldrne
projektivity. ktoré maji spoloényj singuldrny bod 2. druhu, zobrazia sa na priamiu
2. systému priamok kvadriky Q).

Dokaz. Singularny bod 1. druhu dostaneme riesenim rovnic

A+ a2 =0, ayx; — A, = 0.
Potom zrejme obrazy vietkych singularnych projektivit o pevnom singular-
nom bode 1. druhu so siradnicami «,, x, lezia na priamke “p, o rovniciach

Ny T Yoy = 0, Y, A Yz, = 0.
Pre rozne volby bodu (x;. x,) dostavame tak dva projektivne si priradend
zviizky rovin, ktorych priesecnice tvoria 1. systém priamok kvadriky ().
Singularny bod 2. druhu dostavame rieSenim rovnic
Xy WX, = 0, % — apx, = 0.

Obrazy vsetkyeh singularnych projektivit s pevnym singuldrnym bodom
2. druhu o sdradniciach x;, x, lezia na priamke “p, o rovniciach

Yoy — Yoy = 00 gy — Yy = 0.
Pre rozne volby bodu (x,, ;) dostavame opiit dva projektivne si priradend
zviizky rovin, ktorych prieseénice tvoria 2. systém priamok kvadriky ).

Veta 8. Nech p je priamka roviny ¢, ktord nie je tangentow kuZelosecéky e ; potom
scmodruiné body hyperbolickych involiicii zvizku, ktorij sa zobrazuje na priamku p,
st parmi involicie, ktord sa zobrazuje do polu P priambky p vzhladom na kwZelo-
sechu e.

Dokaz. Samodruzné body hyperbolickej involicie st uréené kvadratickou
rovnicou

A X7 4 (Agy — @)Xy — a2 = 0.
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Potom samoedruzné body zvizku involtceii (pokial exisxtuji) st uréené rovnicou
(Aattoy ~+ Aoboy)at —+ (Aytas + Aoboy — Astyy — Aohpy)vgws — (Aytyy 4 Aobpp)s == 0 (13)

alebo

Ilan? + (dyy — @)y — api] A= 2y [0 27 4 (b - by)apry — bpat] == 0.
lovhica (13) urcuje involtciu.

Involicie zvizku sa zobrazia na priamku p urcentt bodmi A(a . ay. ay. 0y).
B(by. by, b;. by). Polarne roviny bodov A B vzhladom na kvadriku @ s
Xyl gy — Oyl b gy, =0, B by — byys — Doty + byyy - 0.
Spoloény bod P rovin xpe je pélom priamky p vzhledom na kuzelosecku o,
Jeho siradnice si
Pyt Py by == (Aghy - aghy) o= (uhy by - by A aghy) (= by Eoaghy by —

—t1yhy) ¢ = (aghy — tohy).
Bod P reprezentuje involtciu. ktorej samodruzné body st uréené rovnicou
(—aby + ayhy + arby — agh)a 4 2(ahy, — aby)xv, - (ahy — aby, — by -
4 agby)as = 0. (14)
7 podmienky pre apolaritu dvoch dvojic bodov priamym vypodétom zistime. ze
vietky dvojice uréené rovnicou (13) st apolarne k dvojici (14).

bosledok. Ak bod P’ na priamke p reprezentuje hyperbolickt involdeiu,
potom spojnica EP’ reprezentuje zvizok projektivit so spoloénymi samodruz-
nymi bodmi. Potom samodruzné body vsetkych hyperbolickych projektivit,
ktoré sa zobrazuji na rovinu uréent bodom I a priamkou p. tvoria pary
involicie, ktora sa zobrazuje do bodu P,

Yeta 9. Zmernime na pricmmke P, stiradnicovij systém tak, fe medzi starijmi a no-
viyme saradnicani bodov budid platit vzlahy

oy == by @y A by 00y = by F by vy by biyby 4= 0 (15)
kaZdey pribuznoste wt budda potom priradené v pricstore Py dva body PP, jeden pro
stary a druhy pre novij siradnicovij systém ne priambe Py o potom medzi bodmi
P a P je reguldrna kolinedacia B so samodruZnygm bodom K. pricom kea-
driky Q.Q, «a rovina ¢ sa transformuji semy na seba.

Dokaz. Pribuznost 7 nech je vyvjadrend v starych stiradniciach rovnicami (1),
Zmenou stradnicovéha systémin pomocou rovnic (15) prechodia rovnice pri-

buznosti na tvar

o) = (ahnbos + (baibas — @oibiba — auebioha ), 4
A (D yohey A a Dy — aa Dl — aubihyy) x,. . |
) 2 (16)
oxy = (—uybybyy — by A aably A ey by )y ‘

A (=, b by — 0 gbgbas A dybiibis b b)), .
Z rovnic (16) priamo vidiet, ze hod P (¥1- ¥z« Ys- ¥1) ako obraz pribuznosti 7 sa
transformuje do bodu P(y,. 7. 5. ya)» kde
oYy = buboty |- byibole — bibralts — byabs.y,.
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oYy Dby -+ Dosyy — bloys — Disbasys

oy = — bubayy — ULy + blLys -+ bnbay,.

oy = = bihyfy — babosys + bubisys + biabasy, -
Ide tu teda o kolinedarnu transformacin. a pretoze determinant z jej koeficientov
ma hodnotu (b — 0,0, )% vyplyva z rovnic (15) regularnost tejto kolinedcic.
Oznacime ju B,

Lahko sa presvedéime, ze bod B je samodruznym bodom kolinedcic B. Dalej

70 vztahu
oy -y == (Orbay — buba)(yy - 1)
ihned vyplyva, Ze rovina ¢ sa transformuje sama na seba. Podobne zo vztahu
P Yy yays) = Dby - DL (i — Yalts)
viplyva, ze kvadrika @ tiez sa transformuje sama na seba. Lahko nahliadneme,
ze vy raz b b3, -1 01,05 nie je roviny nule, ak je splnena podmienka (15).

Nech kvadrika @ vznikne zkvadriky @ perspektivnou kolineacion K (o strede
F a2 samodruznej rovine ¢). Nech kolinedcia K priraduje bodu 2 kvadriky ¢
bod P, kvadriky ;. Nech kolinedcia B priraduje bodu P bod P a bodu P, bod P, .
Pretoze kolinedcia N je perspektivna, lezia body EPP,na priamke p, a preto aj
body I/ KPP, musia lezat na zodpovedajicej priamke p. Bod P musi lezat na
kvadrike §). pretoze ta kolinedciou B prechiadza sama v seba. Kolinedcia B3
indukuje na priamkach pp projektivnu pribuznost, ktora je perspektivitou,
lebo ich prieseénik K sam sebe zodpoveda. Stred tejto perspektivity musi lezat
v rovine ¢, lebo tato rovina sa tiez transformuje sama na seba, a teda jej
pricsecnik s priamkou p zodpoveda jej priesedniku s priamkou p. Bod P, dosta-
neme teda takto: Najdeme priesecnik O spojnice PP s rovinou & a potom spoj-
nica OF; vvtne uz na priamke p hladany bod P, . Touto konstrukeiou sme viak
vlastne zostrojili v kolinedcii Ay bod zodpovedajici bodu P, a teda bod I?;
podla vety 5 lezi tiez na kvadrike @,. Ak bod I’ splynie s bodom 1”. potom
srejme aj bod P, splynie s bodom P,. Tym je veta dokdzani.

3. Na podklade predehadzajieich viet mozeme urobit klasifikaciu zvizkov
a sieti pribuznosti .

(‘elkove st Styri hlavné druhy zvizkov: 1. druh sa zobrazuje na priamky
prechidzajice bodom K, 11, druh sa zobrazuje na priamky kvadrik ¢, aleho
na priamky roviny ¢, TT1. druh sa zobrazuje na priamky kvadriky ¢ a IV. diuh
tvoria vietky ostatné zvizky.

1. druh: Na podklade viet 2 a 3 moézeme rozdelit zviizky 1. druhu na tri
skupiny:

I. Zviizok sa zobrazi na spojnicu bodu E s vonkajsim bodom kuzelovej
plochy K. Tento zvizok tvoria projektivity s pevnymi dvoma, od seba roznymi,
samodruznymi bodmi XY, dalej dve singularne projektivity 1. druhu, ktoré
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maju body XY za singularne body I.. resp. 2. druhu. a identicka projektivita.

2. Zvizok sa zobrazi na priamku kuzelovej plochy A. Tento zvizok tvoria
projektivity s jednym pevnym samodruznym bodom X. singuldrna projekti-
vita 2. druhu so singularnym bodom v bode X. a identickd projektivita.

3. Zviazok sa zobrazi na spojnicu bodu £ s vnutornym bodom kuzelove]
plochy K. Tento zvizok tvoria, okrem identickej projektivity. eliptické pro-
jektivity charakterizované jedinoueliptickouinvoliciou obsiahnutou vo zvizku,

I1. druh:

L. Zvizok sa zobrazi na priamku kvadriky Q. T'voria ho projektivity s jed-
nym pevinym samodruznym bodom a danou hodnotou charakteristického dvoj-
pomeru; okrem toho obsahuje tento zviizok vzdy jednu singulirnu projek-
tivitu 2. druhu, ktora sa zobrazi do priese¢nika uvazovanej priamky s rovinou ¢.

2. Zviazok sa zobrazi na priamku p roviny e. Zvizok potom obsahuje vylucne
involutérne projektivity a pripadne singulirne projektivity 2. druhu. Podla
polohy tejto priamky vzhladom na kuzelosecku ¢ mozu nastat tri pripady:

a) priamka p ma s kuzeloscckou e spoloéné dva, od seba rézne. body. Pretoze
vintitorné (vonkajsie) body kuzelosecky ¢ st zaroven vnitornymi (vonkajsimi)
bodmi kuzelovej plochy K. obsahuje tento zviizok, okrem dvoch singulirnych
projektivit 2. druhu, eliptické a hyperbolické involdcie. Samodruzné body hy-
perbolickych involicii tohto zvizku tvoria involaciu. ktora sa zobrazuje do
polu priamky » vzhladom na kuzelosecku e:

b) priamka p ma s kuzelosce¢kou e spoloény prave jeden bod. Zviizok obsa-
huje jednu singuldrnu projektivitu 2. druhu a hyperbolické involicie s jednym
pevnym samodruznym bodom:

¢) priamka p nema s kuzclosedkou e spoloény ziaden bod. Zviizok obsahuje
len hyperbolické involiicie. Samodruzné body tychto involicii tvoria opiif
involaciu, ktord sa zobrazuje do pélu priamky p vzhladom na kuzelosecku .

I11. druhb:

1. Zvizok sa zobrazi na priamku 1. systému priamok kvadriky @. Zvizok
obsahuje, okrem jednej singularnej projektivity 2. druhu, singularne projek-
tivity 1. druhu s pevnym singularnym bodom 1. druhu.

2. Zvizok sa zobrazi na priamku 2. systému priamok kvadriky ). Zvizok
obsahuje, okrem jednej singularnej projektivity 2. druhu, singuldarne projek-
tivity 1. druhu s pevnym singulirnym bodom 2. druhu.

IV. druh:

1. Zvizok sa zobrazi na priamku, ktord ma s kuzelovou plochou K dva body
spolotné. Zvizok obsahuje hyperbolické, eliptické a dve parabolické projekti-
vity (tieto mézu byt nahradené singularnymi projektivitami — typy a). b). ¢)).
Samodruzné body hyperbolickych projektivit zvizku tvoria hyperbolicka
involtciu, ktora sa zobrazi do pdlu roviny uréenej uvazovanou priamkou
a bodom F.
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2. Zviizok sa zobrazi na pricimku, ktord sa dotyka kuZelovej plochy A
Zviizok tvoria hyperbolické projektivity a jedna parabolickd. Typ a) obsahuje
miesto parabolickej projektivity singuldmu projektivitu 2. druhu a typ b)
obsahuje dve singularne projektivity 1. druhu, ktorych singularny bod 1., resp.
2. drubu. splyva so samodruznym bodom parabolickej projektivity.

3. Zviizok wa zobrazi na priamku. ktord nema s kuzelovou plochou K Ziaden
bod spoloény. Zvizok obsahuje okrem pripadnych singulirnych projektivit
I. diruhu (tvpy a). b). ¢)) samé hyperbolické projektivity. Samodruzné body
tyvehto projektivit tvoria elipticka involiiciu. ktord sa zobrazi do pdlu roviny
uréenej uvazovanou priamkou a bodom .

Celkove je teda 17 projektivine rozlienych druhov zviizkov pribuznosti .

Pomocou predehddzajiceich viet mozeme taktiez klasifikovat siete pribuz-
nosti . Kxistujd tri hlavné druhy sieti: 1. druh sieti sa zobrazuje na rovinu,
ktord prechdadza bodom £, 11. druh tvori rovina ¢ a I11. druh st vetky ostatné
siete.,

L. druh:

1. Niet sa zobrazi na taka rovinu bodom A, ktora, okrem bodu K. nema s ku-
zefovou plochou A ziaden bod spoloény. Tato siet obsahuje. okrem identickej
projektivity a singularnych projektivit 1. druhu, len hyperbolické projektivity :
ich samodruzné body tvoria eliptickt involuciu, ktora sa zobrazi do pélu uva-
zovanej roviny vzhladom na kvadriku ).

2. Siet sa zobrazi na tangencidlnu rovinu kuzelovej plochy A. Tvoria ju,
okrem zviizku druhu I 2 a dvoch zvitzkov singularnyen projektivit 1. druhu.
hyperbolické projektivity s jednym pevnym samodruznym bodom.

3. Nict sa zobrazi na taka rovinu bodom K, ktord pretina kuzelovia plochu A
vo dvoch. od seba roznyceh, priamkach. Siet obsahuje dva zvizky druhu I 2,
singularne projektivity 1. druhu, 2 singuldarne projektivity 2. druhu, eliptické
projektivity a hyperbolické projektivity. Samodruzné body hyperbolickych
projektivit tvoria elipticka involdeiu, ktord sa zobrazi do pélu uvazovanej
roviny vzhladom na kvadriku ().

IT. drub tvoria vSetky involutérne projektivity a vsetky singularne projek-
tivity 2. druhu.

IT1. druh:

. Riet wa zobrazi na rovinu v, ktord pretina kuzelosecku ¢ v dvoch, od seba
roznych. bodoch. Potom existuje takd kvadrika ,. ktora sa dotyka roviny .
Niet obsahuje vietky typy pribuznosti 7 (s vynimkou identity). Obsahuje aj dva
zvitzky deuhu T1 1.

2. Niet sa zobrazi na rovinu v, ktord ma s kuzelose¢kou e spoloény prave jeden
bod. Siet obsahuje, okrem identity 2 eliptickej involtacie, vsetky druhy pri-
buznosti 7. ale neobsahuje ziaden zvizok drul I 1.

3. Niet sa zobrazi na rovinu ~, ktord nemé s kuzeloseckou e spolo¢ny ziaden
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bod. Siet neobsahuje identitu, singularne projektivity 2. druhu. eliptické invo-
lacie a taktiez neobsahuje ziaden zvizok typu II 1.

Doslo 20. VI. 1955.

JIMHEWMHDBIE CUCTEMDBI ITPOEKTHUBHDbIX
IMPEOBPA3SOBAHMWUMN IMPAMOM JIMHHUH

B. MEIIEK
BeiBojgn

B craTbe aBTOP 3amiMactes JuneiilibIMi clicTeMaMbl Hpeobpasosatiuii Biga (1) HPOCKTIS-
ol npsamoit smuinn Py, TlpeoGpagoranust (1) otofipaxkaer Ha NPOCKTHBHOC NPOCTPaNCTBO Py;
CLHryJasipible  npcoGpasoBaHusi 0100paXKaloTest Ha  PerydasipHyio  JHCHUATYIO  OBCPNHOC b
BTOPCTO nopsiilka Q. 3amelia NPOCKTHBIBIX Koopaunat na Py Onpepeasier Koauiieauno B
npocrpainctsa Ps, KoTopasi npeoOpazyeT noepxioctb @ camy B cebs. Koatuieatiss B ono-
3B0JSIET KJAacCH(PHUMPOBATH Nyuki 0 ceTbi npeobpasosannii (1), Cyuwectsyer 17 npock-
TIHBHO OTJACJLHBIX MYYKOB 11 7 HPOCKTIIBHO OTAC/bHBIX CceTel npeofipazoantii (1).
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