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NIATFMATICKO FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1956

VYZNAM KOSTRY GRAFU PRE KONSTRUKCIU
KOMPOZICNYCH BAZ ISTYCH CIASTOCNYCH
GRAFOV

ANTON KOTZIG, BRATISLAVA
Zakladné pojmy, definicie a pomoené vety

K zakladnym pojmom a deliniciam z tedrie grafov uvedenych v mojej praci
O istych rozkladoch grafu — Matematicko-fyzikalny ¢asopis V, 3. — je po-
trebné pripojit predovsetkym tieto:

Grafu ¢, ktorého vietky uzly st parneho stupna, hovori sa culerovskij graj.
Pod nulovijm grafom budeme rozumiet graf, ktory neobsahuje ziadnu hranu
a ziadny uzol. Pre nulovy graf prijmeme oznadenie N v celej praci.

Z citovanej prace podrzime aj oznacenie UV = {1I\", ", ..., W'} pre roz-
klad mnoziny uzlov 1l grafu ¢ na triedy savisiacich uzlov. Ak graf ¢/ je stivisly.
potom je zrejme x = 1, &ize 11" = {11}. Ciastoény graf grafu ¢, ktory obsahuje
vietky uzly jednej z tried )" rozkladu 1"V, ako aj vsetky hrany tieto uzly
spojujuce. nazyva sa komponentou grafu (7 (hovorime, Ze hrana A spojuje uzly
u == v, ak je b incidentna s w. v). Ak graf ¢ je stvisly, potom sam graf (¢ je
jedinou komponentou grafu (/.

Dolezitym ¢iastoénym grafom grafu ¢f je taky ¢iastocny grat ¢, ktory ma
tato vlastnost: kazda kruznica grafu ¢ obsahuje parny podéet hran grafu (/.

Mnozinu vsetkych ¢iastoénych grafov grafu @, ktoré maji uvedentt vlast-
nost, budeme oznacovat znakom ‘3.

Je zndma tato veta':

Lemma 1. Ak G € B, G |- N, potom wuzly sivislého grafu G dajic s jedi-
nifm sposobom rozdelit do dvoch tried tak, Ze uzly, s ktorgme je incidentnd lubo-
vol'nd /u(ma ko grafu G, patria do dvoch réznych tr wd piuvv vtedy., ak h je hranou
grafu G Takjto rozklad je moZng len vtedy, ked G € 3, .

Ina¢ povedané: ak zrusime vietky hrany grafu G' € P, G == N, vznikne zo s1i-
vislého grafu @ isty graf ¢, v ktorom pre rozklad WD — (11", W, ..., 11

plati: o > 1, pricom triedy weou, . 11" mozno rozdelit do dvoch systémov

U Pogri l\(ml;_; Theovie der endlichen wund unendlichen Graphen, Leipzig 1936, 150, Konig
pouZiva pre graf €, ndzov p - 'leilgraph, str. 149.
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S8, tak, ze hrany grafu G a len ticto hrany st incidentné s uzlami patriacimi
do dvoch tried, z ktorych jedna je triedou systému S, druha je triedou systé-
mu N,.

Definujeme si isté Specidlne ¢Giastoéné grafy takto: ¢iastoény graf G si-
vislého grafu @ budeme nazyvat rezom grafu (7, ak ¢ == N ma tieto dve vlast-
nosti:

(x) Ak zrusime v grafe (7 vietky hrany grafu ¢, vznikne taky graf ¢/, v kto-
rom rozklad 1" ma prave dve triedy.

() Ak zrusime v grafe (¢ vSetky hrany grafu ¢ s vynimkou Tubovolnej
jednej jeho hrany, vznikne z grafu ¢/ graf stvisly.

Dokazeme si tato pomocenu vetu:

Lemma 2. KNaZdy rez Q' grafu G je prokom mnoZiny 3, .

Dokaz. Ked zrusime vSetky hrany rezu G vznikne z ¢ podla predpokladu
graf (/. v ktorom UV = (1", UP}. Je to zrejmé, 7e kazdd hrana rezu je inci-
dentnd v (¢ s jednym uzlom € 111" a s jednym uzlom € 113", Ktordkol'vek ind
hrana je incidentnd s uzlami tej istej triedy. Preto podla lemmy 1 je (/7 € *|3,.

(liastotnému grafu ¢ sivislého grafu (7, ktory pozostava zo vietkych hran
incidentnych s l'ubovolnym pevne zvolenym uzlom u a z uzlov, s ktorymi si
tieto hrany incidentné, hovori sa krik s centrom v uzle wu. Plati:

Lemma 3. Krik s centrom v lubovolnom uzle w grafu G je prokom mnoZiny 3, .

Daéokaz. Kazdd kruznica v ¢, ktorda obsahuje hranu incidentni s uzlom «,
obsahuje prave este jedbu hranu incidentni s uzlom w. Teda kazda kraznica
v ( obsahuje parny pocet hran kriku s centrom v uzle u. Cize krik s centrom
v ouzle w je € Y,.

O uzle u grafu ¢ hovorime, ze je artikuliciou grafu ¢, ak existuji v grafe ¢/
také dve hrany, ktoré sa nevyskytuju sicasne v ziadnej kruznici grafu ¢/ a obe
st incidentné s uzlom w. Ako je zname, artikulaciu grafu mozno definovat
aj takto: uzol w je artikuldciou v (7, ak existuju v ¢ také dva uzly v, == w == v,,
ze kazda cesta z v, do v, prechadza cezs .2

Lemma 4. Krik s centrom v uzle w je rezom grafu G, ak w nie je artikuldcion
grafu 6. Kril: s centrom v artikuldcii nee je rezom.

Dokaz. 1. Nech w je artikulacia gratu ¢ a nech Ay, hy st také dve hrany
incidentné s uzlom . ktoré sa nevyskytuju spolu v ziadnej kruznici grafu (7.
Nech dalej w,, resp. e, je ten uzol grafu ¢, ktory je rozny od w a ktory je in-
cidentny s hranou Ay, rvesp. h,.

Ak zrusime vetky hrany grafu ¢ incidentné s uzlom w, vznikne z ¢ graf (7.
v ktorom w nestvisi so ziadnym inym uzlom grafu. Po prvé: je zrejme w, -4 u,
(ind¢ by totiz w,, hy, u, hy, w, bola kruznica v ¢ obsahujica obe hrany A, , h,,
¢o je proti predpokladu); po druhé: niet takej cesty v @, ktord by spojovala
uzly u;, u, a neobsahovala by uzol » (inad by tato cesta spolu s cestou u,, A,

2 Pozri Konig, c. d. str. 224,



u, by, uy tvorila kruznicu obsahujicu aj b, aj h,). Teda, ak zrusime vietky hrany
grafu @, ktoré st incidentné s uzlom u, vznikne talk graf (7, v ktorom uzol u
nestvisi so ziadnym inym uzlom grafu ¢ a v ktorom uzly w,, u, nestvisia.
Preto rozklad 11 obsahuje najmenej tri triedy uzlov. a teda krik s centrom
vV % nie je rezom.

1I. Nech » nie je artikuldciou gratu ¢/ a nech 7, hy, ..., h, st tie hrany.
s ktorymi je uzol w incidentny v grafe (/. Nech u; je ten uzol grafu (7 rozny
od u, ktory je incidentny s hranou A; (i == 1,2, ..., n).

Ak zrusime vsetky hrany kriku s centrom v « vznikne graf ¢, v ktorom
uzol u nestvisi so ziadnym inym uzlom grafu ¢/ a vietky ostatné uzly spolu
stvisia. Preto o rozklade 117~ (111", 1"} plati: bud 11\" obsahuje jediny uzol u,
alebo obsahuje vietky ostatné uzly a 11" obsahuje vsetky tie uzly grafu, ktové
chybaji v 1", Je preto zrejmé, ze ak u nie je artikuliciou, vtedy krik s cen-
trom v uzle u je rezom grafu (/.

Kompozicie a kompoziéné hazy

Vyznamna ulohu pri skimani grafov md isté komutativne a asociativne
spojovanie grafov nazyvané kompoziciou. Pripomenime si definiciu kompozicie
grafov:

Nech {¢;,d,, ....GQ} je Tubovolna koneénd mnozina ¢iastoényeh grafov
istého grafu @. Ako kompoziciu G, = G| X Gy X ... X (, tychto grafov
definujeme ¢iastoény graf (f; grafu (7, ktory pozostava prave z tych hran, ktoré
sa vyskytuju v neparnom poc¢te komponovanych grafov a z tych uzlov,
s ktorymi st tieto hrany incidentné.

(astotné grafy istého systému &iastoénych grafov S sa nazyvaji vzhladom
ku kompozicii vzdjomne nezdvislé, ak ziadny graf systému S neda sa kompo-
novat z istych ostatnych grafov systému. Ciastoény systém S* C.S sa nazyva
kompoziénou bdzow pre systém S, ak grafy z S* st vzhladom na kompoziciu
vzajomne nezavislé a kazdy graf systému & je kompoziciou istych grafov
z S*,

7Znama je tato veta o kompoziénych bazach pre systém vSetkyceh krikov.?

Lemma 5. Ak v kaZdej kom ponente grafu vyznacime prdave jeden wzol, potom
kriky, Ktoryjch centrd nie sii vyznacené, tvoria kompoziénit bazu systému vsetkijeh
krikov grafu a kaZda takito kompoziéni bdazu dostaneme touto cestou.

Je znama dalej:

Lemma 6. KaZdy &iastoény graf G' koneéného grafu G sa dd kom ponovat

3 Pozri napr. Konig, c.d. str. 153, veta 16 — komponentu grafu nazyva Konig
»,zusammenhédngender Bestandteil ™.
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2 krikov prave viedy, ked G je prokom mnoZinyg V. Kompozicia prokov inno-
Siny W ge prook mnoZiny R,

Prave citované vety zachoviavaju svoju platnost, ked namiecsto o grafoch
mnoziny P, budeme hovorit o eulerovskych grafoch a slovo krik, ked sii¢asne
nahradime slovom kruznica. Tak naposledy uvedenym vetam odpovedaji
ticto vety o eulerovskych grafoch a kruzniciach:

Lemma 7. NaZdij Glastocnyj graf G grafu G dad sa komponoval = kruZnic grafu (f
prave vtedy. ked G je eulerovsky graf. Kompoziciou cwlerovskieh grafov je
culerovsky graf.?

Uvedené priklady istej analégie: Kulerove grafy — grafy mmnoziny %, ;
kruznica — krik, isteze nie sit vycerpavajice; na druhej strane treba vidiet,
ze nejde o aplnt analdgiu. Na nicktoré stranky tejto problematiky chceeme
poukazat v nasledujicej casti nasho prispevku.

Kostry grafu a kompoziéné bazy

Pri skimani budeme vychidzat zo znamych viet o kostre gratu a tzv.
fundamentilnom systéme kruznic.

(liastocny graf S Tubovolného stvislého grafu G sa nazyva kostrou grafu (/.
ak ma tieto tri vlastnosti: 1. 8 je stvisly graf, 2. .8 ma tie isté uzly ako /. 3. 8
neobsahuje ziadnu kruznieu.

Lemma 8. Ak S je kostra grafu G a h lubovolnd hrana z G, ktord nepatri do S,
potom cxistuje prave jedna kruinica K, v U, ktord obsahwje hranw h a vselly
ostatné jej hrany patric do S.

Kruznice priradené takto jednotlivym hranam nepatriacim do kostry tvoria
tzv. fundamentilny systém kruinic F,. Kazdej kostre grafu odpoveda prave
jeden fundamentalny systém.

Lemma 9.5 NaZdy fundamentdlny systém kruinic grafu je kompozicnow bizon
pre systém vdetkyjch kruinic grafu.

Ukidzeme v dalSom, Ze mézu existovat komporiéné bazy kruznic grafu (7.
ktoré nie sit fundamentdlnym systémom kruznic ziadnej kostry gratu ¢/, ako
aj také kompoziéné bazy kruznic, ktoré si fundamentalnym systémom kruznic
viacerych kostier. O tom hovori tato veta:

Veta L. Nech O = {N,, K,, ..., K} je systém kruinic tvoriace kompoziénii
bz kruZnic pre vsetky kruZnice istého koneéného sivislého graju G. Nech M, je
mnoZina tich hran kruinice K, (¢ = 1, 2, ..., n), ktoré sa nevyskytuji wz v Ziad-
nej inej krufnict systému C') p, polet hrdan mnoZiny M,. Plati:

T Konig, e. d.str. 149,

5 Pozri Konig, e, d. str. 145, 146.

b Konig, c.d.str. 147,
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a) Ak nicktord z mnoZin M, je prazdna, potom necxistuje v O kostra. ktorc)
fundamentdilnym systémom kruinic by bol systémn ('

b) Nech M, == O pre vsetky i. Vyberme z kaZdej z ninoZin I, po jednej hrane
(vybrand hranw z M, oznaéme h;). MnoZina vsethyjch hrdan grafu, ktoré neboli
vybrané (t.j. hrany grafu, toré wepatria do mnoZinyg M, == {hy. hy, ... 0 ).
je mnoZinow hrdn kostry S, ktorej fundamentdlnym systémom kruinic je systém (.

¢) O pocte x((') réznych kosticr, ktorgeh fundamentdlnym systénom kruZnic j
systém O, plati: (C) = ppy ... u,.

d) Ak =(C') = 1, potom v ( cxistuje aspof jedna mnoZina hrdin T, najmency
o dvoch prokoch takd, Ze plati: baZdd bruZnica grafu, ktord obsahwje hranw = T
obsahuje vsetky hrany z T,: 1. ]. indd povedané: ak »((') > 1. potom mnoZin
H(2.3) v grafe G je neprdazdna?

Dokaz:

a) Predpokladajme, zZe tvrdenic nema vseobeenu platnost, t. j.. ze pre
istéi=1,2,...,nje M, =0 apritom existuje kostra §. ktorej fundamentalnym
systémom kruznic je systém (', Podla definicie fundamentalneho systému kruz-
nic kostra & obsahuje vietky hrany kruznice A; okrem jednej — oznaéme ju
znakom A. Podla predpokladu A je hranou este aspont jednej kruznice A, sy-
stému (. Pretoze £ nie je hranou kostry S, musia vietky ostatné hrany kruznice
K, (okrem ) byt hranami kostry S. Graf, ktory obsahuje vSetky hrany dvoch
roznych kruznie okrem jednej ich spolo¢nej hrany, obsahuje nutne kruznicu.®
To je viak spor, lebo kostra grafu nemdéze obsahovat kruznicu. Preto ak 3, = 0,
neexistuje kostra, ktorej fundamentalnym systémom kruznic je systém (.

b) Aby sme dokazali spravnost druhého tvrdenia vety, je potrebné dokizat.
ze Clastoény graf () ktory obsahuje vietky hrany grafu ¢ s vynimkou hran
hyyhyy ook, ma ticto dve vlastnosti:’

«) @' neobsahuje ziadnu kruznicu,

p) ak pridame ku grafu G’ lubovolnt hranu z hvanh,, oy, ... h,, vznikne
tak graf (7, ktory obsahuje kruZnicu.

Vlastnost ) graf G’ zrejme ma, lebo ak ku ' pridime hranu/, . vzniknuty grat
obsahuje vietky hrany kruznice K. UkdZme teraz, ze ma aj vlastnost vj:
pretoze Iubovolnad kruznica A grafu ¢ je kompoziciou istych kruznic systému
(' (C' je podla predpokladu kompoziénou bazou pre kruznice grafu ) a kazda
z hran A, (1 =1, 2, ....n) sa vyskytuje prave v jednej kruznici systému (',
2, ..., n). Nemo6ze preto

bl

musi A obsahovat aspon jednu hranu z hran A, (7 = 1
K byt ¢iastoénym grafom grafu (. Cize: ziadna kruznica grafu ¢ nie je ¢iastoc-
nym grafom grafu ¢, teda (" ncobsahuje kruznicu. Zo sposobu volby hran /-
je ihned zrejmé, ze fundamentilnym systémom kruznic pre kostru (7 je sv-
stém (.

7 l’um'ir Kotzig, Oustijeh rozkladoch grafu, Matematicko-fyzikalny ¢asopis 3, 1955, vetad.

8 Pozri Konig, c. d. str. 9, veta 9.

9 Pozri Konig, e.d. str. 6.



¢) Vyber hrdn oy, by, ..o h, — ktoré treba zrusit v grafe @, aby vznikla
kostra, ktorej fundamentalnym systémom kruznic je systém ' — mozZno
vykonat v celku pyu, . .. @, v6znymi spésobmi. Teda v grafe existuje najmenej
%(C) == ity - .o, voznych kostier pozadovanych vlastnosti. Takychto kostier
nemdoze byt v (¢ viak viacej ako #(('), lebo potom medzi hranami, ktoré treba
zrusit, vyskyvtovala by sa hrana, ktord sa nevyskytuje v ziadnej kruznici grafu
(/ (a kostra by nebola savislym grafom, ¢o je spor; pozri definiciu kostry),
alebo by sa medzi nimi vyskytovala hrana, ktora je hranou viacerych kruznic
7 (' (a to sme ukazali v casti a) dokazu, ze je nemozné). Teda x(C) = pu, ... 1, .

d) Predpokladajme, Ze x((') > 1, potom aspoil o jednom ¢isle u, plati g, > 1,
predpokladajme teda, ze existuju hrany A1), ~,(2),..., h(n;) kruznice A,.
ktoré sa nevyskytuju v ziadnej inej kruznici kompoziénej bazy . Lubovolna
kruznica. ktord obsahuje I'ubovolna hranu 2,(j); j = 1,2, ..., u,, je kompo-
ziciou istych kruznic z (‘. Medzi komponovanymi kruznicami musi byt nutne
kruznica ;. pretoze podla predpokladu hrany 7,(j) sa vyskytuja jedine v kruz-
nici A vietky krany 7,(j) sd hranami kompozicie. Cize kazda kruznica grafu
(/. ktord obsahuje asponi jednu hranu %,(j), obsahuje vietky tieto hrany. Mno-
zina hran {h,(1), 7(2), ..., h ()} o u, prvkoch existuje a je mnozinou pozado-
vanyeh viastnosti.

Veta 2. Nech S je kostra siwislého grafu G a h lubovolnd hrana z S, potom
cxistuje prave jeden rez R, grafu G, ktory obsahuje hranu h, a jeho ostainé hrany
nepatria do S.

Dokaz. Ak by sme v kostre S zrusili hranu 2, vznikne z kostry S graf S’ ktory
ma prave dve komponenty B;, B,. Ozna¢me znakom R, diastoény graf grafu
pozostivajuci z tych hran, ktorych uzly, s ktorymi je hrana incidentna, patria
roznym komponentam B, B,. Je zrejmé, ze R, obsahuje okrem A uz len hrany
nepatriace do N, dalej R, je rezom lebo po prvé: zrusenim hran grafu R, vznikne
7. grafu (f graf o dvoch komponentach, po druhé: ak by sme zrusili vietky hrany
okrem jednej. vznikol by graf savisly, pretoze by v nom existovala hrana inci-
dentna s uzlami oboch komponent B, B, grafu 8. Treba eSte dokdzat, ze
existuje jediny rez. ktory obsahuje okrem hrany A len hrany, ktoré nepatria
do N.

Keby existovali dva rozne rezy pozadovanych vlastnosti R,, R, potom ich
ke mpozicia 7 by obsahovala len hrany, ktoré nepatria do § (pretoze jedind
hrana / €8 je im spolocéna). Kompozicia réznych grafov € 3, je nenulovy
graf € 1, teda je (7 € ,. Nech 2’ je I'ubovolna hrana z (. Podla lemmy 8
existuje v ografe (¢ kruznica, ktord okrem hrany 2’ obsahuje uz len hrany
z kostry. To je ale spor, pretoze podla definicie grafov € 3, kazda kruznica
grafu obsahuje parny pocet hran grafu € ¥3,. Teda 2, je jediny rez pozado-
vanych vlastnosti.

Veta 2. nam hovord, Ze kazdej hrane kostry mozno priradit prave jeden rez,
ktory uz neobsahuje int hranu kostry. Oznadéme si znakom | systém vSetkych
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rezov, ktoré v zmysle tohto priradenia odpovedaji jednotlivym hrandm kostry
8. Takémuto systému rezov budeme hovorit fundamentalny systém rezov
konstruovany podla kostry . Lubovolnej kostre odpoveda privodzene priave
jeden fundamentalny systém rezov. Dokazme si teraz vetu o fundamentilnom
systéme rezov:

Veta 3. Nech B, je fundamentdlniy systém rezov konstruovany podla Tuborolne ]
kostry S sivislého graju G. Potom E, je kom pozi¢now bdzow pre véetky rezy grafu (.

Dokaz. Najprv ukazme, 7Ze kompozicou istych rezov systému £, nemozno
dostat rez toho istého systému : pretoze kazdy rez systému K, obsahuje taki
hranu z S, ktora nie je hranou ziadneho iného rezu, a v kompozicii sa vyskytuji
len hrany, ktoré sa v komponovanych grafoch vyskytuji neparny pocet krat.
je tato vlastnost systému zrejma.

Treba teda este dokdazat, ze Tubovolny rez R grafu ¢/ mozno komponovat
z rezov systému K, . Nech R je Tubovolny rez grafu (f a nech 7y, h,. .. .. h, st
tie hrany rezu R, ktoré st hranami kostry S. Je zrejmé, ze v > 0. lebo rez
neméze obsahovat len hrany. ktoré nepatria do 8 (po zruseni vsetkyeh hran
takého ¢iastoéného grafu, ktory neobsahuje hrany z S, by vznikol graf stivisly).
Oznatme znakom R, ten rez systému F,, ktory obsahuje hranu A, (¢ == L. 2.
....x), a utvorme kompoziciu:

@ =RXZR x R, x ... x R

() nemdze obsahovat ziadnu z hran /., lebo tito sa vyskytuje pri dvoch
rezoch v kompozicii (R, R;), neméze taktiez obsahovat ziadnu int hranu kostry.
lebo takato sa nevyskytuje v Ziadnom z komponovanych grafov. ¢ neobsahuje
teda ziadnu hranu kostry S. Pretoze kompozicia grafov € |3, je grafom € 3,
a pretoze graf € R, nemoze obsahovat len isté hrany nepatriace do kostry.
musi byt nutne nulovym grafom a teda:!

R R X Ry, x ... xR

o

R je kompoziciou rezov R,. R,, ..., R, ¢o bolo treba dokazat.

Veta 4. Nech systém rezov B == {R,,R,, ..., R} j» kompozicnou bizow pre
vetky rezy isteho sivislého grafu G a nech M, je mnoZina tych hrdn rezu R,. ktoré
sa nevyskytuji v Ziadnom tnom reze systému, u, nech uddvaich pocet (=12, . . )).

Plati:

a) Ak niektord z mnoZin M, je prdazdna, potom neexistuje v G taka kostra.
podla ktorej konstruovaniy fundamentdalny systém rezov by bol systém B.

b) Nech M, 5= 0 pre vSethy i = 1,2, ... . n. Vyberme z kaZdej z mmoZin M,
po jednej hrane h; a utverme =z nich mnoZinu My = {hy, hy, ... h}. Graf pozosti-
vajict z hrdn mnoziny M, je kostrow grafu G, podla ktorej konstruovanij fundamen-
tilny systém rezov je systém B.

10 Pozri Konig, c. d. str. 145,
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¢) O pocte x(B) roznych kostier, podla ktoryjch konstruovangm fundamentdilniym
systémom rezov je systém B, plati:

#(B) = wptz - -,

d) Ak =(B) > 1, potom v G existuje najmenej jedna dvojica uzlov w, v lakd, Ze
s oboma tymito uzlami si incidentné najmenej dve hrany.

Dokaz.

a) Predpokladajme, zZe tvrdenie a) vety nemd vseobecnt platnost, t. j. Ze
preisté i =1,2,....nje M, = 0 a pritom existuje kostra S, taka, ze I/, = B.
PodTa definicie fundamentilneho systému rezov £, existuje v .S hrana h,, ktora
je jedinou hranou z kostry S v reze R,. Tato hrana je vsak hranou este aspon
jedného rezu R; a to je v rozpore s definiciou fundamentalneho systému rezov.
Preto ak M, == 0 neexistuje taka kostra S, aby platilo £, = B.

b) Nech (7 je ¢iastoény graf grafu ¢ pozostavajici z hran mnoziny AM,.

1. Dokdzme najprv, ze G’ neobsahuje ziadnu kruznicu. Predpokladajme
naopak, ze v (' existuje istd kruznica K, jej hranou je ista hrana h, € R, inci-
dentna s uzlami w, v. Ak zrusime vsetky hrany rezu R,, vznikne z G graf G*
o dvoch komponentach, pricom kazda hrana z R, je incidentna v ¢ s dvoma
uzlami z réoznych komponent grafu G*. Avsak z kruznice K bola pri vzniku
agrafu (7* zruSend iba jedna hrana, teda existuje cesta v G*, ktora spojuje uzly
w. v. To je viak spor, lebo w, v maji patrit do réznych komponent grafu (/*.
Teda (" neobsahuje kruznicu.

2. Dokazme teraz, ze graf ' ma tie isté uzly ako graf (. Kompozi¢na baza
rezov v grafe @ (resp. grafov € B, resp. krikov) ma prave x, — 1 rezov, ak «x,
je pocet uzlov grafu (. Vieme, Ze v grafoch, ktoré nemaji kruznicu, rozdiel
medzi po¢tom uzlov a podtom hran udava podet komponent.!!

Ozna¢me znakom ~, podet uzlov v (¢'; &) = «, — 1 podet hran v ¢ a znakom
o potet komponent v ¢, Plati:"

Ny — X =,
g — = x, — L.

Pretoze o = I(— o = — 1) plati:

Ny — 1 =) — 1y x) = x,.

AvSak podet uzlov v diastoénom grafe neméze byt viiési ako podet uzlov
v ocelom grafe. Teda je ) = «x,.

Zuvedeného (v, — o = x, — 1) vyplyva tiez, ze (¢ je suvisly graf (md jedinu
komponentu).

Teda (zhriiujem):

a) (" neobsahuje kruznicu, b) G’ mé tie isté uzly ako ¢, ¢) G’ je suvisly.
(iastocny graf ¢ s tymito troma vlastnostami je nutne kostrou grafu G'.

" Pozri Konig, c. d.str. 51,

2 Pozrt Konig, e.d. str. 51, veta 9, 10.
B Pozri Konig, c.d. str. 57, veta 23.
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¢) Naznadenym postupom mozno konstruovat veelku upu, ... g, réoznyveh
mnozin M, pozadovanych vlastnosti. Je tiez zrejmé, ze inym spoésobom kon-
Struovat mnozinu M, nemozno ; plati teda :

W B) = pupy ...,

d) Nech x(B) > 1, t. j. nech aspoii jedno Cislo u, je viicsie ako 1. Nech ki, /7 st
dve hrany rezu R,, také, ktoré sa nevyskytuju v Ziadnom inom, reze kompo-
zi¢nej bazy rezov B. To viak znamend, ze kazdy graf € 9, ktory obsahuje
hranu h, obsahuje aj hranu 2’. Nech u, v st uzly, s ktorymi je incidentna hrana
h. Krik s centrom v uzle u a taktiez krik s centrom v uzle v (pretoze krik je graf
€ R,) obsahuje nielen hranu %, ale aj hranu 4’. Cize s oboma uzlami u, r s
incidentné najmenej dve hrany h, h', ¢o bolo treba dokazat.

Fundamentalny systém rezov grafu javi uréité obdobné vlastnosti ako fun-
damentalny systém kruznic grafu vzhladom na kostry grafu. I ked st zrejmé
niektoré rozdiely (napr.tvrdenie d) vo vetach 1, 4, alebo skutoénost, ze rezy
priradujeme pri konstrukcii fundamentalneho systému ku hranam kostry.
kdezto kruznice priradujeme ku hranam, ktoré nepatria do kostry) ukazuje sa
znaéna obdoba vo vlastnostiach oboch fundamentalnych systémov, ktort nie je
dobre mozno docielit, ak v kompoziénej baze grafov € I}, sa obmedzujeme iba
na kriky.

Doslo 14. IV. 1955.

SHAUEIIME OCHOBbBITPA®A
JAJg MOCTPOENHUSM KOMITO3ZUIIMOHHBIX BA3
HEKOTOPBIX IMOATPADPOB

AHTOH KOLLUT
BoiBo

B Hacrosime#t paGorte aBTOP HCNOLNT M3 H3BCCTHBIX TeopeM 06 ocHOBe rpada W o Tak -
RpBaeMOH (hyHIaMEeHTaJALHOI CHCTCME OKPYXKHOCTCH, 0 KOTOPBLIX TOBOPITCS, HAMPHMEp, B pi-
Oore Kenura ,,Teopust koHeuubX i1 GeckoHeunblX rpa¢oB* (Konig ,,Theorie der endlichen
und unendlichen Graphen*, Leipzig 1936) 1 uccaejayetT BO3MOXKHO JII CYIICCTBOBaHHE KCM-
IT03HUHOHHBIX 0a3 OKPYXKHOCTel rpada, He SIBJSIOLIXCS (YHIAMCHTAJABHON CHCTEMOIl OKPY &~
HoCTeH HI OJHOA OCHOBBI Irpada, a TakKe BO3MOXKHO JH CYILCCTBOBAHHC KOMIIO3HLHOHHBIX
(a3 OKPYMXHOCTEH, KOTOPbie ABASIOTCS (PYHAAMCHTAJLHON CHCTCMOH OKPYHHOCTEH HCCKOILKIN
0cHOB. JlokasbiBaeTcst CJeAyIOULdsl Teopema:

[Tyct, € = {Kj, Ko, ... K,} — cHcTeMa OKPYXHOCTeH, oOpasyloniasi KOMIO3HUHOHHYIO
0a3y JJs1 BCeX OKPYKHoOCTell Koneunoro cssisoro rpada G. Ilyct M; — MHOXKCCTBO TakHA
peOep okpyxHocTH K; € C, KOTOpble HE BCTPEUAICTCsl IIH B KAKOH HHOH OKPYXKHOCTH CHCTCMDI
O, p; — uucao peGep MHOXKeCTBa M;.

JlokaswpiBaerca

a) Ecmit kakoe-mnGo 13 Muoxecets M; nycroe, 1o B G HC 1IMECTCSI OCHOBBI, (PYH1aMCHTATL-
1ol cHcTeMOi OKpyXHOCTei, KOTOpoil Oplta Onl clictema C.
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6) TMyct, M, = 0 nas Beex i. BoiGepeM MX Kas/10ro MHOXECTBA MO OJHOMY peGpy n o6o-
diaulim pebpo, BuiOpanHoe 13 M; clMBosoM h;. MHoxecTBo BceXx pebep rpada, Kotopbie
He OblI BBIOPAHBIL, T. €. peGpa rpada, He NpHHAJJICKallHe MHOXeCTBY My == {h), Ay ..., h.} .
HPCJCTABASICT COOOH MHOXKECTBO peGep OCHOBBL S, (GyHAAMCHTAILHOR CHCTEMOH OKpyXKHOCTCH
KoTopoit siBasietest cucrtema C.

B) Ecait  2%(C) ecTb UMCIO PA3JMUHBIX CCHOB, (pyHAAMEHTAJbLHON CHCTEMOH KOTOPBIX sIBJIsi-
crest C, TO HMCCT MeCTo:

2(C) = pqfty - .. M

r) Ecan %(C) > 1, T0 B G cyutecTByer no kpaiineii Mepe ojlHO Takoe MHOXKecTBO peGep H,
CAMOC MCHLUICC € JIBYMsI 3JICMCHTaMH, uTO KaXK/asi OKPYXKHOCTL rpada, cosepxaulas peGpo
ny H,, cojicpxit Bce peGpa u3 H, .

[To;100HbIM 00pa30M ICCIe /1Y TCsI KOMIIO3HILIOHHbIe Ga3bl TAK HA3BIBACMBIX pPa3pe3oB rpaga.
ITot paspesom cBsizuoro rpagda G noniimaercs noirpadg R, oGranalouiiii cJaeyloLMMI CBOI-
CTBAMMH:

(«) ccmn B csispom rpade G ycrpanuth Bce peGpa rpada R, To ToJdyuHTcs rpad, ume-
IO TOUHO JIBC KOMHOHCHTBI,

(B) ccan B ces3nom rpage G ycrpanuTh Bee peGpa n3 R, KpoMe ojHoro Jwforo pefpa,
rO NOJYUHTCST CBSI3HBI rpad.

[Ipexie Beero JIOKaspiBacTesl, YTo CCJAH S sIBJSIETCST OCHOBOH cBsi3Horo rpada G, a h —
HPON3BOJALHLIM peGpoM 13 S, To CYLIeCTByeT TOJbKO OJMH pa3pe3 Ri rpacda G, KOTOphIi cO-
JCPKHT pebpo h, a ocrannhble peOpa He nphuajiexar k S. Taknm obpasoMm Iuist JaHHO#M
OCHOBBL S K KaXJIOMy peGpy OCHOBBI OTHOCHTCSI TOJLKO OJiHH pa3pe3 rpada. Cucrema Bcex
}23pe308, KOTOPLIC B CMbICJC NPEAbILYHIEro MOJGKEHHsT COOTBETCTBYIOT OT/AENLHBIM pedpam
CCHOBBI, HA3LIBACTCs! (PYHAAMCHTAJNLHOH CHCTEMOH pa3pe3oB, NOCTPOEHHOH Ha ocHOBe S.
JlokaspiBactest, UTo (QyHpaaMeHTaslbHasi CHCTEMa paspe3oB, NOCTPOEHHAsT HA NPOH3BOJLHOH
OCHOBC, SIBJSICTCST KOMMO3HUMOHHOI 6a3oit BceX pa3pe3oB rpada. [aercs HoKasaTeaLCTBO
CACAYIOULRTT TCOpeMbl (aHAJIOTHYHOE NPHBEACHHOI Bbilllc TeOpeMe O KOMIO3HUHOHHBIX Gasax
CKPYRHOCTCH) ;

[Tvers cuerema paspesoB B = {Ry, Ry, ..., R,} sIBAsIeTCS KOMIO3HIHOHHOH Ga3oi s
ECOX paspe3os cBA3Horo rpadga G, n nyctb M IPeACTaB/SIET MHOXeCTBO TakuX pebep pas-
pesa R;, KOTOPBIe HC BXOJASIT HII B KaKOH JPYyroi paspe3 CHCTEMBI, a ft; -— UICJO TaKHX
peoep (i =1, 2, ..., n). YJIOBJCTBOPSIIOTCS CJEAYIOUIHE YCJOBHSI:

(a) Ecam oo 13 MHOXecTB M nycToe, TO B G He CYLIECTBYET TAKOI OCHOBbI, MOCTPOCH-
Hasi 0o Kotopoil (yngamenrannbhast cucrema Obisia Obl cHCTeMOR B.

(6) Ilyct, M = 0 aas Beex i =1, 2, ..., n. BoilGepeM H3 Takoro MHoxectsa M. 1o
oAnoMy pefpy h; I COCTaBHM 13 HHX MHOXKecTBO M, == {hy, hy, ..., h,}. ['pad, cocrosnuuiii
13 pebep MHOXKeCTBA M, M HHLEJEHTHBIX 1IM BepIUIHH, ABJASETCS TAaKOH OCHOBOH rpada G,
UTO OCTPOCHHASL HA Hell cHcTeMa pa3pe3oB ecTh cHcTeMa B.

(8) Ecanx(B) ccTh uHCNO  DA3JMUHBIN  OCHOB, MOCTPOEHHAsi MO KOTOPoi dynaamen
TAILITASE CHCTeMA PA3PC30B ABJSIETCSt CHCTCMOR B, TO HMCET MccTO: % ([3) = piypey .. ey .

(r) Ecan  2(B) > 1, 10 8 G cyulecTByeT I1apa TakHX BepWHH w, v U N0 KpaiiHeli mepe
JlRa pasuplx pepa, 13 KOTOPLIX KaMJioe HHIEJICHTHO 00eliM BepliiHaM.
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