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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY Č A S O P I S SAV, VI, 2 

VÝZNAM KOSTRY GRAFU P R E K O N S T R U K C I U 
K O M P O Z I Č N Í C H BÁZ ISTÝCH CIASTOCNYCH 

GRAFOV 

A N T O N K O T Z K Í , B R A T I S L A V A 

Základné pojmy, definícic a pomocné vely 

K základným pojmom. a deíiníeiám z teorie grafov uvedených v mojej práci 
O istých rozkladoch grafu — Matematicko-fyzikáJny časopis V, 3. — je po­
třebné připojit predovšetkým tieto: 

Grafu G, ktorého všetky uzly sú párnelio stupňa, hovoří sa eu/erovský graf. 
Pod nulovým grafom budeme rozumieť graf, ktorý neobsahuje žiadnu hranu 
a žiadny uzoJ. Pre nulový gra.f přijmeme označenie N v celej práci. 

Z citovanej práce podržíme aj označenie lť1) — {\l\l), ll2L), . . ., U^1'} ])re roz­
klad množiny uzlov U grafu G na triedy súvisiacich uzlov. Ak graf Q je súvislý., 
potom je zrejme x = 1, čiže U ( | ) — {U}. Čiastočný graf grafu G, ktorý obsahuje 
všetky uzly jednej z tried li;.1' rozkladu l\il), ako aj všetky hrany tieto uzly 
spojů júce, nazývá sa komponentou grafu G (hovoříme, že hrana h spojuje uzly 
u --t v, ak je h incidentná s u, v). Ak graf G je súvislý, potom sám graf G je 
jedinou komponentou grafu G. 

.Dóležitým čiastočným grafom grafu Q je taký čiastočný graf G', ktorý má 
tuto vlastnost: každá kružnica grafu G obsahuje parny počet hrán grafu G'. 

Množinu všetkých čiastočných grafov grafu Q, ktoré majú uvedenu vlast­
nost, budeme označovat znakom ^ ( , . 

Je známa táto veta 1 : 

Lemma 1. Ak Q' E tytí, G' |- N, potom uzly sávislého grafu G dajú sa jedi­
ným spósobom rozdělit do dvoch tried tak, ze uzly, s ktorý mi je incidentná Tubo-
volná hrana h grafu G, patria do dvoch razných tried právě vteely, ak h je hranou 
grafu G'. Takýto rozklad je možný len vtedy, ked G' £ s|s(,. 

ínáč povedané: ak zrušíme všetky hrany grafu G' 6 ^a, Q' 4= N, vznikne zo sú-
vislého grafu Q istý graf Q, v ktorom pre rozklad IVV = {irL

n, U!/\ . • ., UJ] 
platí: oc > l, pričom triedy U\u, U.y\ . . ., U^h možno rozdělit do dvoch systémov 

1 Pozři K ó n ig Theorie der endiie/ien und unendlichen Grapheti, Leipzig 1936, 150. K ó n i g 
])oužíva pro graf €^</ názov p~ Teilgraph, stí*. 149. 
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/V,. S2 tak, že hrany grafu G' a len tieto lirany sii incidentné s uzlami patriacimi 
do dvoch tried, z ktorýcJi jedna je triedou systému Sl, druhá je triedou systé­
mu S2. 

Definujeme si isté speciálně Čiastočné grafy takto: ciastočný graf G' sú-
vislého grafu G budeme nazývat rezom grafu G, ak G' =\= N má tieto dve vlast­
nosti : 

(x) Alt zrušíme v grafeG všetky lirany grafu Q', vznikne taký graf G, v kto-
rom rozklad U(1) má právě dve triedy. 

([i) Ak zrušíme v grafe G všetky hrany grafu G' s výnimkou rubovoFnej 
jednej jeho hrany, vznikne z grafu G graf súvislý. 

I )okážeme si tuto pomocnú vetu: 
Lemma 2. Každý rez G' grafu G je prvkom množiny s^v • 
D o k a ž . Ked zrušíme všetky hrany řezu Q' vznikne z G podlá předpokladu 

graf Q, v Jdorom U(1) = {l\\l\ IU2)}. Je to zřejmé, že každá Jirana řezu je inci­
dent ná v G s jedným uzlom € U(l) a s jedným uzlom € U(.2

l). Ktorákofvek iná 
hrana je incidentná s uzlami tej istej triedy. Preto podlá lemmy 1 je G' € ^\,. 

Ciastočnému grafu G' súvislého grafu G, ktorý pozostáva zo všetkých Jirán 
incidentných s rubovolným pevné zvoleným uzlom u a z uzlov, s ktorými sú 
tieto hrany incidentné, hovoří sa krík s centrom v uzle u. Platí: 

Lemma li. Krík s centrom v lubovolnom uzle u grafu G je prvkom množiny ^a . 
D ó k a z . Každá kružnica v G, ktorá obsahuje hranu incidentnú s uzlom u, 

obsahuje ])ráve ešte jednu hranu incidentnú s uzlom u. Teda každá kružnica 
v Q obsaliuje parny počet hrán kríku s centrom v uzle u. Cize krílt s centrom 
Ar uzle u je € ^\ ; . 

O uzle u grafu G hovoříme, že je artikuláciou grafu G, ak existujú v grafe G 
také dve hrany, ktoré sa nevyskytujú súčasne v žiadnej kružnici grafu G a obe 
sú incidentné s uzlom u. Ako je známe, artikuláciu grafu možno definovat 
aj takto : uzol u je artikuláciou v G, ak existujú v G také dva uzly vl =f- u -\=- v2, 
že každá cesta z v{ do v2 prechádza cez u.2 

LcMiiina 4. Krík s centrom v uzle u je rezom grafu G, ak u nie je artikuláciou 
grafu G. Krík s centrom v artikulácii nie je rezom. 

D o k a ž . I. Necli u je artikulácia grafu G a necti h}, h2 sú také dve hrany 
incidentné s uzJom H, Jvtoré sa nevyskytuji! spolu v žiadnej kružnici grafu G. 
Necli dalej ux, resp. u2 je ten uzol grafu Q, ktorý je rózny od u a ktorý je in-
cidentný s hranou hl9 res[).//2. 

Ak zrušíme všetky hrany grafu G incidentné s uzJom u, vznikne z G graf G, 
v ktorom u nesúvisí so žiadnym iným uzJom grafu. Po prvé: je zrejme ux J u2 

(inác by totiž u{, hx, u, h2, uY boJa kružnica v Q obsaJiujúca obe Jirany hl, h2, 
co je ]>roti predpokiadu); po druhé: niet takej cesty v Q, ktorá by spojovala 
uzly H!, u2 a neobsahovala by uzol u (inác by táto cesta spolu s cestou u}, h,, 

- Pozři Konig, c. d. str . 224. 
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u, h2, u2 tvořila kružnicu obsahujúcu aj h1 aj h2). Teda, ak zrušíme všetky hrany 
grafu G, ktoré sú incidentné s uzlom u, vznikne tak graf G, v ktoroni uzol u 
nesúvisí so žiadnym iným uzlom grafu G a v ktorom uzly ux, u2 íiesúvisia. 
Preto rozklad U(1) obsahuje najmenej tri triedy uzlov, a teda krík s centrom 
v u nie je rezom. 

I I . Nech u nie je artikuláciou grafu G a nech h1, h2, . . ., hn sú tie hrany. 
s ktorými je uzol u incidentný v grafe G. Nech u. je ten uzol grafu G rózny 
od u, ktorý je incidentný s liranou li0 (i — 1, 2, . . ., n). 

Ak zrušíme všetky hrany kríku s centrom v u vznikne graf G, v ktorom 
uzol u nesúvisí so žiadnym iným uzlom grafu G a všetky ostatně uzly spolu 
súvisia. Preto o rozklade it(1) {ílil\ lly)} platí: buď \\\]) obsahuje jediný uzol u, 
alebo obsahuje všetky ostatně uzly a U!/1 obsahuje všetky tie uzly grafu, ktoré 
chýbajú v Í I ^ . Je preto zřejmé, že ak u nie je artikuláciou, vtedy krík s cen­
trom v uzle u je rezom grafu G. 

Kompozíeie a kompozičně bázy 

Významnú úlohu pri skúmaní grafov má isté komutativně a asociativně 
spojovanie grafov nazývané kornpozíciou. Připomeňme si definíciu kompozície 
grafov: 

Nech {Gl:G2, . . .. Gn} je Tubo volná konečná množina ciastočných grafov 
istého grafu G. Ako kompozíciu G() — Gx X G2 X . . . X Gn týchto grafov 
definujeme čiastočný graf G0 grafu G, ktorý pozostáva právě z tých hrán, ktoré 
sa vyskytujú v nepárnom počte komponovaných grafov a z tých uzlov, 
s ktorými sú tieto hrany incidentné. 

Čiastočné grafy istého systému ciastočných grafov S sa nazývajú vzhladom 
ku kompozícii vzájomne nezávislé, ak žiadny graf systému 8 nedá sa kompo­
novat z istých ostatných grafov systému. Čiastočný systém S* C 8 sa nazývá 
kompozicnou bázou pre systém 8, ak grafy z S* sú vzhladom na kompozíciu 
vzájomne nezávislé a každý graf systému 8 je kornpozíciou istých grafov 
z 8*. 

Známa je táto veta o kompozičných bázach pre systém všetkých kríkov.3 

Lemma 5. Ak v kazdej komponente grafu vyznačíme právě jeden uzol, potom 
Jeříky, JrtorýcJi centra nie sú, vyznačené, tvoria kompozičnú bázu systému všetkých 
JcríJcov grafu a kazdú taJcúto kompozičnú bázu dostaneme touto cestou. 

Je známa ďalej: 
Lemma 6. Každý čiastočný graf G' konečného grafu G sa dá komponovat' 

3 Pozři napr. K ó n i g , c d . sťr. 153, veta 16 — komponentu grafu nazývá Kónig 
,,zusammenhángonder BestandteiV. 

70 



z kríkov právě vtedy, ked G' je prvkom množiny s}\,<. Kompozícia prvko v mno­
žiny *-)>„ je prvok množiny s^\;:

l 

Fráve citované vety zachovávají! svoju platnost, keď namiesto o grafoch 
množiny ^ (, budeme hovořit o eulerovských grafoch a slovo krík, keď súcasne 
nahradíme slovom kružnica. Tak naposledy uvedeným větám odpovedajii 
tieto vety o eulerovských grafoch a kružniciach: 

Lemma 7. Kazdy ciastocný graf G' grafu G dá sa komponewať z kružnic grafu G 
právě vtedy, ked G' je eulerewský graf. Kompozíciou eulerovských grajov je 
eulerovskfj grafS 

Uvedené příklady istej analogie: Eulerove grafy — grafy množiny sj>,;; 
kružnica — krík, isteže nie sú vyčerpávajúce; na druhej straně třeba vidiet, 
že nejde o úplnú analógiu. Na niektoré stránky tejto problematiky chceme 
poukázat v nasledujíicej časti násho příspěvku. 

Kostry grafu a kompozičně bázy 

1*1*1 skiimaní budeme vychádzat zo známých viet o kostře grafu a tzv. 
fundamentálnom systéme kružnic. 

Ciastocný graf $ Tubo volného súvislého grafu G sa nazývá kostrou grafu 6\ 
ak má tieto tri vlastnosti: 1. 8 je súvislý graf, 2. 8 má tie isté uzly ako 6\ 3. 8 
neobsahuje žiadnu kružnicu. 

Lemma Jí. Ak 8 je kostra grafu G a, h lubovolná hrana z G, ktorá nepatří do AS\ 
potom existuje právě jedna kružnicu K',, v G, ktorá obsahuje hranu h a vsetky 
ostatně jej hrany patria do S. 

Kružnice priradené takto jednotlivým hranám nepatriacim do kostry tvoria 
tzv. fundamentálny systém kružnic F,. Každej kostře grafu od])ovedá právě 
jeden fundamentálny systém. 

Lemma í).<5 Kazdy fundamentálny systém kružnic grafu je kompoziémeju bázou 
pre systém všetkých kružnic grafu. 

Ukážeme v ďalšom, že móžu existovat kompozičně bázy kružnic grafu G. 
ktoré nie sú fundamentálnym systémom kružnic žiadnej kostry grafu G, ako 
aj také kompozičně bázy kružnic, ktoré sú fundamentálnym systémom kružnic 
viacerých kostier. O tom hovoří táto veta: 

Ve (a I. Nech O = {A\ , K2, . . ., Kn} je systém kružnic tvoriaci kom pozic nú 
bázu kružnic pre vsetky kružnice istého konečného sávislého grafu G. Nech M; je 
množina tijoh hrán kružnice K; (i = 1,2, . . . , n), ktoré sa nevyskytujú už v žiad­
nej inej kružnici systému G, p; počet hrán množiny M;. Platí: 

4 Kónig , c. d. str. 149. 
5 Pozri Kónig , c d . str. 145, 146. 
(i Kónig, c (1. str. 147. 
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a) Ak niektorá, z množin M; je prázdna, potom neexistuje v G kostra, ktorej 
fundament diny m systémom kružnic by bol systém (\ 

b) Nech 31, 4= O 2)re všetky i. Vyberme z kazdej z množin Jf po jednej hrané 
(vybraná hranu z 31\ označme h:). Množina vsetkých hran grafu, ktoré neboli 
vybrané (t.j. hrany grafu, ktoré nepatria do množiny M{) — {hlt h2, .... h,}). 
je množinou hrán kostry 8, ktorej fundamentálnym systémom kružnic je systém ('. 

c) O poete K(C) róznych hostier, ktorých fundamentálnym systémom kružnic je 
systém C, platí: x(G) — /f,/L> . . . pn. 

d) Ak K(C) > 1, potom v (} existuje aspoň jedna množina hrán 1\ najmenej 
o dvoch prvkoch taká, že platí: každá kružnica grafu, ktorá obsahuje hranu z 1\ 
obsahuje všetky hrany z 1\; i. j . inác povedané: ak x(G) > 1, potom množina 
11(2,3) v grafe G je neprázdná.7 

D 6 k a z : 
a) Predpokladajme, že tvrdenie nemá všeobecná platnost, t. j . . že pře 

isté i — 1,2, ... ,n je M i — O a přitom existuje kostra AST, ktorej fundamentálnym 
systémom kružnic je systém (i. Podfa detinície fundamentálneho systému kruž­
nic kostra H obsahuje všetky hrany kružnice Kt okrem jednej — označme ju 
znakom h. Podlá predj)okladu h je liranou ešte aspoň jednej kružnice Ki sy­
stému C. Pretože h nie je hranou kostry S, musia všetky ostatné hrany kružnice 
Kj (okrem h) byť hranami kostry S. Graf, ktorý obsahuje všetky hrany dvocli 
róznych kružnic okrem jednej ich spoloenej hrany, obsahuje nutné kružnicu . s 

To je však spor, lebo kostra grafu nemóže obsahovat kružnicu. Freto ak M, — 0, 
neexistuje kostra, ktorej fundamentálnym systémom kružnic je systém C. 

b) Aby sme dokázali správnost druhého tvrdenia vety, je potřebné dokázat., 
že čiastočný graf G', ktorý obsahuje všetky hrany grafu G s výnimkou hrán 
hx, h2, . . ., hn, má tieto dve vlastnosti:9 

c<) G' neobsahuje žiadnu kružnicu, 
[i) ak přidáme ku grafu G' .'iibovolnú hranu z hrán/^, h2, . . ., hn, vznikne 

tak graf Q", ktorý obsahuje kružnicu. 
Vlastnost>ft) graf G' zrejme má, lebo ak ku (?'přidáme hranu A,, vzniknutý graf 

obsahuje všetky hrany kružnice K{. Ukažme teraz, že má aj vlastnost x) : 
pretože l'uhovorná kružnica A' grafu G je kompozíciou istých kružnic systému 
C (C je podlá předpokladu kompozičnou bázou ])re kružnice grafu G) a každá 
z hrán h{ (i — 1, 2, . . . . n) sa vyskytuje právě v jednej kružnici systému (V, 
musí K obsahovat aspoň jednu hranu z hrán h (i — l ? 2, . . ., n). Nemóže preto 
K byť čiastocným grafom grafu Gř. Cize: žiadna kružnica grafu G nie je čiastoč­
ný m grafom grafu G\ teda G' neobsahuje kružnicu. Zo spósobu volby hrán h> 
je ihned zřejmé, že fundamentálnym systémom kružnic pre kostru G' je sy­
stém C. 

7 Pozři K o t z i g, O istf/ch rozkladoch grafu, Matematicko-fyzikálny časopis 3, 1S)*)̂ . veta5. 
8 Pozři K on i g, c. d. str. 9, veta. 9. 
9 Pozři Kónig , c. d. str. 56. 



c) \rýber hrán h}, h 2, . . ., hn — ktoré třeba zrušiť v grafe G, aby vznikla 
kostra, ktorej fundamentálnym systémom kružnic je systém C — možno 
vykonat v celku /ij/t2 . . ./LH róznymi spósobmi. Teda v grafe existuje najmenej 
x(G) -- //j/I2 . . .[in róznycli kostier požadovaných vlastností. Takýchto kostier 
nemóže byť v G však viacej ako x(C), lebo potom medzi hranami, ktoré třeba 
zrušiť, vyskytovala by sa hrana, ktorá sa nevyskytuje v žiadnej kružnici grafu 
G (a kostra by nebola súvislým grafom, co je spor; pozři definíciu kostry), 
alebo by sa medzi nimi vyskytovala hrana, ktorá je hranou viacerýcJi kružnic 
z (' (a. to sine ukázali v časti a) dókazu, že je nemožné). Teda x(C) = JU1/U2 . . . /un. 

d) Predpokladajme, že x(C) > 1, potom aspoň o jednom čísle //, x>la.tí //, > 1, 
predpokladajme teda, že existuji! hrany h,(l), ht(2),. . ., h,(//,) kružnice Kt, 
ktoré sa nevyskytuji! v žiadnej inej kružnici kompozičnej bázy C. LubovoFná 
kružnica, ktorá obsahuje Tubo volnu hranu ht(j); j = 1, -\ ...,///, je kompo-
zíciou istýcli kružnic z G. Medzi komponovanými kružnicami musí byť nutné 
kružnica A",-, pretože podlá předpokladu hrany ht(j) sa vyskytujú jediné v l^ruž-
nici A',.; všetky krany ht(j) sú hranami kompozície. Čiže každá kružnica grafu 
G, ktorá obsahuje aspoň jednu hranu h^j), obsahuje všetky tieto lirany. Mno­
žina hrán {A,-(l), h-\2), . . ., A.(^,)} o /ut prvkoch existuje a je množinou požado­
vaných vlastností. 

Vela 2. Nech S je kostra súvistého grafu G a h lubovolná hrana z S, j)Otom 
e.vistuje právě jeden rez Rh grafu G, ktorý obsahuje hranu h, a jeho ostatně hrany 
ne patři a do S. 

I) o k a z. Ak by sme v kostře S zrušili hranu h, vznikne z kostry S graf S', ktorý 
má právě dve komponenty Bx, B2. Označme znakom Rh ciastocný graf grafu G 
pozostávajuci z týcli hrán, ktorýcJi uzly, s ktorými je hrana incidentná, ])atria 
í-oznym komponentám B1, H2. Je zřejmé, že Rh obsahuje okrem h už len hrany 
nepatriace do S, dalej Rh je rezom lebo po prvé: zrušením hrán grafu Rh vznikne 
z grafu G graf o dvoch komponentách, po druJié: ak by sme zrušili všetky hrany 
okrem jednej, vznikol by graf súvislý, pretože by v ňom existovala hrana inci-
(Fntná s uzlami oboch komponent Bx, B2 grafu 8'. Třeba ešte dokázat, že 
existuje jediný rez, ktorý obsahuje okrem hrany h len hrany, ktoré nepatria 
do 8. 

Keby existovali dva rózne řezy 2)ožadovaných vlastností Rh, R[, potom ich 
k< mpozícia G' by obsahovala len hrany, ktoré nepatria do 8 (pretože jediná 
hrana h € 8 je im sj)oločná). Kompozícia róznych grafov € ^a je nenulový 
graf € %,., teda je G' č ^a. Nech h' je rubovolná hrana z G'. Podlá lemmy S 
existuje v grafe G kružnica, ktorá okrem hrany h' obsahuje už len hrany 
z kostry. To je ale spor, pretože podlá defimcie grafov € ^ každá kružnica 
grafu obsahuje parny počet hrán grafu £ ^a. Teda Rh je jediný rez požado­
vaných vlastností. 

Veta i\ nám hovoří, že každej hrané kostry možno přiřadit právě jeden rez, 
ktorý už neobsahuje inu hranu kostry. Označme si znakom Es systém všetkých 
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rezov, ktoré v z mysle tohto priradenia odj)ovedajú jednotlivým hranám kostry 
8. Takémuto systému rezov budeme hovoriť fundamentálny systém rezov 
konstruovaný podlá kostry 8. EubovoTnej kostře od pověda prirodzene právě 
jeden fundamentálny systém rezov. Dokažme si teraz vetu o fundamentálnom 
systéme rezov: 

Aela 3. Nech E„ je fundamentálny systém rezov konstruovaný podlá luborolta j 
kostry 8 súvisleho grafu G. Potom K, je kom/pozičnou bázou pre vsetky řezy grafu G. 

D ó k a z . Najprv ukažme, že kompozícou istých rezov systému K, nemožno 
dostať rez toho istého systému : pretože každý rez systému Es obsahuje takú 
hranu z 8, ktorá nie je hranou žiadneho iného řezu, a v kompozícii sa vyskytujú 
len hrany, ktoré sa v komponovaných grafoch vyskytuji! neparny počet krát. 
je táto vlastnost systému zřejmá. 

Třeba teda ešte dokázat, že Lubovofný rez R grafu G možno koinj)onovať 
z rezov systému K,. Nech R je 1'ubovol'ný rez grafu G a nech hx, h2 hu sú 
tie hrany řezu R, ktoré sú hranami kostry 8. Je zřejmé, že \ > (). lebo rez 
nemóže obsahovať len hrany, ktoré nepatria do 8 (po zrušení všetkých hrán 
takého čiastočného grafu, ktorý neobsahuje hrany z S, by vznikol graf s-úvislý). 
Označme znakom R, ten rez systému Es, ktorý obsahuje hranu h; (i — l. 2, 
. . . . v), a utvořme kompoziční: 

Q = R x Rxx R2 X . . . X Ra; 

Q nemóže obsahovať žiadnu z hrán h (, lebo táto sa vyskytuje pri dvoch 
rezoch v kompozícii (R7 R), nemóže taktiež obsahovať žiadnu inii hranu kostry. 
lebo takáto sa nevyskytuje v žiadnom z komponovaných grafov. Q neobsahuje 
teda žiadnu hranu kostry 8. Pretože kompozícia grafov G ̂ \. je grafom € %,r 

a pretože graf € ^tí nemóže obsahovať len isté hrany nepatriace do kostry, 
musí byť nutné nulovým grafom a teda: 1 0 

R Rx x R2 x . . . x Ra 

R je kompozíciou rezov R}. R2, . . ., Ru, co bolo třeba dokázat. 
Veta 4. Neoh systém rezov B — {Ri,R2, . . ., Rn} j?. kompozicnou bázou pre 

vsetky řezy isteho súvisleho grálu G a nech Mx je množino, tých hrán řezu I?ř, ktoré 
sa nevyskytuje v ziadnom inom řeze systému, u(nechudáváichpočet (i — 1,2,. . . n). 

Platí: 
a) Ak niektorá z množin M• je prázdna, potom neexistuje v G taká kostra. 

podlá ktorej konstruovaný fnruletmentálmy systém rezov by bol systém B. 
b) Nech M, 4= 0 pre vsetky i =-- 1,2, . . ., n. Vyberme z kazdej z množin M, 

po jednej hrané h, a utvořme z nich množinu M{) = {hlt h2, . . ., /*„}. Graf pozostá-
vajúci z hrán množiny M0 je kostrou grafu G, podlá ktorej konstruovaný fundamen­
tálny systém rezov je systém B. 

1 0 Pozri K ö n i g , c. d. str. 145. 
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c) O poete x(B) róznych kostier, podTa ktorých konstruovaným jundamentálnym 
systémom rezov je systém B, platí: 

x(B) = jUjfa . . .JLI„. 

d) Ak x(B) > 1, potom v G existuje najmenej jedna dvojica uzlov u, v taká, ze 
s oboma týmito uzlami sú incidentně najmenej dve hrany. 

D ó k a z . 
a) Predpokladajme, že tvrdenie a) vety nemá všeobecni! platnost, t . j . že 

j)ie isté / — 1, 2 n je Ms = 0 a přitom existuje kostra 8, taká, že Ex = B. 
Podlá definície fundamentáJneho systému rezov Es existuje v 8 hrana h-t, ktorá 
je jedinou hranou z kostry 8 v řeze R,. Táto hrana je však hranou ešte aspoň 
jednoho řezu Rj a to je v rozpore s definíciou fundamentálneho systému rezov. 
Preto ak M, = 0 neexistuje taká kostra 8, aby platilo Ex = B. 

h) Nech Q' je ciastočný graf grafu G pozostávajúci z hrán množiny M{). 
1. Dokažme najprv, že G' neobsahuje žiadnu kružnicu. Predj)okladajme 

naopak, že v G' existuje istá kružnica K, jej hranou je istá hrana ht G R, inci-
dentná s uzlami u, v. Ak zrušíme všetky hrany řezu RL, vznikne z G graf G* 
o dvoch komj)onentách, jničom každá hrana z R, je incidentná v G s dvoma 
uzlami z róznych komponent grafu G*. Avšak z kružnice K bola pri vzniku 
grafu Q* zrušená iba jedna hrana, teda existuje cesta v G*, ktorá spojuje uzly 
H, v. To je však spor, lebo u, v majú patřit do róznych komponent grafu G*. 
Teda G' neobsahuje kružnicu. 

2. Dokažme teraz, že graf G' má tie isté uzly ako graf Q. Kompozicná báza 
rezov v grafe G (resj). grafov € ^ , resp. kríkov) má právě oc0 — 1 rezov, ak a{) 

je ])ocet uzlov grafu G. Vieme, že v grafech, ktoré nemajú kružnicu, rozdiel 
medzi j)octom uzlov a j)octom hrán udává počet komponent. 1 1 

Označme znakom x', j)očet uzlov v G'; x\ = <N() — 1 počet hrán v G' a znakom 
o j)očet komj)onent v Q'. Platí : 1 2 

x'{) — x[ = O), 

x'u — (0 = x{) — 1 . 

Pretože o > I ( — co <J — 1) jilatí: 
i\'(, — 1 ^_ X,\ — 1 , Xy) ^_ x^. 

Avšak j)očet uzlov v čiastočnom grafe nemóže byť váčší ako počet uzlov 
A' celom grafe. Teda je \(' = <*(). 

Z uvedeného (x'() — oj ~ x(] — \) vyj)lýva tiež, že G' je súvislý graf (má jedinú 
komponentu). 

Teda (zhrňujem): 
a) Q' neobsaliuje kružnicu, b) G' má tie isté uzly ako G, c) G' je súvislý. 

(Hastočný graf G' s týmito troma vlastnosťami je nutné kostrou grafu Gn. 
11 Pozři Kónig, c. (1. str. 51. 
112 Pozři Kónig, c d . str. Cy], veta 9, 10. 
1 3 Pozři Kónig, c d . str. 57, veta 23. 
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c) Naznačeným postupom možno konštruovať vcelku /^/^ . . . jutl róznyeh 
množin M0 požadovaných vlastností. Je tiež zřejmé, že mým spósobom kon­
struovat množinu M0 nemožno ; platí teda : 

X(B) =- fti//2 • • • ,Un 

d) Nech x(B) > 1, t. j . nech aspoň jedno číslo //, je váčšie ako l. Necli h. h' sú 
dve hrany řezu Rt, také, ktoré sa nevyskytuji! v žiadnom iiiom, řeze kompo­
zičně]* bázy rezov B. To vsak znamená, že každý graf € ^ ( . , ktorý obsahuje 
hranu h, obsahuje aj hranu h'. Nech u, v sú uzly, s ktorými je incidentná hrana 
h. Krík s centrom v uzle u a ťaktiež krík s centrom v uzle v (pretože krík je graf 
€ ^tí) obsahuje nielen hranu h, ale aj hranu h'. Cize s oboma uzlami u, v sú 
incidentné najmenej dve hrany h, h', čo bolo třeba dokázat. 

Fundamentálny systém rezov grafu javí určité obdobné vlastnosti ako fun-
damentálny systém kružnic grafu vzhiadom na kostry grafu. I keď sú zřejmé 
niektoré rozdiely (napr. tvrdenie d) vo větách 1, 4, alebo skutočnosť, že řezy 
priraďujeme pri konstrukci i fundameiitáhieho systému ku hranám kostry, 
kdežto kružnice priraďujeme ku hranám, ktoré nepatria do kostry) ukazuje sa 
značná obdoba vo vlastnost iachoboch fundamentálnych systémov, ktoru nie je 
dobré možno docieliť, ak v kompozičnej báze grafov € ^ sa obmedzujeme iba 
na kríky. 

Došlo 14. IV. 1955. 

З Н А Ч Е Н И Е О С Н О В Ы Г Р А Ф А 
Д Л Я П О С Т Р О Е Н И Я К О М П О З И Ц И О Н Н Ы Х Б А З 

Н Е К О Т О Р Ы Х П О Д Г Р А Ф О В 

А Н Т О Н К О Ц И Г 

В ы в о д ы 

В настоящей работе автор исходит из известных теорем об основе графа и о так на­
зываемой фундаментальной системе окружностей, о которых говорится, например, в ра­
боте Кенига ,,Теория конечных и бесконечных графов" (Кбшд „Тпеопе с1ег епсШспеп 
ипс! ипепсШспеп Сгарпеп", Ее1р21д 1936) и исследует возможно ли существование ком­
позиционных баз окружностей графа, не являющихся фундаментальной системой окруж­
ностей ни одной основы графа, а также возможно ли существование композиционных 
баз окружностей, которые являются фундаментальной системой окружностей нескольких 
основ. Доказывается следующая теорема: 

Пусть С = {К\, Кг, . . . К,,} — система окружностей, образующая композиционную 
ба.зу для всех окружностей конечного связного графа С. Пусть М-,. — множество таких 
ребер окружности К: € С, которые не встречаются ни в какой иной окружности системы 
С, /I; — число ребер множества М* • 

Доказывается 
а) Если какое-либо из множеств М, пустое, то в С не имеется основы, фундаменталь­

ной системой окружностей, которой была бы система С. 
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б) Пусть М, ф 0 для всех {. Выберем их каждого множества по одному ребру и обо­

значим ребро, выбранное из М, символом п, . Множество всех ребер графа, которые 

не были выбраны, т. е. ребра графа, не принадлежащие множеству М0 — {Н\, Н2 . . ., кп) , 
представляет собой множество ребер основы 5, фундаментальной системой окружностей 

которой является система С. 

в) Если У (С) есть число различных основ, фундаментальной системой которых явля­

ется С, то имеет место: 

у(С) =цф2 • • • /'« 

г) Если У(С) > 1, то в С существует по крайней мере одно такое множество ребер Н^ 

самое меньшее с двумя элементами, что каждая окружность графа, содержащая ребро 

из Нь, содержит все ребра из Н . 

Подобным образом исследуются композиционные базы так называемых разрезов графа. 

Под разрезом связного графа С понимается подграф К, обладающий следующими свой­

ствами: 

(<>) если в связном графе С устранить все ребра графа К, то получится граф, име-

Ю1ЦИЙ точно две компоненты, 

(/?) если в связном графе С устранить все ребра из К, кроме одного любого ребра, 

то получится связный граф. 

Прежде всего доказывается, что если :5 является основой связного графа С, а к — 

произвольным ребром из 5, то существует только один разрез Кл графа С, который со-

держит ребро к, а остальные ребра не принадлежат к :5. Таким образом для данной 

основы 5 к каждому ребру основы относится только один разрез графа. Система всех 

разрезов, которые в смысле предыдущего положения соответствуют отдельным ребрам 

основы, называется фундаментальной системой разрезов, построенной на основе Я. 

Доказывается, что фундаментальная система разрезов, построенная на произвольной 

основе, является композиционной базой всех разрезов графа. Дается доказательство 

следующей теоремы (аналогичное приведенной выше теореме о композиционных базах 

окружностей): 

Пусть система разрезов В = {К\, К2, . . ., 1?.,,} является композиционной базой для 

ьсех разрезов связного графа С, и пусть М представляет множество таких ребер раз­

реза К,, которые не входят ни в какой другой разрез системы, а /г,- — число таких 

ребер (1 = 1, 2, . . ., п). Удовлетворяются следующие условия: 

(а) Если одно из множеств М пустое, то в С не существует такой основы, построен­

ная по которой фундаментальная система была бы системой В. 

(б) Пусть М Ф О для всех г = 1, 2, . . ., п. Выберем из такого множества М, по 

одному ребру к; и составим из них множество М() =- {к\, к2, . . ., кп]. Граф, состоящий 

из ребер множества М() и пнцедентных им вершин, является такой основой графа С, 

ч го построенная на ней система разрезов есть система В. 

(в) Е с л и * (В) есть число различных основ, построенная по которой фундамен 

тальная система разрезов является системой В, то имеет место: У (В) = Цфъ . . . / / „ . 

(г) Если У (В) > 1, то з С существует пара таких вершин и, V и по крайней мере 

два разных ребра, из которых каждое инцедентно обеим вершинам. 
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