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Matematicky &asopis 20 (1970), No. 4

JEDEN DIOFANTICKY PROBLEM
0 TANGENCIALNYCH MNOHOUHOLNIKOCH

PAVEL BARTOS, Bratislava

Diofantické problémy v geometrii s¢ zvyéajne tykaju trojuholnikov, zriedka
stvoruholnikov. V tomto éidnku riesime jeden diofanticky problém o tangen-
cidlnych mnohouholnikoch (t. j. takych, ktoré st opisané kruznici).

Dalej znadi A, = A1ds... A, m = 3, vidy konvexny tangenciilny
m-uholnik, A4; Aimi=a; (C=1,2,...,m, Apy = 41) diiky jeho stran,
C stred a p polomer jemu vpisanej kruznice. Dalej znadi k(u) kruznicu
so stredom C a polomerom r, pre ktory plati o £ r £ min C4;. Tédto ma

na kazdej strane A,, tetivu dizky w, 0 £ 4 < Umax. Zrejme umax vytina kruz-
nica k(u), majica najvicsi mozny polomer CA, = min C4;. Ak T, je bod
7

dotyku kruznice k(0) (polomeru g) na strane 4,441, tak (pozri obr. 4)
(l) umax - 2AeTg == 29:;

Takto vznikaji na kazdej strane A;d;+1 tri tsetky i, u, iy (obr. 1),
z ktorych najviac dve mézu byt nulové, pritom

(2) Uu=0=x>0, k=1,2,....,m
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Kedze priamka CA; (resp. CA4;41) je aj osou kruznice k(u), aj osou uhla
X A1 d;Ai1 (vesp. <X Airedinndi), plati na troch susednych stranich
Aiadi, Aidin, Aindise

Tia + %+ U= a1, T+ Tiy1 + U = G, Tiy1 + Tite + U = a1y
Plati teda
(3) p+axnFu=a, k=1,2,...,m

Chceme uréit nutné a postadujice podmienky, aby tseSky u, xi, bk = 1,
2,...,m mali celo¢iselné velkosti. Ide teda o rieSenie sustavy rovnic (3)
v nezdpornych celych &islach u, a, k= 1,2, ..., m, priom 0 £ % < Umax
a nulové hodnoty st podrobené podmienke (2), ktord vyplyva z konvexity An.

Predovsetkym si treba v§imnit, Ze sustava (3) pre kazdé 4, 0 £ 4 £ umax
mé vzdy aspon jedno rieSenie v nezédpornych &islach 1, xa, ..., . To vy-
plyva z geometrickej povahy problému, kedZe Ay je konvexny tangencidlny
mnohouholnik. Dalej je zrejmé z rovnic (3), Ze wloha méfe mat riesenie len
vtedy, ak strany mmnohouholnika Ap maji celoéiselné velkosti, teda len vtedy,
ked a;, 1 =1,2,...,m, s prirodzené ¢isla. Preto budeme najprv hladat
rieSenie sustavy (3) bez diofantickych podmienok s predpokladom a; > 0,
0 £ % £ Umax & potom ho podrobime diofantickej analyze.

Ukazuje sa, Ze rieSenie je rozdielne pre nepirne a pre parne &islo m.

Nech m = 2nr -+ 1, n prirodzené &islo. RieSme stistavu rovnic
(4) Xt rm=aq;j—u, j=kk+1,....,20n +Fk

kde index 2n 4+ 1 -+ s (s > 0) znadi index s, v nezdpornych ¢&islach x1, x2, ...,
Zon+1, priom a; > 0, 0 < % < Umax. Mdme teda 2n + 1 linedrnych rovnic
pre 2n + 1 neznamych, priom u je nezdporny parameter a a1, az, ..., G2ns1
dané kladné ¢&isla. Vieme, ze vyhovujtce rieSenie urcite existuje.

Determinant ststavy (rddu 2n 4+ 1) Iahko vyéislime rozvintc ho podla
prvkov prvého stipea:

.................... =14+1=2
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Line4drna ststava (4) — ekvivalentnd sustave (3) — md teda jediné rie-
Senie, ktoré urdite splita podmienky geometrickej povahy problému. Toto
rieSenie ndjdeme nasledovne:

Rovnice (4) vynasobime &islom (—1)/~* a potom pre vsetky j séitame, tak
dostaneme

2n+k 2n+k+1 2n+k
2 (=1pFay 4 S (1Y = S (= 1) (a5 — ).
i=k j=k+1 ik

odkial po jednoduchej uprave vyjde
2n+k

(5) ap =5[> (—1y*a; —u], k=1,2,...,2n + 1.
ik

Pri pripustnej hodnote parametru « je vidy x; = 0 a je splnend podmienka (2).
Ak je u = 0, teda ak je k (0) vpisand kruznica do Agsi1, tak disla
, 2n+k
(6) wp=%[> (=1 "%, k=1,2,...,2n+1,
jok
st dizky tsetiek AxTx = ATk -1, pricom T (T 1) je bod dotyku tejto kruznice
na strans ApAr+1 (Ax14x). Kedze v Ay st viitorné uhly duté, plati z, > 0
pre vietky k, 8o vyjadruje podmienka (2). V kazdom Agzi1 teda nutne musi

platit
2n+k

() > (—1pka; >0, k=1,2,..,2n+ L.
i-k
Vztahy (7) su pre existenciu Asys1 so stranami ag, az, ..., @zny1 (uréenymi

velkostou a poradim) aj postadujlicimi podmienkami pri trojuholnikoch
a pravidelnych mmnohouholnikoch. Vo vSeobecnosti vsak pre n > 1 nimi

A
[}
]
]
|
A : As
|
’
Az a A, Obr. 2.
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nie si. Na dokaz toho slazi na obr. 2 piatuholnik 4,4s ... A5, ktory vznikol
z pravidelného patuholnika 4;4; ... A5 so stranou a posunutim vrcholu A4,
do bodu A4; na polomere 4,C vpisanej kruznice. Pritom A;4, = 4,4, =
=a —e¢, ¢> 0. Ak bod A; volime tak, aby & > 0 bolo dostatotne malé,
ostré nerovnosti (7) zostant spluené aj v patuholniku A4,4,4,4,4;, ktory
vSak nie je tangencidlny. To isté plati pre vSetky pravidelné (2n 4 1)-uhol-
niky, n > 1.

Nerovnosti (7) mozno povazovat za mnohouholnikové nerovnosti (zovse-
obecnené trojuholnikové nerovnosti) v (2n 4+ 1)-uholnikoch. V Az, platia
vidy, v inych (2n 4 1)-uholnikoch vSak platit nemusia. Dokazom toho je
patuholnik na obr. 3, v ktorom a1 — as + a3 — a4 + as < 0.

Pri danych dizkach a; strén Agni1 a ich poradia st vSetky tseky x;, vzta-
hom (6) jednoznacéne uréené. Z toho vyplyva, Ze z danych 2n + 1 usediek
(s uréenym poradim) mozno zostrojit bud prive jeden Agni1, bud ziadny.
Keby ich totiZ bolo viacej, museli by sa ligit aspon v jednom vnuitornom uhle.
Avsak (obr. 4) plati

(8) o=xtgrox, k=1,2,...,20 + 1,

a teda, ked sa mapr. zvadii «;, zvidsi sa o, lebo =, sa nezmenilo. To znamens,
ze podla (8) sa vSetky vmitorné uhly zvidsili, o je nemozné.
Teraz dokdZeme :

Ay

2a 2a

Obr. 3. A‘ a A3
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Veta 1. Nech velkosti stran Asyi1 (n privodzené Eislo) st privodzené Eisla.
Potom dselky xx, u, xp41, ktoré vzmiknd ma strane ApAgrw pretinanim tejto
strany krugnicouw k(u), st pre vetky k= 1,2, ..., 2n + 1 celoéiselnej velkosti
prave vtedy, ked je celoéiselnd velkost tetivy u a plati

2n+1
(9) u = > a; (mod 2),
i1
a prdve viedy, ked je celobiselnej velkosti aspoti jedna z usebiek x1, xa, ..., Woni1.

Dékaz. Sastava rovnic (4) mé pre kazdé u, 0 < 4 < umax jediné riesenie,
ktoré vyhovuje podmienkam geometrického problému. Toto rieSenie ddvaja
vzorce (5). Z nich potom vyplyva, Ze ak je u nezdporné celé ¢islo tejze parity
ako obvod Agyi1, s 2 pre vietky k nezdporné celé ¢isla. Je totiz pre kazdé &

2n+k 2n+k 2n+1 2n+1
> (—1)*a; = Zaj—QZal Za}~22al > aj (mod 2),
j=k j=1

kde l=F%k + 1,k + 3, ..., 2445 1. Ak v nemd spomenuti vlastnost, ziadne
nie je celé ¢islo.
Aj v tom pripade, Ze x; je pre urcité k celé ¢islo (z geometrlcke] povahy
problému vyplyva, Ze je nezdporné), je podla (5) u = 2(x, — ax) celé nezd-
2n+1

porné &islo a u = i a; (mod 2), takZe veta plati podla predoslého odstavca.
j=1

Tym je tplne dok;iza.né.

Doésledck 1. V Agyyr so vSetkymi stranami celoéiselnej velkosti su vel-
kosti usekov strin, na ktoré ich delia dotykové body kruznice k(0), prirodzené
¢isla prave vtedy, ked je jeho obvod parne ¢islo.

Dosledok 2. Ak vSetky strany mnohouholnika As,y; maji celociselné
velkosti, tak na nich vytina kruZnica k(umax) tUseky celociselnej velkosti.
(Takd kruznica totiz prechddza aspon jednym vrcholom Agni1, takze urcité

Xy — 0.)

k+1 Obr. 4.
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Teraz nech m = 2n+2 (n prirodzené &islo). Rovnice ststavy
(10) xF+axknn=ar—u, k=1,2...,2n42

si v neznamych z1, @2, ..., Z2nt2 linedrne zdvislé. Ndsobenim rovnic (10)
¢islom (—1)k-1 a séitanim vSetkych dostaneme totiz

242 2042 2n+2
> (=1t > (— 1w + (—12ntey = > (—1pFYae — ),
k1 k-2 k=1

odkial vyplyva

2142
(11) > (—1)F gy = 0.

k=1

Vztah (11) zna¢i aj nevyhnutni podmienku existencie As.i2 z danych

2n + 2 stran uréenych velkostou a poradim. Ako je zndme, je tito podmienka
pri » = 1 (v §tvoruholnikoch) aj postadujica. Zrejme je to tak aj v pravidel-
nych mnohouholnikoch s parnym poétom stran. Neplati to vsak vseobecne.
Ak napr. z pravidelného Sestuholnika Aid4s ... A6 so stranami velkosti a
zostrojime rovnostranny Sestuholnik A1ds ... A,A Ag (obr.5) tak, ze

JAd,4,Ay = 135°, Tahko zistime, ze A,Ag—= a,A/5 — 2J2 — /3_ Ak so zd-
kladiiou 4,4 zostrojime e§te mimo pituholnika 4,4,4;4,4; rovnoramenny

267



trojuholnik s ramenami A,4; = A;A; = a (¢o ide, lebo trojuholnikové ne-
rovnost je splnend), nijdeme, 7o A, Agdy = xAgd,A; < 30°. Z toho vy-
plyva, 7e rovnostranny 6-uholnik 4,4 ... 4,A;A; mé duté vnitorné uhly
a teda je konvexny. Tangencidlny vsak zrejme nie je.

Hladajme teraz rieSenie stGstavy (10). Vieme, ze pre Ag,iz existuje vyho-
vujuce rieSenie v nezapornych ¢&islach ap, k= 1,2,...,2n 4+ 2 pre kazdé
pripustné u.

V sidstave je napr. prvych 2z 4 1 rovnic linedrne nezavislych v nezndmych

X3, X3, ..., Tan+a; Pritom u, x; povyzujeme za parametre. Je totiz determinant
sustavy radu 2n + 1 teraz

|]') 705 ’0,070‘
|1, 1,0,..,00 0|
[0, 1,1, ...,0,0, 0]

10, 0,0, ..,1,1,0]

10,0,0,...,0,1, 1]
M4 teda tato ststava 2n + 1 linedrnych rovnic (10) pre k =1,2. ..., 2n 4 1
v nezndmych 2, ¥3, ..., X242 pri danych parametroch u, x; prive jedno

rieSenie, ktoré lahko ndjdeme. Z rovnic (10) mame
o =01 — X1 — U, X3=02— T2 — U =0 — a1 + 21,
Xg =03 — X3 —U=0Q3 — A2 + a1 — X1 — U
atd. Matematickou indukeciou snadno dokdzeme, Ze

(12) Top+l = Q21 — G211 + G212 — ... + az — a1 + @3,

(13) Toyrz = G241 — @+ @1 — ... — A3+ a1 — X1 — u
prel=0,1,2,...,n.
Zo vztahov (13) vyplyva, Ze v Agpi2 nutne platia nerovnosti

(14) ag+1 — @21 + Q211 — ... —ag +a; >0 1=0,1,2, ..., n.

Obdobné vztahy (venikajice cyklickymi permutdciamiindexov 1, 2, ..., 2n 4 2)
dostaneme, ked za parameter volime Iubovolné x;. St dalsim zovSeobecnenim
trojubolnikovych nerovnosti v Agu+2. VSimnime si, Ze vSetky obsahuji ne-
parny podet stran a; (pre vSetky strany Asgy,+2 plati podla (11) rovnost)!.

1 Vidno, Ze obdobny postup mozno urobit aj pre Az,+1 s prvymi 2n rovnicami (10); (12)
plati bez zmeny, ale (13) vo forme
(13") Loy = @21 — a2 +ay3 —...—a+a—ax1—u, l=1,2,...,n

Ak mdme na zreteli nerovnosti (7), vidime, Ze nerovnosti (14) platia (aj pri cyklickych
permutdciach indexov) tiez v Aza+1.
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KedZze pri Agsi2 moino jeden tsek, napr. x; = A:1T1 Tubovolne zvolit
(0 < a; < a1, Gzn42), moie ku kazdému takému z] pri danych strandch ay
(velkostou a poradim) existoval Aszz+2. Skutocne je to tak pri Stvoruholni-
koch, pretoze ay — as 4 as — as = 0 je tu postadujicou podmienkou existen-
cie As. Nie je tomu vSak pri Agy+2, # > 1, vSeobecne, ako sme videli pri de-
formaéecii pravidelného Sestuholnika (obr. 5).

Teraz uz moézeme dokdzat :

Veta 2. Nech Agnye (kde n je prirodzené éislo) md vsetky strany celoiselne)
velkosti. Uselky, ktoré venikni pretinanim jeho stramy ApAps krufnicou k(w)
majh pre viethy k = 1,2, ..., 2n + 2 celoiselné velkosti prdve vtedy, ked si
celoCiselnej velkostt aspoti na jednej strane Agpyo.

Dokaz. Z rovnic (12) vyplyva, Ze x4, 1 =0,1,...,n st celodiselnej
velkosti prave vtedy, ked to plati o x1 a potom podla (13) st z2+2 celociselnej
velkosti prave vtedy, ked to plati o u, teda aj o 2 = a1 — v — 21, a v inom
pripade nie. Veta je tym dokdzand, ked st celodiselnych velkosti tseky na
A14s, ¢o vSak nie je na ujmu vSeobecnosti. Tym je veta dokidzand.

Désledok. Ak Asyio md vetky strany celociselnej velkosti a ak kruznica
k(umax) prechddza dvoma jeho susednymi vrecholmi, su iseky nou na vsetkych
strandch vytaté celotiselnych velkosti. (PretoZe na jednej strane ay vytaté
tsecky st velkosti 0, 0, Umax = a.)

Doslo 24. 9. 1968

A DIOFANTIC PROBLEM OF TANGENTIAL POLYGONS
Pavel Bartos

Summary

In this paper necessary and sufficient conditions are given for a circle concentrated
with an inscribed circle of a convex tangential polygon to intersect on all its sides segments
with integer lengths.
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