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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS

Roénik 111 SO 1953 Cislo 3—4

i tt

O DIREKTNOM SUCINE POLOGRUP

JAN IVAN, BRATISLAVA
(Doglo dnia 15. I1X. 1953)

Cielom tohto ¢lanku je vySetrovanie vlastnosti direktného sucinu polo-
grap a rozkladu jednoduchych polograp na direktny saéin inych polograp.

Najprv uvedieme niektoré zakladné definicie a vety z tedrie polograp
(Schwarz[l]).

Pologrupou nazyvame kazda neprazdnu mnoZinu elementov a, b, c, ...,
ktord je uzavreta vzhladom na nejaku jednoznaénu asociativnu operaciu
(ndsobenie): (ab) ¢ = a (bc).

Neprazdnu podmnozZinu L pologrupy S nazyvame lavjm idedlom polo-
grupy S, ak je splneny vztah SL €L, t.j. pre Tubovolné s € S, [ € L plati
sl € L. Pravgm idedlom nazyvame podmnozinu R, ktora spliiuje podmienku
RS ES. Obojsiranngm idedlom nazyvame podmnozZinu M, ktord je su-
¢asne lavym aj pravym idedlom pologrupy S, t.j. spliuje podmienky
SM&EM, MSE M.

Prenik (ak je neprazdny) aj sacet dvoch lavych (pravych, obojstran-
nych) idealov je lavy (pravy, obojstranny) ideal.

Pologrupa S mdZe (ale nemusi) obsahovat element z, ktory ma tuto
vlastnost: z-a =a-z =2z pre kaidé a € S. Takyto element nazyvame
nulou pologrupy. Pologrupa mozZe obsahovat najviac jednu nulu.

Lavy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy S nazyvame minimdlnym
idedlom pologrupy S, ak neobsahuje v sebe ako vlastni podmnoZinu uz
Ziadny iny lavy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy S.

Pologrupa zrejme nemusi obsahovat minimalne Tavé (pravé, obojstranné)
idealy.

Dva rozne lavé (pravé) minimalne idealy maju prazdny prenik. Polo-
grupa mdZe mat najviac jeden minimalny obojstranny ideal.

Nula (ak existuje) je pri naSej definicii minimality zrejme jedinym
existujicim minimalnym Tavym (pravym, obojstrannym) ideadlom. V pri-
pade pologrup s nulou budua teda niektoré vety, hovoriace o minimalnych
idealoch, trivialne.

Pologrupu S, ktord neobsahuje Ziadny obojstranny ideal M &S, bu-
deme nazyvat jednoduchou pologrupou.

Teraz dokazZeme tri jednoduché vety o minimalnych idealoch, ktoré
budeme v dalSom potrebovat.
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Veta 1: Lavy idedl L pologrupy S je minimdlny viedy a len vledy, ak v riom
rovnica xa = b md riesenie pre kazdé a € L, b € L.

Dokaz: Nech L je minimalny Tavy ideal pologrupy S. Vezmime I'ubo-
volny element a € L. Iste plati:
La S L.
Mnozina La je zrejme tieZz lavym idealom pologrupy S. KedZe podla pred-
pokladu ideal L je minimalny, musi platit:

La = L.
To znamena: ku kaZzdému a € L, b € L existuje také x €L, 7¢ za =Db.

Naopak, nech L je Tavy ideal pologrupy S, v ktorom ma rovnica
xza = brieSenie x € L pre kazdé a€ L, b € L. Potom je isté pre kazdé a € L

La2 L.
Teda je
L ELaS L2
Kedze je vSak vidy L* €L, je
5 ‘ LESLaCSl,
t. j.
La=L.

Predpokladajme, Ze L nie je minimalny idedl. To znamena, Ze polo-
grupa S obsahuje este nejaky lavy ideal L' c¢ L. Ak o' € L’, potom

Sa" S L'
a tym skor
La" E L.
Ale kedZe a’ € L, je
‘ La" = L.
Z toho vyplyva
LEL,

¢o je spor s predpokladom, Ze L’ c L. Teda L je minimalny lavy ideal.
Prave tak sa dokaZe:

Veta 1a: Pravy idedl R pologrupy S je minimdlny vledy a len vledy, ak
v fiom rovnica ay = b md riesenie pre kazdé a€ R, b € RR.

Pre obojstranné idealy plati:

Veta 1h: Obojsiranny idedl M pologrupy S je minimdlny vledy a len vledy,
ak v fiom rovnica xay = b md riesenie pre kazdé a€ M, b € M.

D 6 k az: Nech M je minimalny obojstranny ideal pologrupy S. Vezmi-
me lubovolny element a € M. Pretoze M je obojstranny ideal, plati:

MaSEM, aM EM,
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teda

MaM E M.
Mnozina M a M je zrejme ticZ obojstranny ideal v S. KedZe podla pred-
pokladu M je minimalny obojstranny ideal, musi platit:

MaM = M.

To znamend: ku kazdej dvojici a € M, b€ M existuju také x € M, y € M,
Ze xay = b.
Naopak, nech v obojstrannom ideali M ma rovnica xay = b riedenie
pre kazdé a€ M, b € M. To znamené, Ze pre kazdé a€ M je
MaM 2 M.
Teda dalej je
M & MaM S M2 S M,
preto je ‘
MaM = M.

Predpokladajme, Ze ideal M nie je minimalny. Teda S obsahuje este
nejaky obojstranny idedl M’ ¢ M. Vezmime I'ubovolny element o’ € M’.
Plati:

Sa" EM', a'S S M,
teda aj
Sa'S E M’
a tym skor
Ma'M S M'.
Ale pretoze M' c M, je a' € M a teda
Ma'M = M,
ize
MEM.
To odporuje predpokladu, ze M’c M. Teda M je minimalny obojstranny
ideal pologrupy S.

Definiciaz Nech Sy ={ as ), S, = { b ), kde «,  prebichaji nejaké mno-
Ziny indexov, st dve pologrupy. Direkingm sacinom lychio polograp budeme
nazyval mnoZinu S vselkiych usporiadanych dvojic (aa, bg), kde a, prebicha
vSelky proky z S, a bg vselky proky z S,. Piseme: S = S; X S,.

V lejlo mnozine definujeme ndsobenie laklo:
(aa, bg) - (ay, bs) = (daay, bgby).

Z tejto definicie vyplyva hned:

Veta 2: Direking stuéin dvoch pologrip je pologrupa.

Naskytd sa teraz otazka, ktoré vlastnosti polograp sa zachovivaja
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pri tvoreni direktnych sacéinov a dalej, aké vlastnosli divektného sucinu
sa daju odvodit z vlastnosti jednotlivych faktorov. Nasledujuce vely
davaju na niektoré takéto otazky odpoved.

Veta 3: Nech pre i = 1,2 je L; (R;, M;) lavy (praviyj, obojsirannijy) idedl
pologrupy S;. Potom L = L, X L, (R = I}y X Ry, M = M,; X M,) je lavy
(pravy, obojstranny) idedl pologrupy S = S; X S,.

Dokaz: Nech M;, M, sa obojstranné idedly polograp S; = {a.),
S, = {bg). Oznacme:

M, = {ald, My = {bJ).
u, » tu prebiehaju ist¢ podmnoZiny mnoZin indexov {«}, {f}.

Pre Tubovolné (a«, bs) €S a (a., b)) € M = M, x M, plati:

(aa, bg) (a0, b)) = (aeal, bghy') € M, (1)
pretoZe aga,; € M,, bgb, € M,.
Sucasne je
(a0, 0') (aa, bp) = (a,i aa, b/ bg) € M, (2)

pretoZe. a/a. € M,, b, by € M,.

Vztahy (1), (2) hovoria, Ze mnozina M = M, X M, je sticCasne Tavym aj
pravym idealom, teda obojstrannymn idedalom pologrupy S =S, X S,.
Tym je veta pre pripad obojstrannych idedlov dokizana.

Pre lavé a pravé idedly dokazeme vetu tplne analogicky.

Veta 4a: Nech S; (i = 1,2) st dve pologrupy, z klorjch kaidd md mini-
mdlny obojstranny idedl M;; polom

1. aj direklny suéin S = S; X S, md minimalny obojstranny idedl M,

2. plali M = M, X M,.

D 6 k az: Direktny sacin M = M, X M, je podla vely 3 obojstran-
nym idedlom pologrupy S = S; X S,. Treba este dokazat, Ze je minimalny.
Na zaklade vety 1b staci dokazat, Ze k Tubovolnym (a,, 0, ) € M, (a, , b, )€ M
existuju takeé (af,b)€ M a (a,, b;) €M, Ze

(ag', b)) (@l ,by) (an, by) = (a], b5). (3)
Ukazeme, Ze také prvky v M skulocne existuja. Podla predpokladu su
idealy M,;, M, miniméalne. Teda podla vety 1b k Tubovolnym a, € M,
a; € M, existuju také a/ € My, a; € M,, Zec
af ap @) = ap
a k Tubovolnym 0} € M,, b, € M, ecxistuja také by € M,, b, € M,, Ze
b{ by by, = b5
Teda (aj, b:), (a;,b;) sd z M a iste vyhovuja rovnici (3), ¢. b. t. d.

Analogicky dokézeme (pouzitim vety 1):

Veta 4b: Nech S; (i = 1,2) st dve pologrupy, z kiorych kaidd md aspon
jeden minimdlny lavy idedl L;. Polom

AN



1. aj dircking sutin S = S; X S, md aspoii jeden minimdlny lavy idedl,

2. idedl L = L; X L, je minimalny lavyj idedl pologrupy S.

Podobne znie veta pre minimalne pravé idedly.

Pozndmka: Je zname (Schwarz[2]), Ze pologrupa S bez nuly,
ktorda ma aspon jeden minimalny lavy (pravy) idedl, ma aj (jediny) mini-
malny obojstranny ideal M. Tento minimalny ol)OJsLIanny idedl M je
mnozinovym suctom vSetkych minimalnyeh lavyeh idealov L, danej
pologrupy: M = 3’ L,.

Z toho na zaklade viet 4a, 4b vyplyva tato veta:
Veta 4c: Nech st splnené predpoklady vely 4b. Polom:
1. Pologrupa S = S; X S, md minimdlny obojsiranny idedal M.
2. Plali M = 2 L X Z Ly, kde Lo, resp. Ly prebicha vsellky minimdlne

idedly pologrupy Sl, resp. S

Podobne znic vela aj pre minimalne pravé idealy.

Veta Sa: Nech S je pologrupa, klord sa dd pisaf alo direklny saéin dvoch
pologrip, S = S; X S,. Nech S md minimdlny obojsirannyj idedl M. Polom

1. aj obidve pologrupy S;, S, maja minimdlny obojsiranny idedl M,,
resp. M,,

2. plali M = M, X M,.

D 6k az: Nech M je minimalny obojstranny ideal pologrupy S,

M ={(a;, b;)}.
Prvky a,; tvoria nejaku mnoZinu M,c S, a prvky b; nejaki mnoZinu
M,ES,.

Ak a,€ M, a; € M,, potom M iste obsahuje dvojicu typu (a,,b;) a dvo-
jicu typu (ag, b3), kde b}, b su nicktoré prvky z M,. KedZe M je minimalny
obojstranny idedl v S, existuja podla vely 1b také prvky (ai, b,) € M,
(ay, b)) € M, Ze

(a, &%) (ay, b3) (a5, by) = (a5, bs),
t. .
a,a,a, = ay, bbby, =10b". 4)

Prvy zo vztahov (4) hovori: MnoZina M, spliiuje predpoklad vety 1b,
t.j. ku kazdej dvojici a, € M,, a, € M, existuju také a}, € My, a; € M,,
Ze a} al a, = a,. Prave tak dokidZeme, Ze tuto vlastnost ma aj mnozina M,.

Teraz dokazeme, Ze M p M, X M,, t.j. Zze-M obsahuje vSetky mozné
dvojice (a,, b.).

Nech a;, je T'ubovolny element z M, a b, l'ubovolny element z M,. Potom
M iste obsahuje asponi jednu dvojicu typu (ay, b}), kde b je niektory ele-
ment z M,. Podla prave dokazaného ku a;, € M, existuju také a; € M,
ay € M, Ze

’ r_

a;a,ay = Qg
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a ku b} € M,, b, € M, existuju také b; € M,, b, € My, %e
b" bib, = D.,.
Kedze (a;, b)) € M, je:
(@, bg) (an, b3) (ay, by) € M.
PretoZze ale sucin na lavej strane sa rovna (a,, b"), je:
(an, b;) € M.
Tym je dokazané, ze M 2 M, X M,.
Ostava este dokazat, Ze M, je minimalny obojstranny ideal pologrupy S,
a M, pologrupy S,. Tym bude zaroven dokazané (vzhladom na vetu 4a),
Ze je prave
M=M, X M,.
Najprv dokazeme, Ze st to obojstranné idealy. KedZe M je obojstranny
ideal, plati:
SM &M, MS & M.

To znamend, Ze pre Tubovolné (a,, bg) € S a Tubovolné (a,,, b)) € M plati
(aq, bp) (ay, by) = (a,ay, bgb)) € M, (ay, ;) (aq, bg) = (aj,a,, bibs) € M,
t.]. '
a,aq, € M,, a,a, € M;,
byb, € M,, b,by € M,,
CiZe
S,M, &€ M,, M,S, E M,,
S;M, & M,, M,S, E M,.
To vsak znamena, ze M, je sucasne lavy aj pravy, teda obojstranny ideal
pologrupy S,;. Podobne M, je obojstranny ideal pologrupy S,.
Tieto idealy st zrejme minimalne, lebo ako sme dokazali, spliiuja
predpoklad vety 1b. Tym je veta Uplne dokazana.

Analogicky sa dokazZe:

Veta 5b: Nech S je pologrupa, klord sa dd pisal ako direkiny suéin dvoch
pologrup, S = S; X S;. Nech S md aspori jeden minimdlny lavy idedl L.
Polom: :

1. obe pologrupy S;, S, maju lieZ aspori jeden minimdlny lavy idedl L,,~
resp. L,,

2. kaZdy minimdlny lavy idedl L pologrupy S sa da pisal alko direkiny
suéin L = L; X Ly, kde L, je isty minimdlny lavy idedl z Sia L, sty mini-
mdlny lavy idedl z S,.

Podobne znie veta pre pravé idealy.
~Poznéamka: Vety ba, bb su obratenim vety 4a a 4b. Na priklade
sa da dokazat, Ze veta 3 sa neda vieobecne obratit, t. ). predpoklad mini-
mality vo vetach 5a, 5b je podstatny.
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. Pre koneéné pologrupy VyPlyva priamo z dokazanych viet:

Veta 6: Nech S;, S, st dve koneéné pologrupy. Ak pologrupa S, obsahuje n,
a pologrupa S, ny minimdlnych Lavjch (pravych) idedlov, polom ich direking
sudin S =S, X S, obsahuje n = n, - n, minimdlnych lavijch (pravijch)
idedlov.

Veta 7: Direking saéin dvoch jednoduchych pologrip je jednoduchd polo-
grupa.

D 6 k az: Nech S;, S; su jednoduché pologrupy.

DokaZeme, Ze S = S; X S, je jednoduchd pologrupa. Predpokladajme
opak: nech S nie je jednoduchd pologrupa. Teda obsahuje aspoii jeden
vlastny obojstranny idedl M c S:

= {(a;, b))}

Elementy d;, tvoria nejaki mnozinu M, & S, a elementy b, mnoZinu M, £S,.
V doékaze vety ba sme ukazali, Ze mnozZina M, je obojstrannym idedlom
pologrupy S; a mnozZina M, pologrupy S,. KedZe je Mc S, musi byt
bud M; c S,, alecbo M, c S,, alebo oboje sudasne. To je v8ak spor s pred-
pokladom o jednoduchosti faktorov. Teda S =S, X S, je jednoducha
pologrupa, ¢. b. t. d.

Veta 8: Al jednoduchd pologrupa S sa dd rozlozil na direkiny suéin dvoch
polograp, polom tielo pologrupy st nevihnuine jednoduché.

D 6 kaz: Nech S je jednoduchid pologrupa a nech S = S; x S,. Doka-
zeme, Ze aj pologrupy S;, S, su jednoduché. DokaZeme to zase nepriamo.
Keby aspon jedna z nich, napr. S; nebola jednoducha, obsahovala by
aspolt jeden vlastny obojstranny idedl M, c S,. Podla vety 3 dircktny
suéin M; X S, by bol obojstranny ideal pologrupy S =S, X S,. Zrejme
by bolo M, x S, €S, X S, =S. To vsak odporuje predpokladu, Ze S
je jednoducha pologrupa. Teda obidve pologrupy S;, S, su jednoduché,
g b.t.d. .

Lemma: KaZdd pologrupa S, kiord me je grupou, obsahuje asport jeden
lavyy alebo pravy idedl =+ S.

D 0 k a z: Nech S je pologrupa, avSak nie grupa (teda S obsahuje aspon
dva rozne elementy). Ked S nema Ziadny Tlavy idedl L + S| to znaci, Ze
pre kazdé a € S je lavy ideal Sa rovny S, teda Sa = S. To znamml:'l, Ze
v S méa rovnica xa = b riefenie pre kazdé¢ a€ S, b € S. Podobne ak polo-
grupa S nemd ani Ziadny pravy idedl R 4= S, m& v nej rovnica ay = b
rieSenie pre kazdé a €S, b € S. Pre mnoZinu S teda okrem predpokladu
asociativily plati aj moZnost obojstranncho delenia. Podla znimych
axiom tedrie grup (pozri napr. Kuro§ [1]) je mnoZina takychlo vlast-
nosti grupou.

Veta 9: Ak grupa G sa dd rozlozil na direkinyg suéin polograp, polom
tielo pologrupy st nevyhnuine grupy.
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Doékaz: Nech G =S, X S,. Keby asponi jedna z pologrip S;, S,,
napr. S;, nebola grupou, podla prave dokazanej pomocenej vely by obsa-
hovala aspoii jeden vlastny idedl, napr. lavy L, c S;. Podla vely 3 dirckiny
su¢in L; X S, by bol vlastnym Tlavym idedlom grupy G. To vsak nie je
mozné, lebo grupa zrejme neobsahuje vlastny ideal.

V dalSom sa budeme zaoberat jednoduchymi pologrupami bez nuly,
ktoré obsahuju asponi jeden minimalny lavy a aspoii jeden minimalny
pravy ideal. O takychto pologrupach vieme (Schwarz [2]), Ze sn
mnozivym sictom navzdjom izomorfnych disjunktnych grup. Kazda
z tychto grip je prenikom niektorého miniméalneho lavého s nicktorym
minimalnym pravym idealom. Grupu, ktora je s tymilto grupami izo-
morfnéa, budeme volat grupovym komponenlom pologrupy S.

Podla vety4b avety 7 aj direktny sucin takychto pologrup je jednoducha
pologrupa bez nuly a obsahuje aspon jeden minimalny Favy a asponi jeden
miniméalny pravy ideal, teda je tieZ mnoZinovym sud¢tom izomorfnych
grup. Je otazne, ¢i aj grupovy komponent pologrupy S = S, x S, bude
izomorfny direktnému siucinu grupovych komponentov pologrup S;, S,.
Kladnu odpoved na tuto otazku dava tato veta:

Veta 10: Nech S;, S, st jednoduché pologrupy bez nuly, z kloryjch kaidd
md aspori jeden minimdlny lTavy a asport jeden minimdlny pravy idedl.
Nech G, je grupovy komponent pologrupy S; a G, pologrupy S,. Polom ich
direking suéin G = G, X G, ‘je izomorfny grupovému komponeniu polo-
grupy S = S; X S,.

Ddkaz: Nech Gy=L;/n R/, G,=L; n R/, kde L;, R st minimélne
idedly v S; a L7, R,” minimalne idealy v S,. Z vety 4b vieme, Ze L =
= L; X L; je miniméalny lavy a R = R;’ X R,” minimalny pravy idedl
v pologrupe S = §; X S,. Sta¢i dokazat, z¢e Ln R = G, X G, = G.

Nech (a, b) je Tubovolny element z G, (a,b)€G, teda a€Gy, bEG,,
t. .

a€L;n R beEL;n Ry.
Teda
a€L;/ beL]
a€ Ry b€ R,
To v8ak znamena, Ze:
(a,b)€ L’ X L] = L
a zaroven ‘
(a,b)€ Ry X R = R.
Teda (a,b) € L n R. Tym sme dokazali, Ze:

GSLnR. ()
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Naopak, nech (a,b) je Tubovolny element z Ln R, (a, b) €L nR.
Potom je:
(a,b)e L = L; x Lj,
(a,b) € R = R}’ x Ry.
Z toho vyplyva, ze:
a€L;/ beEL]
a zaroven
a€ Ry, be Ry.
To vSak znamena, Ze:
a€Ll/nR'=0G,beL;n R =G,
Teda (a, b) € G, X G, = G a teda plati:
LnRSG. (6)
Zo vztahov (D), (6) vyplyva:
G=LnR, cb.t.d

Priamym désledkom tejto vely je:

Veta 11: Nech S;, S, st koneéné jednoduché pologrupy bez nuly. Nech
prod z nich je mnozinovgm suclom g a druhd mnoZinovym suclom g, grup.
Polom ich dircking suéin S =S, X S, je mnoZinovym suélom g = g,9,
navzdjom izomorfnych, disjunktngch grup.

Kaledra malemaliky Slovenskej
vysokej $koly lechnickej, Bralislava
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O IIPAMOM IIPOMIBEJIEHUNM IOJAYIPYIIII

f1. UBAH
BBIBOJIBI

B nHacroAmell craTbe MCCICAYIOTCA HEKOTOPhIE CBOYMCTBA MPAMOTO NPOM3BENEHUA T10-
JYTPYTII, UMEHHO IIPOCTbIX Mojayrpynmn Ge3 Hynd. IIpu 5TOM IOJNYyrpynna Ha3bIBAETCH
npocmoti eciyt oHa He MMeeT OTJMUYHBLIX OT Heé CaMoil JIBYCTOPOHHMX upaeanos. Memny
NpPOYMM AOKA3bIBAIOTCA HAIPUMEP CIEAYIoLMe TeOPEMbI:

A: ITycme S; (i = 1,2) dge noayepynnul, U3 KOMopulr kKAycdas UMeem no melivweli
Mepe o0un MuHumaavitelli aeewtli udean Ly ITomon

1. npamoe npoussedenue S = S; X S, umeem moosce no Meiviueli Mepe oduit surnu-
MaabHblll aeeulli udead,

2. udean L = Ly X Ly aeaaemea MUNUMAAbIbIM Ae6bIM Udeaaom noayepynnst S.
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E: ITyeme S noayepynna, kxomopylo ModMcHo nUcams Kak npamoe npouasedeiiue deyx
noayepynn S = S, X S, IIycmsb S umeem no Menvwuett Mepe odunt MUHUMAALHBIE Ac-
gvtli udean L. ITomom

1. o6e noayepynnst S;, S, umerom modxce Nno Menvwell Mepe 00Ut MUNUMAALILLLIL
segblll udean L,, uau owce L,,

2. KaxmcOoll MuHuUMaabHbUL aegollt udeaa L noayepynnet S aodscio nucames Kak npa-
Moe npoussedenue L = L, X L,, 20e L smunusaasnvlii aegof udeaa noayepynnst S,
a L, muHumaasHblil aesbli udean noayzpynnst S,.

B: IIpamoe npousgedeHue Jeyx npocmulx noayezpynn aeasemea modsce npocmotl no-
ayepynnoil.

I': Ecau npocmasa noayepynna S paznomcumas 8 npasmoc npougecdenue 0eyxr noay-
epynn, mo amu noayepynnsl Heo6xodumo npocmole.

OcranbHble TeOpeMbl MMelT 6oJjiee crieLMalyibHbI XapakTep.
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