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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 12, 1, 1962

O EMDENOVEJ—-FOWLEROVEJ ROVNICI
V PRIPADE n<1

PAVOL BRUNOVSKY. Bratislava

Budeme vysetrovat asymptotické vlastnosti kladnvch rieSeni diferencialnych rovnic
y ymp 3 y

dZ
-fl;—t“u":o (1)
dt

a
dZ
- —Z + 1°u" =0, (2)
dt

kde 7 je ,,neparne** racionalne ¢islo (t. j. n = yjv. kde p aj v st neparne ¢isla). spliia-
juce nerovnost 0 < n < 1.

Pripad n > 1 je vySetrovany vo viacerych pracach a knihach, napr. [1].

Na rovnice typu (1) a (2) sa daju transformovat rovnice

d du
—— p___ Ut =
AT (l dt)itu 0

v pripade ¢ + 1. Rovnice tohto typu sa nazyvaju Emden— Fowlerovymi rovnicami
(pozri [1]).

Ukazuje sa, zZe v pripade 0 < n < | dostavame obdobné asymptotické vyjadrenia.
ale pre iné o, ako v pripade n > 1.

Uvedieme niektoré pomocné vety a oznacenia, ktoré budeme v dalSom potrebovat.

Lemma 1. Ak f(t) je nezdpornd funkcia, f'(t) spojitd a nezdpornd pre t = ty, potom
pre Tubovolné & > 0 plati f'(t) < f17%t) pri vietkych hodnotdich t > ty s vynimkou
najviac mnoZiny intervalov konecnej dizky, zdvisiacej od ¢. (Pozri [1] str. 116.)

Lemma 2. (Hardyho veta.) Kaidé rieSenie rovnice

du  Qqlu,1) (
dr _Qz(“~ ﬁ

kde Q,, Q, su polynomy v u a t, spojité pre t = 1, sa stane spolu so vietkymi svojinii
derivdaciami monotonnym pre dost velké t a vyhovuje jednému zo vztahov

(%)
=

d /
u~ cttef®, u~ ct*(Inn)'m,

kde P(t) je polynom vzhladom na t a m je celé cislo. (Pozri [1], str. 121.)
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Lemma 3. Nech f(t) je pre dost velké t diferencovatelnd funkcia. Ak f fHHdt < o
a f'(1) je ohranicend, pctom plati
limf(1) =0
>0

(pozri [1], str. 185).
Lemma 4. Nech (1), g(1), h(t) si spojité funkcie pre t = t, a nech funkcia g(t) md

pre t = to spojiti derivdciu. Ak pre t = ty plati nerovnost

1) < g(1) +,f H(s)f(s) ds,

> 1, plati nerovnost

poton pre t =
f(1) = g(ty)exp ( f h(s)ds) + / 2'(7) [exp( j h(s) ds)] dr.

Toto tvrdenie vyplyva z tvrdenia na str. 47 v [2] integrovanim po castiach.

Ak pre nejaké dve funkcie plati
lim L(Q =0,

i~ g(t)

budeme, ako je obvyklé, pisat

f(t) = o(g(n).
Vztahom f(z) = O(g(r)) budeme rozumiet, Ze funkcia f(¢)/g(f) je pre dost velké ¢

ohranicena.
Lemma 5. Nech f(t) = 0 pre dost velké t. Ak je ff(t) dt = oo, potom plati

T+ oniide = [1 + o] /)

Ak je f‘f(f) dr < oo, potom plati
ff(t) [+ o()]dr=[1+o(1)] ff(t) dz.
1y ty
Dokaz tychto tvrdeni je zrejmy.
Ak budeme v dalSom pisat nejakt rovnost
(1) = F(t, o(g(1))),

e plati pre dost velké ¢.
0 pre dost velké t, k je lubovolné redlne &islo. Vztah

IN¢

budeme tym rozumiet,
Lemma 6. Nech f(1)

\%

f(t) — tk+0(1)
ak pre kazdé ¢ > 0 plati

F(1) = o(i***),
7% = o(f(1)).

plati vtedy a len vtedy,
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Dokaz. Vetu zrejme staci dokazaf pre & = 0.
a) Nech f(r) = V. Potom existuje funkcia n(r) taka. ze f(r) = ™" a n(1) -0
pre t— oo, takze pre dost velké 7 bude platit

o

S < 2

2 2
z ¢oho vyplyva
fy
lim f( ) <ilim-— =0,
IS a1
. t A
iim (‘_) = lim =
ter tF t a1

b) Oznacme

in f(t
n(t) = log, f(t) = —Tr_l—(t—)_‘
Pre Tubovolné ¢ > 0 plati

iim ¢~ %f(1) = 0.

lim £f(t) = o0,
a teda pre dost velké ¢ plati
Ty < 1. Infiry—¢elnt <0,

f(1) > 1, Inf(t) + ¢elnt > 0,
z ¢oho vyplyva

. In f(1) .
Int
a teda
. . Inf(1)
| 1) =1im-——->-=20
'1?’1 ntt) 'n:il o

Lemma 7. Ak k > —1, potom

t
C k H 1+
’Tk+tﬁ(l)dr — t‘\ 1 0(1).
10
Ak k < —1, potom
ga
Yk 1 k+1
‘ Tk+u( )dt = +n(1)‘
1
y - 2L

Dokaz. Ak je k > —1, mdzeme pisat k = > :

= —1 45 35> 0. et
a teda

’.’[k*"(“d‘f = 0.
Pouzitim [Hospitalovho pravidla a lemmy 6 dostaneme hladany vzfah.
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Ak je k < —1, je

o
lim [ Vdr =0
t->o0 !

a hladany vztah moZeme opidt dostat pouzitim [Hospitalovho pravidla a lemmy 6.

Lemma 8. Nech f(t) > 0 pre dost velké t.

. Nech existuje aspoii jedno k, také, Ze f(t) = o(1*").

. Nech existuje aspoit jedno k, také, e t** = o(f(1)).

Nech neexistuje ani jedno k také, Ze

' N —

limsup 7% (t) = o0,

t->o.

liminft~*f(1) = 0.

>0
Potom existuje cislo k také, Ze plati
/(I) — lK+oll)

Do6kaz. Oznaéme K, mnoZinu tych k, pre ktoré plati f(t) = o(¢*), K, mnozinu
tych k, pre ktoré plati * = o(f(r)). Podla predpokladov 1,2 su K,, K, neprazdne
a zrejme aj disjunktné mnoZiny.

Z kieK,, k= k, vyplyva ke K,.
Z k,eK,, k =k, vyplyva ke K,.
Z k, €Ky, k, e K, vyplyva k; > k,.

UkaZeme, Ze existuje najviac jedno &islo k, nepatriace do Ziadnej z mnozZin K, K, .

Nech ke K,, ke K,. St 3 moZnosti:

a) 0 < lim sup t“"f(t) < 00,
t—>c0

0 < lim inf r (1) < oo,
>0

b) lim sup I_Zf(t) = o0,
t-—>o0

0 < lim inf 1 (1) < o,

t—>m
c) 0 < lim sup t:’ff(/) < 0,
1-»o0
lim inf A1) = 0.
t->on

V pripade a) spina funkcia t_T"f(t) pre dost velké # nerovnost 0 < a < f(t) < b < o,
z ¢oho vyplyva

3

. —k 1 —k+tk( o~k i/ _ 0 ak k > E
lim t7*f(t) = lim ¢ () = {Oo ak L <

>0 t—>oC

to znamena, ze ak k > k, je ke K, ak k < k. je ke kK,.
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V pripade b) dostaneme pre k < k, obdobne ako v pripade a) t* = o( f(1)). ¢o znamena
ke K,. Ak k > k, potom k € K, . Keby to nebolo pravda, existovalo by ¢islo A" > k.
pre ktoré by neplatilo f{r) = o(+*). Vzhladom na predpoklad 3 by z toho vyplyvalo

0 < lim sup ¢ *f{t) < o. To viak znamena, 7e pre k < k < k' by platilo
>0

lim sup ¢~ *f(r) = o,

t=—>o0

lim inf t~*A(t) = 0,

t—>00

¢o je v spore s predpokladom 3.
Pripad c) sa vySetri obdobne ako pripad b).
Z uvedenych vlastnosti mnozin K,, K, vyplyva, Ze plati

inf K, = sup K,.

Ak poloZzime k = inf K, = sup K,, lahko zistime, Ze k¥ ma poZadované vlastnosti.
Ak plati ¢ + 2 < 0 alebo ¢ + n + 1 > 0, ma rovnica (1) partikularne riesenie

Ll(I) = yltwa (4)
kde 1
w___aia 1zli(a+2)(0'+:z+1)]';_4. )
I —n (1 — n)
Ak platioc + n + | <0 < ¢ + 2, ma rovnica (2) partikulrne rieSenie
u(t) = y,1°, (6)
kde 1
g+ 2 c+2)(c+n+ 1)1
o2 [LErdesnen
I—n (1 —n)?
V takychto pripadoch mézZeme substituciami
u = y,1, t=¢" (8)
z rovnice (1), resp.
u = y,t“v, t =¢° (9)
z rovnice (2) dostat rovnicu pre v:
d?v dv p
—— 4+ 2w — 1) —— - » — ") = 0.
e + (2w )ds + ow-—1)v—-2")=0 (10)

Lemma 9. Pre kladné reguldrne, pre dost velké s monotonne rieSenia rovnice (10)
plati jeden zo vztahov:
1. lim o(s) = 1.
2. v =exp [—ws(1 + o(1))], ak v < 0.
Jv=exp[(—ow + )s(l + o(1))],akw — 1 < 0.
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(Regularnym budeme nazyvat také rieSenie, ktoré existuje pre dost velké r a ma
pre dost velké ¢ spojité prvé dve derivacie.)
Dokaz. KedZe » je od istého s monotonne, su 4 moznosti:
a)yv—oe, ¢ —c"F+0; b) v—>1; C) v—>00; d) v—0.
V pripadc a) plati

d? d
dl; + (Qw — 1)—(—;;— = ¢, (1 + o(1)), ¢y = —o(w—1)(c—c")*0,
S E

z ¢oho integrovanim dostaneme
dov ' ,
o T Qo — 1) v = c;s(1 + of1)).

KedZe v—e¢, je v ohranicené; z toho vyplyva:

dv

’r ¢ys(1 + o(1)),

Il

v = —%—1-— s* (1 + o(1)),

teda ¢ by musclo byt neohranicené, ¢o je v spore s predpokladom.
V pripade b) dostavame vztah 1.
V pripade ¢) urobime substiticiu dv/ds = p a dostdvame rovnicu:
d

p dZ_ + ap + b(v — V") =0, (1)

kde o =20 — 1. h = ow(lw — 1)
Nech n = u/v, kde p, v st prirodzené Cisla. Substiticiou v = »] dostancme rovnicu

typu (3). z ¢oho vyplyva, Ze p vyhovuje jednému zo vzfahov

p ~ cvfexp (P(n)).

1
p~ cvi(nv)'™,
¢o znamena
P~ a0t exp P{v), (12)
p o~ o v(In o)t (13)

Z P — —o podla lemmy 2 vyplyva p — 0, dp/dv — 0. KedZe viak v — oo, nemdze
byt splnena rovnica (11).
Pri P — oo dostdvame spor s lemmou 1. P mdZe byt teda iba konStanta. p teda
musi vyhovovat vztahu
p ~ av*(In vy, (14)
kde bud r = 0, alebo r = 1/m.

5 Matematicko-fyzikalny ¢as, XII, 1 65



Z lemmy | vyplyva k < 1. Pre k < 1 dostavame dosadenim do rovnice (11):

dp b 1—ky, \ —
et 1 r
v . v (Inv)™", (15)

z ¢oho vyplyva dp/dv — o0, €o pri k < | nie je moZné. Ostava teda k = 1. Z (15)
dostavame pre r > 0

%5— = —c[l +o(1)]; p=—co[i+o(1)],

¢o je v spore so (14). Pre r < 0 dostavame z (15),

¢o je v spore so (14), podla ktorého by dp/dv malo byt ohraniené. Ostava teda
p ~ av. (16)
Dosadenim (16) do (11) dostavame pre o rovnicu

> + Qo — 1o+ wlw—1) =0,
z ktorej vyplyva
alebo o = —w, alebo a = —w + 1. (17)
do
ds
v = exp [as(1 + o(1))].
Ak ma byt v - oo, musi byt « > 0. Ak w < 0, dostavame vyjadrenie 2. alebo 3.
Ak w — 1 < 0, dostavame vyjadrenie 3.

Zo (16) dalej vyplyva
ov,

V pripade d) urobime substituciu x = 1/v, y =dx/ds a dostaneme rovnicu
dy 2 2 2-r
Vi TVt b(x —x*7% =0 (18)

[a, b ako v rovnici (11)]. Z lemmy 2 opif vyplyva, Ze x, y spiiiaju jeden zo vztahov
y ~ a;x exp P(Y/x)),
y ~ apx* (In x)'/m,

Podobne ako v predchddzajicom pripade dostaneme P = konst, k < 1, a teda musi
byt splneny vztah
y ~ ax*(In x), k < 1. (19)

Dosadenim (19) do (18) dostaneme
dy b

~ __xz—n—k(ln X)—r~ i xZ-—n—k+o(1)‘
04

dx
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a teda
Y~ +x3”'_"'+"”).
Z (19) sucasne vyplyva

Y o~ +xk+a(1)

Tieto dve vyjadrenia su v spore, pretoZze pre k < 1 neméZe platit
3—n—k==%k

Dosledok. Z vyjadreni 1, 2, 3 pre rieSenia rovnice (10) dostdvame pri o + 2 < 0
aleboo + n + 1 > 0 pre rieSenia rovnice (1) vyjadrenia

o(1) 1+o(1]
H

u~ 1, u=-=1 u=t

Prioc +n+1<0 <o+ 2 dostdvame pre rovnicu (2) vyjadrenia

o(1) 1+o(1)
s .

u = y,t°, u=t u==t

Teraz pristupime k vySetrovaniu rieSeni rovnice (1).
Veta 1. Vsetky kladné riesenia rovnic (1) a (2) su reguldrne.

D 6kaz. Kladné rieSenia rovnic (1) musia byt pre dost velké ¢ monotdnne, pretoze
ako extrémy mo6Zu mat iba minima. Podobne kladné rieSenia rovnice (2) musia byt
pre dost velké t monotdnne, pretoZe ako extrémy moZu mat iba maxima. Neregu-

larnost by mohla nastat teda iba tak, Ze by pre nejaké T < oo platilo lim u(r) = oo.
t—>T—
UkaZeme, Ze to nie je mozné. Ak u(t) je ohranicené, potom je tvrdenie zrejmé. Ak u(r)

nie je ohranicené, potom je pre dost velké ¢ rastiice a teda existuje také ¢,, Ze pre
t=tojeu(®) =1, u(t) 20.Pret = t, plati

u(t) = u(ty) + u'(to) (t — ty) + f(l — 1) t°u"(t) dr

u(t) < ulty) + u'(to) (t — to) + f(t — 1) 7%u(r) dr

z ¢oho podla lemmy 4 vyplyva

u(t) < u(ty) exp |:f(t —5)s” ds] + u'(tg) fexp [J(t —5)s° ds] dr.

To

KedZe prava strana nerovnosti je definovana a spojita pre kazdé ¢+ = t,, nie je mozné,
aby platilo

lim u(t) = oo.
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Veta 2. 4k o + 2 < 0. potom kazdé kladné riesenie rovnice (1) vvhovuje jednému
zo vztahoy

Lou=yt";
ct;

o
N
¢

(nla+ 2

u=c (o—+i)(0'+2)U+U(UJ

o8}

kde w, y, s dané vyrazmi (5) a ¢ > 0.

Dokaz. KedZe ¢ + 2 < 0, moZzeme pouzit substiticiu (8) a dostuncrac roviicu

2.
d: —u—ci + b{v — ") =0, (20)
ds? ds

kdea = =20+ 1 >0, h=wlw-—-1)>0.

Ak ma byt u kladné, musi byt aj » kladné. Ukazeme. Ze ¢ bude pre dost velké s
monoténne.
Predpokladajme opak. Potom by » muselo mat nekonecne vela minim aj maxim.

Minima vSak moéze mat iba pri 0 < v < I, maxima pri ¢ = 1. To znamenad. 7e

ricsenic musi nckonecne vela raz prctdt priamku » = 1. Oznacme g, body. v ktorveh
»(s,) = 1. Vynasobime rovnicu (20) »', integrujeme od s, do s, ., a dostancme:
_ Sk+ 1
Sho+ 1

v >

—- —d v'"ds =0,

2

Sic

7 coho vyplyva

[0 %(s40) = 03 (s)] = 2u J 0'*ds = 0. (21)
/: .\!;
v (s) — v'(sy) = L (V3(s) — s ) = 24 Jz"‘(s)ds, (22)

St

Ukazeme, Ze | »'*ds = 0, z ¢oho vyplyva r'%(s,) — . Predpokladajme opak.

¥

Lj. | 2"%(s)ds < oo0. Vynasobime opif rovnicu (20) »'. integrujeme od 0 po s a do-
staneme

2 2 n 1

v . v v

v 24y + b L — ____4_-) = (. 23
5 —a |t x+)<2 nET ¢ (23)



Nech s je bod, v ktorom » nadobtida maximum. Pre s nadobtiida maximum aj vyraz
A

2 Un+1
h(j - 1')' Plati
4 n
s

2 n+1
v v
bl — —— ) =c+ua [v'zds.

2 n+ 1
O
7\
’ N o2 R . w . - , s - : .
Kedze | ¢'“ds je ohraniCenou funkciou s, vyplyva z tohto vzfahu, Ze maxima
0
[2 nt+ 1
funkcic b| - — ——
2 i+
ohrani¢ené a z rovnice (20), Ze »” je ohraniené. Podla lemmy 3 z toho vyplyva
1'(s) = 0, o je v spore s rovnicou (21), z ktorej vyplyva, Ze {v'*(s,)} je rastiica po-
stupnost.

> su ohranicené. Z rovnice (23) vyplyva, Ze aj + musi byt

KedZe f{"z(s) ds = w0, z rovnosti (22) vyplyva, | '(s;) | = co. Existuje teda takeé k.,

7¢ 1'(8) < (bja)y min (v — »") < 0. Z rovnice (20) ale vyplyva v"(s,) < 0, ¢o znamena,
0-Zv<il

7¢ ¢ je klesajuca, takze pre nejaké s > s, bude platit v"(s) = 0 a v"(s) < 0 pre
sy < < 5. Pre najblizsie s, pre ktoré »(s) = 0, musi platit

v(s) < v'(s) < b min (v — v"),
a o=v<t
pretoze ¢'(s) je pre s, < s < s klesajuce. Ak do tejto rovnice dosadime z rovnice (20)
za '(s). dostaneme
o(s) — v"(s) < min (v — o"),
0<v<1
¢o je mozné iba tak, Ze o(s) < —1 a teda rieSenic v(s) neméze ostat kladné. Tym je
dokdzané, Ze o(s) musi byt pre dost velké s monoténne.
Dalej ukazeme, ze okrem rieSenia v = | (v tomto pripade dostavame pripad 1) pre
nijaké iné rieSenie nemoze platit
iim v(s) = 1.

5§00

Urobime substituciu » = 1 4+ v, a dostaneme rovnicu

v — avy 4+ b1 — n)v, + O(v}) = 0.
Oba korene charakteristickej rovnice tejto diferencialnej rovnice maju realne Casti
kladné, z ¢oho vyplyva, Zc trividlne rieSenie tejto rovnice (odpovedajice ricSeniu
r = [ rovnice (20)) je .,uplne nestabilné™ a teda nijaké iné rieSenic nemdze k nemu
konvergovatl (pozri [1], str. 186).

Z dosledku lemmy 9 vyplyva, Z¢ ostavaju cite moznosti

1+o(l
u ="t

_ o)
= I .

) (24)

u (25



Dosadenim vyjadrenia (24) do rovnice (1) dostaneme

ur/ — ta’+n+u(1 );

u'=c+t
u=cy+ct+t

otnt+l+o(l),

agt+n+2+o(l)

1+o(1)

Kedzeo+n+2<l,u=t . je to mozné len tak, ze ¢ + 0; potom je

u=ct[l+c tegt™ 0T = ot [1 + o(1)],

¢im dostadvame pripad 2.
Dosadenim vyjadrenia (25) do rovnice (1) dostaneme

”

u = tcr+0(1)_

u =c, + la+1+n(1);

ll_c+ct+ta+2+u(l)
= N .

To je mozné iba tak, Ze ¢; = 0; potom je
u=c[l+c 20T = ¢[1 + o(1)].

Opitovnym dosadenim tohto vysledku do rovnice (1) dostaneme spresnené vy-
jadrenie — pripad 3.

Veta 3. Ako + n + | > 0, potom kazdé kladné riesenie rovnice (1) vyhovuje vztahu
un~ yl[‘“*
kde w, y, su dané virazmi (5).

Do6kaz. Pouzitim substiticie (8) dostaneme rovnicu

d*v dv "
ds2'+a$+ b(v —v") = 0. (26)
kdea =2w —1>0,b=0wlw—-1)> 0.
Ukazeme, Ze pre kazdé kladné rieSenie v(s) plati

lim »(s) = 1.

z ¢oho vyplyva tvrdenic vety.
Ak v(s) je pre dost velké s monotdnne, potom z lemmy 9 vyplyva lim v(s) = |

S X
(pripady 2, 3 lemmy 9 nem6zu nastat, pretoze w — 1 > 0). Ak v(s) nie je monotdnne,
musi oscilovat okolo priamky » = 1, pretoZe minima méze mat iba pre 0 < + < |,
maxima iba pre v = |. Oznaéme s, prieseCniky rieSenia »(s) s priamkou » = I,
Obdobnym postupom ako v dokaze vety 2 dostaneme

Sk+1
72 s+
v
[—] + a f v'?ds =0,
o]
L Sk
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z ¢oho vyplyva

Sk + 1
02 (sie1) = V(s) = —2a j v ds,

Sk

¢o znamena, Ze postupnost {v'2(sy)} je klesajuca a teda musi maf koneénu limitu.
Kedze

v'2(sy) = 0"*(sy) — 2a J‘u'zds,

S

musi byt

J‘v’zds < . (27)

Vynasobime rovnicu (26) v’ a integrujeme od 0 do s. Dostaneme

s

o (s) + a Jvu’z(r)dr n b( UZ§S) o 1(s)> _ .

n+1

0

z ¢oho vyplyva, Ze v’ aj v musia byt ohrani¢ené. Z rovnice (26) vyplyva, Ze aj »" musi
byt ohraniené. Z toho a z (27) vyplyva podla lemmy 3 »" — 0. Substituciou » =
= | + v, dostaneme rovnicu

2
(L%l— + a—%% + b(1 = n)v, + O(v}) = 0.
KedZze korene charakteristickej rovnice linearnej Casti tejto rovnice majii zaporné
redlne Casti, je trividlne rieSenie tejto rovnice asymptoticky stabilné. To znamena, Ze
ricsenic » = | rovnice (26) je asymptoticky stabilné, t. j. existuje také ¢ > 0, Ze pre
kazdé rieSenie v(s) splitujuce pre nejaké s podmienky |v(s) — 1| < &, | v'(s) | < =.
plati lim »(s) = 1. Pre kaZzdé rieSenie, oscilujiice okolo priamky » = | vSak existuje

také k,ze v(s) = 1, | v'(sy) | < &, (pretoze v'(s,) — 0) a teda musi pren platit v(s) — 1.

Vetad, Ak 0 + n+ 1 <0 2o + 2, potom kazdé kladné riesenie rovaice (1)
vihovuje vztahu

u~ ct.
Dokaz. Ukazeme najprv, ze u = ¢' "'

|. Predpokladajme ¢ + 2 = 0. Substiticiou ¢+ = ¢* dostaneme rovnicu

d?u du "

“(‘1—;2 e -d__g‘ —u"=0. (28)
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u musi byt zrejme pre dost velké s monotonne, pretoze méze mat pre u = 0 ako
extrémy iba minima. St teda 3 moznosti:

A u—c. 0<cec<w: b)u-»cw: c)u-0.

V pripade a) by muselo byt sacasne u” — 0, u” — 0. Z rovnice (28) potom vyplyva,
7e¢ by muselo byt aj u — 0, o je v spore s predpokladom.
V pripade b) dostaneme substiticiou du/ds = p rovnicu

P i(;l’li —p—u"=0. (29)

Obdobne ako v dokaze lemmy 9 dostaneme, Ze « musi vyhovovat vzfahu
p~ af(Inuy. (30)

Dosadenim do rovnice (29) dostaneme

dy
o) all =[1+o(1)]; ak n—k<o, n—k=0, > 0.
u
S -3—5—:6[1 +o()]: ak n—k=0. r=0.
) dp. _ L u" Minu)"; ak o n—k=0 r<0, alebo n—Ah=>0
A TP ’ T > v

V pripade o) dostaneme integrovanim p = u[l + o(1)], z ¢oho vyplyva k& = 1.
r=0,t.].

p~ u. (31

V pripade [)) dostaneme p = cu[l + o(1)], Co je v spore s (30), lebo A = n < I.

V pripade y) dostaneme dp/du — oo, €o je v spore s vyjadrenim (30) lebo k < n < I.
V pripade ¢) dostaneme substiticiou v = 1/, de/ds = p rovnicu

1
|
|
a1
|
]
+
s
I
<o
=
[§9)

Obdobne ako predtym dostaneme, Ze p, # musia vyhovovat vztahu (30). A > 1 jo
vylicené, pretoZe by sme dostali spor s lemmou 1. Ak & < 1, dostaneme dosadenim
(20) do (32)

dp !

AL 172 —-n /k(

, inv) " (33

de z
z coho vyplyva dp/dr — — 0 a to je v spore s vyjadrenim (30). Ako jedind moesng
nam teda ostalo vyjadrenic (31), z ktorého vypivva

du ]

————— =uli + ofi)

ds [ J
u:c\’[‘i'u(l”: ’1+n(1)'

~
~o



2. Predpokladajme o + n + 1 <0 <0 + 2.
Predpokladajme, Ze existuje rieSenie u(r), pre ktoré plati

0 < limu(r) < . (34)

t->o
Ukéazeme, Ze to nie je mozngé.
DokaZeme najpry, Ze nie je mozné, aby platilo u(f) = o(t*) pre vietky k.
Predpokladajme opak. Ozna¢me u = 1/v; potom » musi spiiial vzah ¢ * =
= o[r(1)] pre vSetky ¢.
Z rovnice (1) dostdvame pre v rovnicu

" o 2-n v

= -1 T 2 —— (3%5)

Z lemmy | vyplyva, Ze ku kazdému 7 existuje také 1, > T. pre ktoré plati

e+ da-n]

v'(t) < v
pretoze
1 |
7 l+§_(3_”) > 1.
Z toho vyplyva
’2
v (tl) . 115(3——I1)
< (1) .
U([l) l( 1)
y ¢ 2-n RIEETT
v(ty) < —170 + 20(ty)* . (36)

4a 1-n
Kedze 1% = o[e(1)] pre vietky k, je aj 1 '=n = o[ef1)] a teda aj 177 = 0(71 4 )
Existuje teda také 7, ze pre 1+ > T plati
1—n

17 >20 2
Dosadenim tohoto vztahu do (36) dostaneme

() < —2L>(1‘,)'5(3ﬁ'” + Za,(il);'(sv"’: 0.
7 ¢oho vyplyva, Ze v by musela byt pre 7, konkayna. Z rovnice (35) Tahko usudime.
7¢ (1) by musela ostat konkavna aj pre 1+ = 1,, &y je zrejme v spore s tym. 7¢ ma by(
1" = o[e()] pre vietky k.
Jo zreymé, 7e za predpokladu (34) plati u(r)
7¢ pre nijaké £ < 0 neplati sucasne

/i

o(t") pre vietky £ > 0. Ukizeme.

limsupi u(t) = o0,
t->0
timinf % u{1) = 0. (373

>
. A N
Oznacme v = ut ", Pre v dostanenic z (1) rovnicy

l"'l - [n-‘uw-l)k!n _ 2/\} l‘,_r . I\(/ N l)[ EU,



Keby platilo (37), existovala by postupnost bodov {z,}, kde ¢, — x. v ktorych by
nadobudala maximum a platilo by »(¢,) - oo. Platilo by teda

(1) = 2T DR ) — k(k — 1)1 %0(t,) < O,

z ¢oho by vyplyvalo

Ul-n(t‘ _ U({v)> 17 tr‘r‘+(n—l)k+2.

) T k(k = 1)
To by vsak znamenalo

1-n (n—1)k at(n=1)k+2
w () TRk =D
ut7"(t,) > _ 7"
VO k(k = 1)

Z poslednej nerovnosti by vyplyvalo u(z,) —» =, €o je v spore s predpokladom (34).
Za predpokladu (34) st teda splnené vSetky predpoklady lemmy 8. podla ktorej
existuje také ¢islo «, Ze u(f) = ***". Dosadenim do (1) dostaneme

bk +
”// = {° nK o(l).

+nk+o(l
ll'=€| +1rr+-1 nk +o( )‘

ag+2+nkto(l)

U=('11+C2+1

2
z Coho vyplyva bud w =1, alebo ¢ +2 +nv =rxr, t.j. = (i + - (k=0
nemoze byf, pretoze ¢ + 2 > 0). V oboch pripadoch vychadza u — x. ¢o je v spore
s predpokladom (34).

Ostava teda iba pripad u — co. V tomto pripade existuje bod 7,4, v ktorom 1'(¢y) >0

(t, mdze byt Tubovolne velké). Zvolme Tubovolné ¢ > 0 a ¢ také, Ze plati

0O<o4+n+1<(—ne

z ¢oho vyplyva
o+ 2
1l —n

<1+ (38)

Oznaéme ». w rieSenia rovnic
v —tt" =0,

" -2..n

w'—1t W' =0

také. Ze v(1y) = w(ty) = ulty), v'({ty) = w'(1y) = u'(ty).
PodTla vety 3 plati

o2
U~ ?lt 1—n (39)
a v Casti | tohto dokazu sme dokazali
W~ cl. (40)
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Ked7e —2 < o < o, lahko zistime. Ze pre ¢ = 1, plati
w(t) = u(r) = o(r). (41)
Z vyjadreni (39), (40) a z nerovnosti (38) vyplyva
' 7= o(w(1)),

o(t) = o(t'**)
a podla nerovnosti (41) aj

7 = o(u(t)),
u(r) = o(t'*9),

z ¢oho podla lemmy 6 vyplyva

+
= tl o(l)-

Dosadenim tohto vyjadrenia do rovnice (1) dostaneme
o ta'+n+o(l)

u(
ut =c+ to+n+l+o(l),

u = Ct+ C] + ta+n+2+u(l)
u=ct[l +ce” 7+ 7T = e[ 1+ o(1)], (42)
¢o znamena
u~ ct.

Veta 5. Ak o + n + 1 = 0, potom kazdé kladné rieSenie rovnice (1) vyhovuje vztahu

u =+,

Dokaz je mozné vykonat presne tak, ako vo vete 4. Spresnenie tohto vysledku
ako u vety 4 sa viak neda vykonat, pretoze 6 + n + 1 = 0, takze ¢len """+ +o()
nemozeme vo vyraze (42) zahrniat pod o(1).

Tym méame vySetrené vSetky moznosti v rovnici (1). V dalSom sa budeme za-
oberat rovnicou (2). Tato rovnica moze mat v niektorych pripadoch aj oscilatorické
rieSenia, ktorymi sa vSak nebudeme zaoberaf. Kladné rieSenia tejto rovnice zrejme
musia byt konkavne a monotdnne.

Veta 6. Ak 0 + 2 < 0, potom ka3dé kladné rieSenie rovnice (2) vyhovuje jednému
-0 vztahov

l. u~ ¢t (¢ > 0).

noa+2
2 ,((,;,ﬁ?),(;,;,,jp Soh] (e >0
Dokaz. Kedze u je konkévna, st len dve moZnosti:
a) u— ¢ kde 0 < ¢ < 0. Vtedy dosadenim do (1) dostaneme pripad 2.
b) u — o. UkdZeme najprv, Ze plati i = ¢ 71,
Kedze u — oo, plati zrejme 1 = o(u(r)) pre k < 0. Kedic u(r) je konkavna, plati
u(r) < ¢t pre dost velké 7. kde ¢, > 0, z Coho vyplyva u(r) = o(f*) pre k > 1.
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Nech 0 < k < 1. Ukazeme, Ze nemoéze sticasne platit

limsup  *u(t) = oc.

[

e ek (43)
liminf ¢ *u(ty = 0. ¢
T
Oznaéme v = ¢t *u(t). Pre v dostaneme z (2) rovnicu
v = TR g — (k= 1)1 e (44)

Keby platilo (40), musela by existovat postupnost bodov {¢,}, 1, — > taka. Zc
v bodoch ¢, by v nadobudala maximum a »(z,) — . Plati vak

o+(n—NNk<oc< =2
z ¢oho vyplyva

V() = =0T TIR G — k(k = 1y Pe(e,) > RCE = K)oy — )]

Pre dost velké v vSak plati
k(1 — k)yo(t,) > "(1,).

z Coho vyplyva ©”(¢,) > 0, o je v spore s tym, ze funkcia »(¢) nadobuda v ¢, maximum.
Ak k = 1, potom je z rovnice (44) zrejmé, Ze » musi byt monoténna pre dost
velké ¢, pretoze ako extrémy modZe mat iba maxima. Su teda splnené vSetky pred-
poklady lemmy 8, musi teda existovaf také &islo r, 7e u = 1* "), Z toho. 7e u(r) =
= o(t*) pre k> 1, 1* = o(u(t)) pre k < 0 vyplyva 0 < k < . Dosadenim do rov-
nice (2) dostavame
" - ~nk +o(l ).

’ atnk+1+o(l)

u == ¢y — 1
g+nk+2+o(l)

U=cl+cy—t

Mézu teda nastat 3 pripady:

2) Kk =0;
B k= 1:
. 2
o+ +2=n L] K= T—t——
—n

V pripade o) dostivame u = ¢[I + o(1)], z ¢cho dostaneme opit vyjadrenie 2.
V pripade f§) dostaneme u = ¢1[! + o(D)]. t. j. pripad 1. Pripad ) je vviaceny.
pretoze ¢ + 2 < 0 a teda by nebolo v — =,

Veta 7. Ak o + 2 = 0, potom kazdé kladné viesenie rovnice {2) vvhovuje szrani
w~cr (¢ = 0n

Dokaz je opakovanim casii a) a zaveru dokazu very 4 s tou »ynimKou. 7¢ zo
vztahu (33) dostancme dp/de — . ¢o je viak ticZ « spore s vyladrenim (303,
P . i Y.
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Veta 8. Ak 0 +n+ 1 <0 < g + 2, potom kaZdé klainé riesenie rovnice (2)
vyhovuje jednému zo vztahoy

1w~ 7,17,

2. u~ ct,
kde w. v, su dané vztahom (7), ¢ > 0.

Ak 26 + n 4+ 3 < 0, potom rovnica (2) nema oscilatorické riesenia.

D6 kaz. Substitaciou (9) dostaneme rovnicu (10). KedZe moZe mat rieSenia tejto
rovnice minima ibapre —| < v < 0al < v < o0 a maximaibapre — w < v < 1
a0 £ » = 1, st kladné rieSenia tejto rovnice pre dost velké s monoténne. Z lemmy 9
potom vyplyva, Ze plati bud v — 1. bud v = exp [(—w + 1)s(1 + o(1))] (pretoze
o> 0.0 —1<0). Ak v - 1, dostavame pripad 1. Ak v = exp [(—w + 1) s(1 +
+ o(1))]. dostavame u = ' *°"". Dosadenim do rovnice (2) dostaneme

”u — _[:'rJrn—l-u(l)ﬂ
ot
u =c—ttn l+n(1)’

u=c + cf — trr+n-i~2+o(l)

y o= Ct[l + CIC-—II—I + )a‘+n+l+u(1)] — Cl[‘l + ()(1)]’

¢o nam dava vyjadrenic 2.
Nech teraz 20 + n + 3 < 0. Potom mdZeme rovnicu (10) pisat

- = d— o' —v) =
a5 ot =) =0,

kde v = —QRow -1 >0, b= —w(m - 1) > 0.

Predpokladajme, Ze tato rovnica ma oscilatorické ricSenie. Z uvedenej uvahy
o maximach a minimach rieSeni vyplyva, 7¢ rieSenic moze oscilovat iba v pasc
— 1 < » =1 ateda musi byt ohrani¢ené. Oznatme s, body, v ktorych »(s,) = 0.
Podobnym postupom. ako v dokaze vety 2 dostaneme, 7e v'%(s;) — oo. Vezmime k
tak velké, 7e plati

. )
v'(s) > — max (V" — v).
a4 ozpt

Potom plati
o= qr’ — h(" — v) > 0

v dost malom okoli bodu s, ; Tahko zistime, z¢ tato nerovnost ostane splnena, pokial
0 <0 <1 Z toho vSak vyplyva, Ze v’ je rastica a teda v musi pretnat priamku » = i,
¢o je v spore s tym, Ze rieSenie mdze oscilovat iba v pase —1 < v < 1.

Veta9. Ak ¢ + n + 1 = 0, potom rovnica (2) nemd kladné riesenia.
Dokaz. V [3] je dokdzané Ze postacujicou podmienkou, aby rovnica

W+ fut =0 (n <1
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nemala neoscilatorické rieSenia je, aby platilo

fj(t) t"dt = o0,

tato podmienka je v nasom pripade zrejme splnena.
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Ob YPABHEHUU DMJJEHA—-®AVJIEPA B CAYYAE n- 1

[Mapon BpyHoBCKH
Pe3tome

szqae'rc;l ACUMIITOTUYECKOE MOBEOCHUE MOJIONUTE/IbHbIX PELICHWH YPABHEHUM

d? )
L; —tu" =0 (1)
dt
n
2
F_i__b{ + t°u" = 0, (2)
di?

rae n — ,,HEeYeTHOE ' palMOHAILHOE YUCIO (T. €. 1 == p/q, Tae p/q, — 00a HeYeTHbIE YNCIa), HCCNOJI-
HAlolee HepaBeHcTBo 0 > n > 1.

Cnyyait n > 1 usyyen B psae pabor, Harnpumep B [1].

K ypaBhenusim tuna (1), (2) MOXHO MPUBECTH YPABHEHUS TUMA

d du
. p " o __
T <t dl)itu 0 (3)

B ciyyae ¢ == 1. YpaBuenus tuna (3) Ha3bIBatOTCst ypaBHCHUsAMU DMaena—Daynepa (cmotpm [1]).
Oka3spiBaeTcst, yTo B ciydae 0 > » > 1 Mbl MoJlyyaeM rmoaoOHbIC ACHMNITOTUYECKHE BbIPAXKEHUS,
HO Ui OPYIMX O, Kak B ciay4yae # > I.

Mycte
1 1

_o+2  _[(@+2)@+n+ Q]’"“ [_G+)@+n+ 1)t
L—n>" [ (1 - n)? 7 [ (1 —ny ] '

2
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Bephbl crieaytolme Teopembl:

Teopema 1. Kaxnoe nonoxurenbHoe pelueHust ypaBHenus (1) wiau (2) peryasipHo.

Teopema 2. Ecnu ¢ + 2 > 0, TO Kaxaoe MONOXUTENbHOE petnenue ypasHenus (1) yOoBnerso-
psieT OOHOMY M3 COOTHOILEHWI

1w =y
2. u~ct. (c>0).

cnto+2

. u=c+ m[l -+ 0(1)] (C > 0)

Teopema 3. Ecim 6 4+ n 4+ 1 > 0, To Kax[A0€ NOJIOKUTEIbHOE pelieHne ypasHenus (1) ynosner-
BOPSIET COOTHOLLEHHUIO
un~ e

Teopema 4. Ecnn o0 + n 4+ 1 < 0 < ¢ 4 2, TO Kax[10€ NOJOXUTEIBHOE pellleHue ypaBHehus (1)
YAOBJIETBOPAET COOTHOLIEHHUIO
u~ct (c>0).

Teopema 5. Ecnu 6 + n + 1 = 0, To Kaxa0€ NOJIOXUTENbHOE peureHue ypasHenus (1) ynosner-

BOPSAECT COOTHOLUCHUIO

u = tire

Teopema 6. Ecnu o + 2 > 0, TO KaXa0€ MOJIOKHATENbHOE PeLICHHE YpaBHEeHUs (2) yAOBNETBOPSET

ONHOMY M3 COOTHOLUCHUI

l.u~ct (c>0).

n

c't
c—— 1+ o1

(a+1)(a+2)[ (1]

Teopema 7. Ecniu ¢ 4 2 = 0 TO KaXI0€ MOJIOXKUTEIbHOE PELLICHUE YpaBHEeHUs (2) yIOBAETBOPAET

COOTHOLLIEHUIO

at+2

2. u= (¢ > 0).

u~ct (c>0).

Teopema 8. Ecmm 6 + n + 1 << 0 << 0 + 2, TO Ka) o€ MOJIOXKUTENBHOE PELICHUE ypaBHeHUst (2)
YAOBJICTBOPSIET OXHOMY M3 COOTHOLLEHUM

1w~ p,t°.

2. u~ct (c>0).

Ecnu 20 4+ n + 3 < 0, To ypaBuenue (2) HE UMEET KOJIEOIIOLUIMXCH PELLCHU.
Teopema 9. Ecnu 0 4+ n + 1 = 0, To ypaBHeHue (2) He UMEET MOJIOKUTEIbHBIX PeLLeHUii.

OM ON EMDEN—FOWLER’S EQUATION IN THE CASE n -1

Pavol Brunovsky

Summary
The asymptotic behaviour of the positive solutions of the differential equations
d?u
= U =0 (1)
dt

79



and d?u

2

) + I”ll“ = 0 (:)
at
is considered. Here #is an ,odd* rational number (i. ¢. n = p/g, where p, ¢ are odd numbers),
0 n 1.

The case n >~ 1 is considered in more articles and books, e. g. [1].

Equations (1), (2) may be obtained from the equation

d du

— "=+ """ =0 3

a\"a )t )
in the case ¢ == 1. Equations of the type (3) are so called Emden — Fowler's equations (see [1]).
ict 1 1
” g+ 2 ) [(6+2)(c+n+1)] ) (0 +2)(c+n+ 1)t
) = — S L= A, Y= = S .

I—n (1 —n) (1 —ny’

The following theorems are valid:
Theorem 1. Every positive solution of the equation (1) or (2) is regular.
Theorem 2. If o | 2 -2 0, then cvery solution of the equation (1) satistics one of the relavions
lou=pt®
2. u~c¢t (¢ > 0).
n, o+ 2
'l
{0 + i)(o‘ +2)

Theorem 3. 1o | p !

3.u=c+ {14 o(1)] (¢ > 0).

I =+ 0, then every positive solution of the cquation (1) satisties the relation
U~ y°.

Theorem 4. If ¢t n
the relation

-1 -7 0 "o+ 2, then every positive solution of the equation (1) satistics

u~ct (c>90).

Theorem 5. Ifa 4 n

I = 0, then every positive sotution of the equation (1) satistics the relution

u o= gt

Theorem 6. If o -+ 2 .0, then every positive solution of the equation (2) satisfies one of the
relations

lbu~ct (¢c>0).

42
noa+2
>

2. u=¢— |1 + ol ¢ >0).
R L IS
Theorem 7. If ¢ - 2 = 0, then every positive solution of the cquation (2) satisfics the relation
u~ct (c>0).

Theorem 8. If o --n + 1 <0 <o |2, then every positive solution of the equation (2) satisties
one of then relations
loou o~ y,1°.
2. u~c¢t (c>0).
If 26 | + 3 -2 0, then the equation (2) has no oscillating solution.
Theorem 9. If o - n# ! 1 .70, then the equation (2) has no positive solution.
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