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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 12, 1. 1962

POZNAMKA KU KONSTRUKCII MIERY
BELOSLAV RIECAN, Bratislava

CiclTom tejto poznamky je ukazat spdsoby, ktorymi je mozné rozsirit mnozinova
funkciu, ktorej oborom st gule na mieru definovanu na vsetkych borelovskych
mnozinach. Na rieSenie tejto tlohy nie je mozné aplikovat znamu metodu na rozsi-
renie miery z okruhu na g-okruh.

V tomto prispevku sa Studujii dve konstrukcie miery. Prvou konstrukciou je
Caratheodoryho rozsirenie do vonkajsej miery. Od danej funkcie p, ktora je defino-
vana na guliach, Ziadame, aby bola nezaporna, s-subaditivna a spiiala podmienku
(P) (pozri def. 1). Podmienka (P) je silnejsia ako o-aditivnost. Niektoré miery, ktoré
ju spinaju, st ukdzané v lemme 1 (pozri tieZ poznamky 1 a 2).

Hlavny vysledok tykajuci sa spominanej konStrukcie je sformulovany vo vete 1.
Opisanou metdédou mozno rozsirit funkciu y, definovanti na Tubovolnom systéme K
podmnozin metrického priestoru X a spiiiajucu na K patri¢né podmienky, na mieru
definovant na vsetkych borelovskych podmnozinach X. Ak vezmeme za K najmensi
okruh nad systémom vsetkych polouzavretych intervalov v E,, podmienky, ktoré Zia-
dame od funkcie g vo vete 1, su ekvivalentné s podmienkami, ktoré obycéajne vyza-
dujeme (nezapornost, g-aditivnost, u(0)) = 0). Ako dosledok je uvedena jedna veta
Mickle a Rado z prace [2] (poznimka 4).*

Druha konstrukcia, ktor uvadzame, spociva v rozsireni danej funkcie najprv
cez suprémum na otvorené mnoZiny a potom v rozsireni takto ziskanej funkcic
pomocou infima na vSetky podmnoZiny X. Presne je tato konStrukcia opisana
v def. 6 a v def. 7, patriény vysledok je sformulovany vo vete 3. Od povodnej funkcice
ziadame okrem splnenia nutnych podmienok (nezapornost, g-aditivnost, u(()) = 0
tiez splnenie podmienky (V) (pozri def. 4). Podmienku (V) spifiaju napriklad vietky
borelovské miery, pre ktoré plati Vitaliho veta (pozn. 5).

Aj tuto konstrukciu mozZno pouZit na rozsirenie funkcie na mieru niclen z gul,
ale aj z nicktorych systémov otvorenych mnozin, ktoré spiiiaji poziadavky stanovené
v def. 5.

V zaverc ¢lanku je dokazany vztah medzi oboma konS$trukciami navzajom, ako
aj vztah medzi nimi a hausdorffovskym rozsirenim (pozri def. 2). Vo vete 4 s uvedené
podmicnky postacujice na to, aby vsetky tri rozsirenia boli zhodné.

Najprv uvedicme niektoré definicie. Nazvy a zakladné pojmy budeme pouZivat

* Znenie vety je uvedené za definiciou 3.
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tak, ako st zavedené v knihe [1]. Trocha odiisne budeme chapat g-aditivnost a o-sub-
aditivnost. Mnozinova funkciu u definovant na systéme K podmnozin X budeme
nazyvat o-aditivnou na K, ak pre [ubovolné 4 € K a Tubovolna postupnost mnozin

(A2, Ain A;=0prei+ jA,c A, A;e Kprei = 1.2, .. plati u(4) 2 Y p(A)).
i=1
Podobne budeme hovorit, Ze u je g-subaditivna na K, ak pre lubovolné 4 cK

0

[e)
a Tubovolnt postupnost mnozin {A;}j2,, U 4,24, 4,eK. i=12, ... plati
i=1
u(A) £ Y u(A;). Poznamenajme cste, Ze kazda miera (vonkajsia miera) je o-aditivna
i=1
(o-subaditivna) aj v tomto chapani.

V celom ¢lanku bude X znadit metricky priestor, o(x, y) metriku v X, o(4, B) = inf
{o(x,y): x € A, y € B}. Otvorenou gulou v X budeme rozumiet kazdi mnoZinu tvaru
{x:0(x, xo) < r}, kde x, je nejaky prvok z X a r je nezaporné &islo. Podla tejto defi-
nicie aj prazdna mnoZina je otvorenou gulou (r = 0).

VonkajsSiu mieru pu definovanu na systéme vSetkych podmnozin X nazveme Ca-
ratheodoryho vonkajSou mierou, ak platiimplikaciag(A4, B) > 0 = u(4A v B) = u(A) +
+ u(B). Ak je u Caratheodoryho vonkajsia miera, potom vsetky borelovské mnoziny
s p-meratelné. *

Budeme hovorit, Ze systém K podmnoZin X pokryva mnozinu 4 < X v zmysle
Vitaliho, ak k TubovoInému bodu x € 4 a k Tubovolnému ¢&islu ¢ > 0 existuje mno-
7ina Ce K tak, Ze xe C a diam C < g.**

Dalej nech K je Tubovolny systém podmnozin X, (e K, u redlna nezaporna
funkcia na K, u()) = 0. Pre 4 < X kladieme

wH(A) = inf { > u(4,) : U A;ioA. AeK, i=12,...

i=1 i=1

Lahko zistime, Ze p* je vonkajSia miera. Okrem toho ak u je g-subaditivna, potom
1K) = u(K) pre Ke K.

Okrem uvedenej vonkajSej miery zasadny vyznam pre nase uvahy bude mat
podmienka definovana v nasledujacej definicii.

Definicia 1. Nech K je neprdzdny systém podmnozZin X. Hovorime, Ze mnoZinovd
Sfunkcia p definovand na K spliia podmienku (P), ak k lubovolnym ¢islam ¢ > 0 an > 0

a k lubovolnému K e K, iakému, e (K) < oo existuje postupnost mnozin 'K}/ | .

[ee]
UK, 2K, K;eK. diam K, <nyprei=12...a
i=1

Y K < (K) + .

i=1

* Pozri napr. [4], 52.
#* diam C - sup o{v, ») ().



Ak je p o-subaditivna, m6Zme sformulovat podmienku (P) takto: Pre kazdé
K e K, také Ze u(K) < oo a kazdé n > 0 plati

p(K)) = inf {Y u(k): U K, > K. K;eK diam K, <p, i=12 .}
i=1 i=1

Poznamka 1. Nech X je eukleidovsky priestor, u Lebesguova miera, K systém

uzavretych gal v X. Je zname, Ze u spiiia podmienku (P). Dahko sa dalej presvedéime

o tom, 7¢ podmienku (P) spiiiaju vietky miery, pre ktoré plati Vitaliho veta* a nasle-

dujuca implikacia: p(A) = 0 = k [ubovoIlnému & > 0 existuje postupnost gul

s} 0
{A)2 takd, Zediam 4; < e pre i = 1,2,..., A= U 4; a Zly(A,.) < ¢. Niektoré
i=1 i=

miery spifiajiice podmienku (P) s spomenuté tieZ v lemme 1.

Poznamka 2. X nech je opit eukleidovsky priestor, K najmensi okruh nad inter-
valmi tvaru {a,, b,) x {a,, b,) x ... x La,, b,), kde —0 < a; < b; < 0, i =
= 1,2,...,n Lahko nahliadneme, Ze kazda miera na borelovskych mnozZinach
spiita podmienku (P) na K. Z nasledujucej vety vyplyva, 7e ka?da nezaporna, o-sub-
aditivna funkcia na K spiiajuca podmienku (P) je o-aditivna.

Veta 1. Nech K je neprdzdny systém podmnozZin X, ) € K. Nech u je nezdpornd,
a-subaditivna funkcia na K spliiajiica na K podmienku (P). Nech u () = 0.

Potom p* indukuje na systéme B borelovskych podmnoZin X isti mieru (oznacme
Ju 1ym istym znakom p*); p*(K) = w(K) pre Ke K.

Dokaz. Rovnost u*(K) = u(K) pre Ke K je zrejma. K doékazu vety nam stadi
dokazaf, ze u* je Caratheodoryho vonkajsia miera.

Nech A, B st [ubovoIné podmnozZiny X, (A4, B) > 0. Ak ma aspoii jedna z mnozin
A, B nekoneénu mieru, plati u*(4 u B) = p*(A4) + p*(B). Predpokladajme teraz,
7¢ p*(A v B) < . Podla definicie u*, k [ubovolnému & > 0 existuje postupnost

mnozin {K;}2,, U Ki> AU B, K;eK pre i = 1,2, ... tak, Ze plati
i=1

KAUB) +e> Y (k) ()

Kc kazdej mnozine K; € K existuje podla podmienky (P) postupnost mnozin {K/'}>,,
U K? < K;. diam K < 27 '(A4, B) pre n = 1,2, ... tak, Ze
i=1

L u(KD) < u(K) +27"e (2)
Z (1) a (2) vyplyva
p(AUB)+e> PICOED) X WK —e. 3)

* Pozri napr. [3], 211.
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Ozna¢me znakom x mnozinu tych dvojic (i, n), pre ktoré Kin A4 % 0, znakom [}
mnoZinu tych dvojic (i, n), pre ktoré je K" n B #+ 0. PretoZe diam K} < 27 'o(A. B)
su o, f§ disjunktné, {J K! > 4, U K| = B. Z poslednych vztahov a z (3) vyplyra

(i,n)ea (i,n)ef
R [ e}
p((AUB)+e> ) Y w(K)—ez=
i=1 n=1
z 3 uK)+ ) wK)—ez

(i,n)ex (i,n)ep

=z WA + p*(B) — e

teda u*(4 U B) = p*(A) + u*(B). PretoZze opacnd nerovnost plati vzdy. je dokaz
vety skonceny.

V dalSej Casti ¢lanku v§imneme si vztah prave dokazanej vety k jednému vysledku
prace [2]. V zaujme struénejSicho vyjadrovania sa zavedieme tieto definicic:

Definicia 2. Nech K je systém podmnoZin X. Nech u je redlna funkcia. ktorej
obor obsahuje mnoZinu K. Potom definujeme pre lubovolni A < X

H,[pu, KI(4) = inf { Y w(K) : U K; > 4, diam K; < &. K; e K},
i=1

i1
Hlu, KI(4) = sup {H,[u, K](4) : ¢ > 0}.

Definicia 3. Nech K je systém uzavretych gul, p mnoZinovd funkcia na systéme L
podmnoZin X. Nech K < L. Budeme hovorit, e p spliia 5r podmienku na systéme L.
ak k lubovolnej mnoZine A€ L existuju konstanty k(A), K(A) < 1 < K(A) takd,
fe pre lubovolné Ke K, K = {x : 9(x, xo) £ r}, r < k(4), Kn A + 0 je

1K) = p({x : o(x, xo) < 5r}) < K(A) . u(K).*

E. J. Mickle a T. Rado dokazali ([2] 15) tato vetu:

Nech u je Caratheodoryho vonkajSia miera definovana na vSetkych podmnozi-
nach X. Nech X je separabilny metricky priestor, K systém uzavretych gal v X.
Nech k Tubovolnej mnozZine 4 < X existuje taka borelovskd mnozina B, Ze plati
A < Ba u(A) = u(B). Nech u spiiia 5r podmienku na victkych podmnoZinach X.**

Tvrdenie: H[u, K]J(A) = u(A) pre vietky 4 < X.

Tento vysledok nas upozorfiuje na moznost pouZzitia hausdorfovského rozsirenia
(definovaného v def. 2) na rieSenie daného problému. Skutoéne. Malou modifikaciou
dokazu Mickle a Rado dostaneme toto tvrdenie:

Veta 2. Nech K je systém uzavretych gul v X. Nech ;i je nezdpornd, a-aditivna,
o-subaditivna funkcia spliajiica 5r podmienku na systéme K. Nech pu(\)) = 0.

Potom H[u, K] je vonkajsia miera, ktord indukuje na borelovskych mnoZindch
mieru, ktord je rozsirenim yu t. j. W(K) = H[u, K|(K) pre vsetky K e K.

* Znakom K zna¢ime mnozinu {x, 0(x, xq) << 5rj.
** 7 5r podmicnky vyplyva, 7e u je konecnd na guliach, teda o-kone¢na (X je separabilny).
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Ako v8ak ukazeme v dalSich lemmach, si vety 2 a uvedeny vysledok z prace [2]
dosledkom vety 1.

Lemma 1. Nech K je systém uzavretych gul v X. Nech p je nezdpornd, o-aditivna
Sunkcia na K spliajiica 5¢ podmienku na systéme K. Nech p(0) = 0. Potom u splita
podmicrku (P).

Dokaz. Nech g n st Tubovolné kladné ¢isla. K [ubovolnému KeK, K =
= {v:o(y, xy) < r} oznaéme znakom K mnoZinu {x :0(x, xo) £ 5r}. Vezmime
teraz K pevné a konstanty k(K), K(K) z 5r podmienky. Oznaéme znakom K, systém
vsetkych L € K takych, Ze

diam L < ~]5— 1, diam L < k(K), L = K.

Systém K, pokryva mnoZinu K v zmysle Vitaliho, sup diam L < 0. Podla jednej
LeK,

vety A. P. Morsa ([3] veta 3.10) existuje disjunktna postupnost mnozin {K;}72,,
K,eK,,i=12,...tak, Ze

n o0 R
KcU K;v U K,
i=1 i=nt1

pre kazdé n. Potom plati

HinKI(K)ys Y wK)+ Y wK)<
i=1 i=n+1 (4)

< Y WK)+KK) Y (k)

i=n+1

o

PretoZze u je o-aditivna, plati Z;((Ki) < u(K), teda lim Y w(K) =0. Zo (4)
i=1

i= i=n+1

vyplyva
H,[1, K](K) = 221 WK = n(K) (5)

a odtial bezprostredne ziadané tvrdenic.

Lemma 2. Nech K je systém podmnozZin X, ) € K. Nech p je nezdpornd, mnoZinovd
funkcia, (0) = 0. Nech p splia na K podmienku (P).

Potom 1#(A) = H{u, K|(A) pre lubovolmi mnofinu A < X.

Dokaz. Pisme H = H[u, K]. Z definicie u* a H vyplyva, Ze plati u*(4) £ H(A)
pre kazdé 4 < X. Ak u*(A) = oo rovnost u*(A) = H(A) je zrejma. Predpokladajme,
7¢ 1*(A) < co. Z definicie u* vyplyva, Ze k Tubovolnému & > 0 existuje postupnost
mnozin {K;}2,, K;eK, i=12,..., UK; > 4 tak. 7e

i=1

WA 45> 8 () ©



Podla podmienky (P) existuji k Tubovolnému # > 0 a k mnozinam K; postupnosti
mmnozin {K7},~, tak, ze U K{ o> K;, KieK. diamK'<n pre n = 1.2.....

n=1

Y, w(KD) < p(K;) +27"%. (7
n=1
Vezmime teraz {K%}{,=,. Plati U K} > A4, diam K} <n.i,n=12..... teda
iin=1
Y X WKz H(4) = H[u, K] (4). (®)

1n=1

i

Zo vztahov (6), (7) a (8) vyplyva nerovnost
p*(A) + & > H,(A) — .

pre TubovoIné ¢ > 0. Odtial uZ bezprostredne vyplyva nerovnost pu*(A4) = H(A),
¢im je veta dokazana.

Poznamka 3. Vo vete 2 nie je nutné obmedzif sa na systém uzavretych gul.
Veta 2 plati aj vtedy, ak za K vezmeme Tubovolny systém uzavretych mnoZin po-
kryvajici X v zmysle Vitaliho. Iba v definicii 3 a v dokaze lemmy | treba interpretovat
mnozinu K v zmysle [3] definicie 2.7.

Poznédmka 4. Z vety 1 vyplyva uvedena veta E. J. Mickle a T. Rado.

Dokaz. Z predpokladov spominanej vety vyplyvaju predpoklady vety 1 (K je
systém uzavretych gal). Odtial podla lemmy 2 plati H{u, K](K)= u*(K) = u(K).
pre Ke K. Okrem toho H(u, K](A) = u(A4) pre vsetky 4 <= X. Pretoze H[u, K]
a p s o-koneéné Caratheodoryho vonkajsie miery, zhoduji sa na guliach a X je
separabilny, plati H[u, K] (B) = u(B) pre vsetky B borelovské. Nech 4 je teraz
fubovolnd mnoZina. Vezmime B borelovskl tak, aby B o A, u(B) = u(A4). Potom
Hiw, K} (4) = (A4) = w(B) = Hlu, K] (B) = Hlu, K] (4).

Pristipme teraz k opisu inej konStrukcie, vhodnej pre rieSenie danej ulohy. Za
tym ucelom uvedieme najprv niektoré definicie.

Definicia 4. Nech K je systém podmnozZin X, ktory pokryva X v zmysle Vitaliho.
Budeme hovorit, e mnoZinovd funkcia u spliia na K podmienku (V), ak k Tubovolnému
K e K, k lubovolnému systému L = K podmnoZin K, ktory pokryva mnoZinu K v zmysle
Vitaliho a k ITubovolnému Cislu ¢ > O existuje postupnost mnoZin {L;}{%,, L;eL.
i=12,..,LinL;=0prei=*ja

3 L) > u(K) - o

* Specialne je teda 1 konend na K.
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Poznamka 5. Nech K je systém gul, v X, u borelovskd miera, pre ktoru plati
Vitaliho veta. Potom p spifia na K podmienku (V).

Dokaz. Nech K je Tubovolna gula, L syst¢tm podmoZin K, ktory pokryva K
v zmysle Vitaliho, L = K. Podla Vitaliho vety existuje postupnost mnoZzin {L;}{%,,

LinL;=0prei=*j, LieL pre i =12,... tak ze w(K — UL) = 0. Odtial
i=1
vyplyva

DM s

ML) 2 (U L) = 1K) > u(K) = o

]

i=1
Lemma 3. Nech K je systém uzavretych gul v X. Nech p je nezdpornd, c-aditivna,

o-subaditivna mnoZinovd funkcia na K, u(l) = 0. Nech p na K splia 5r podmienku.
Potom y spliia na K podmienku (V).

Dokaz. Vezmime mnozZinu K e K pevne a vyberme postupnost mnozin {K;}iz,
tak, ako v dokaze lemmy 1. Potom K;n K; = pre i + j, K;e K, K; c K, pre
i=12,... Z (5) a zo o-subaditivnosti p vyplyva

u(K) < H [ K] (K) < z WK) < Y, W(K) + e

Definicia 5. V dalSom budeme predpokladat, Ze K je systém otvorenych podmnozin
v X, ktory obsahuje prdzdnu mnoZinu a pokryva X v zmysle Vitaliho.

Definicia 6. Nech u je funkcia definovand na K (systéem K md tu aj vsade v dalsom
viastnosti poZadované definiciou 5). Pre lubovolnii otvoreni mnoZinu U = X kladieme

i(U)=sup{z WK):K;nK; =0 pre i *j, K,cU, KieK}.
i=1

V nasledujicej lemme dokazeme niektoré vlastnosti funkcie A.

Lemma 4. Nech u je mnoZinovd funkcia definovand na K, nezdpornd, o-aditivna,
1w(0) = 0. Nech u splita na K podmienku (V) (to znamend okrem iného, Ze y je konecnd
na K).

Potom je A nezdpornd, monotonna, c-aditivna, o-subaditivna mnoZinovd funkcia,
definovand na systém vietkych otvorenych mnoZin v X. Pre kaidu U € K je w(U) =
= (V).

Dokaz. Pretoze 0 e K je A(U) = 0. Z toho istého ddvodu a zo o-aditivnosti p
vyplyva p(U) = A(U) pre U € K. Funkcia 7 je okrem toho zrejme monotdnna.

o0

Nech {U,};Z, je postupnost otvorenych mnoZin. Dokazeme, ze A(J U,) =
k=1

}(Uk Predpokladajme najprv, Ze A(|J U,) < oo. Podla definicie A existuje
k=1

IA
Ip
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postupnost mnozin {A;};2;, 4,nA; =0 pre i+j A;eK A, cUU. i=
k=1

= 1,2,... tak, Ze

A G Uy — & < i wA;). (9)
k=1 i

i=1

Uvazujme iuzhovolnt A;. Vezmime x e A4;. Ak x e U,, existuje mnozina Uy(x) € K,
x € Uyx) tak, ze Uy(x) = U, n 4;. Ozna¢me znakom U, (x) systém vSetkvch A'e K
takych, Zc xe K < U, (x).

PoloZzme

e

L,=U UU(v). (10)

k=1xed;

PretoZe L; je systém podmnozin A;, ktory pokryva mnoZinu 4; v zmysle Vitaliho
a u spiia podmienku (V), existuje postupnost mnozin (L7)/~,. LielL,. L'c A4,
n=12,...., L 0 L" =0 pre m + n tak, Ze

oLy > p(A) — 27, (1)
n=1

o0
Oznaéme znakom of = {n : L7 = U,}. Pretoze U o} > [1.2, ...}, plati
K

i
=1

L) = 3 Y (). (12)

k=1 neak;

INEE

Z nerovnosti (9) az (12) vyplyva

HOU)-eS ¥ ¥ % uth+o-

i=1 k=1 neak;

<Y AU + ¢ (13)
K=1
a odtial
AU U) = Y AUy. (14)
k=1 k=1
Ak A(U Uy = o, potom k lubovolnému &islu N existuje postupnost {A4;)/. .
i=1 )
A nA; =0prei+j A;c UU, A;eKprei=12 .. tak. ze
i=1
N < Y (4. (99

i=1

Zvolme opit systém L; podla (10), postupnost {L,};Z, ako v predchadzajicom
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pripade. Potom plati tiez (11) a (12) (¢f mé ten isty vyznam &o predtym). Keby

Y (U, < oo, vyplyvalo by z (9'), (11) a (12)

=1
0

N=1Y NU)+e (13
k=1

pre kazdé N, Co je v spore s predpokladom. Preto ) A(U,) = . ¢iZe nerovnost (14)
i=1

o0
plati aj v tom pripade, Ze A( J U,) = .
i=1
Zostava nam eSte dokazat o-aditivnost 4. Nech U, V su lubovolné disjunktné
otvorené mnoziny. Vezmime postupnosti mnozin z K{U;};Z, resp. {V;}{2 tak, Ze
UinUj=VinVy=0prei+j U< UV, cVprei=12 ..

AU) —e< ; wU),  MV)-e< i wvy).

i=1

QOdtial
WUY+ V) =26 < Y wU)+ Y w(V) < (UL V),
i=1 i=1

teda A(U) + A(V) 2 AUV V).
Indukciou dokazeme, Ze 4 je kone¢ne aditivna. Nech kone¢ne {U,};Z, je Tubovolna
disjunktna postupnost otvorenych mnozin. Z konec¢nej aditivnosti a monotdnnosti 4

vyplyva
/1(91 U)z /1(‘91 Uj) = =Z1 A(U)

0 o0
pre kazdé n. Teda A( U U) = ) AMU,) a dokaz je ukonceny.
i=1 i=1
Definicia 7. Nech u je mnoZinovd funkcia definovand na K, /. rozsirenie it na vsetky
otvorené mnoZiny definované v definicii 6. Nech A = X je lubovolnd mnoZina. Potom
kladieme
w(A) = inf {A(U) : A = U, U otvorend}.

Lahko mozno dokazat nasledujiicu lemmu opisujtcu niektoré vlastnosti u.

Lemma 5. Nech p je mnoZinovd funkcia definovand na K, spliiujiica predpoklady
lemmy 4. Potom mnoZinovd funkcia ﬁ definovand v definicii 7 je vonkajsia miera defino-
vand na vsetkych podmnoZindch X. Pre [ubovolnii otvoreni mnoZinu U < X je ﬁ(U) =
= 2(U).

Veta 3. Nech i je mnoZinovd funkcia definovand na K (K spliia predpoklady definicie
S). Nech i je na K nezdpornd, o-aditivna, u(0) = 0 a nech splita na K podmienku (V).

Potom vonkajsia miera U (definovand v definicii 7) indukuje na borelovskych mnoZzi-
ndch X borelovskii reguldrnu mieru (oznacme ju tym istym znakom); u(K) = pu(K)
pre Ke K.



Dokaz. Stai nam ukézat, 7e u je Caratheodoryho vonkajsia miera. Nech su A,
B Tubovolné podmnoZiny X, o(4, B) > 0. Vezmime U, V otvorené tak, aby 4 < U.
Bc V, Un V = (. Podla definicie p existuje k Tubovolnému ¢ > 0 otvorend mino-
Zina W o A u B tak, ze

WA UB) + > (W)= ((Uu W)yn (Vn W) =
=MUNn W)+ AV W)= u(A) + uB).

Nasledujuca veta nam dava Ciastoénu odpoved na otazku, ako suavisia rozne
rozsirenia definované v tomto ¢lanku.

Veta 4. Nech K je systém otvorenych gul v X. Nech X je separabilny metricky priestor.
Nech u je nezdpornd, o-aditivaa, a-subaditivna mnoZinova funkcia definovand na K.
takd, Ze p(V) = 0. Nech u spliia na K podmienky (P) a (V).

Potom pre lubovolni mnozZinu A < X plati

©*(A) = Hlu, K] (4) = p(A).

Dokaz. V lemme 2 bolo dokazané, Ze pri danych predpokladoch plati u*(4) =
= Hlp, K] (4) pre Tubovolni mnoZinu 4 c X. UkdZeme teraz, 7e u*(A) = u(A).
PretoZe u* a pu indukuju miery na borelovskych mnozinach, ktoré se zhoduja
na guliach, a X je separabilny, plati rovnost u*(B) = u(B) pre B borelovské, $pecialne
teda pre B otvorené. Nech 4 « X je Tubovolnd mnoZina. Podla definicie u*(A4) =

=inf {} wB):UB>4, BeKl. Ale Y uB)= ) uB)zp( U B) =2
=t i=1 _ i=1 i=1 _ =1
> u(A4), teda p*(A4) = w(A). Ak u(A4) = oo plati rovnost u*(4) = u(A4). Predpo-

kladajme, 7e u(4) < 0. Podla definicie u existuje U otvorena tak, 7e U > A4 a
p(A) + &> AU) = w(U) = p*(U) Z p*(4)

pre kazdé ¢ > 0, teda u(4) = p*(A). Opaénu nerovnost sme dokazali o nickolko
riadkov vyssie.
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3AMETKA K KOHCTPYKUWUUN MEPBI

BenocnaB Puecuau
BbiBOAbI

[Tyctb K Knacc noAMHOXKECTB HEKOTOPOro NPOCTPAHCTBA X M (4 NEHCTBUTE/IbHAS MHOKECTBEHHAS
(pytkumnst Ha K. Mbl 6yneM roBoputh, 4TO J¢ cueTHO-ainTuBHAA Ha K, ecnu niasa mo6oit nocneno-
BATCJILHOCTH MHOXECTB {K;}i=1 . K; NkK; - O s i =7 uK,eKnnai-=1,2,...n nus amoboro

oo}
K € K Takoro, uro K;cK.i 1,2.... Bbinoausercs Hepasenctso ((K)=> X n(K;).
i=1
Mbt 6ynemM roBOpHTb, YTO gt CYETHO TMOJYAIAUTUBHAS, €CIU Ut JI000I MOCIen0BaTE/ILHOCTH
oo}

[K,;;ﬂl muoxectB u3 K u moboso K € K Ttakoro, uto K< U K;, BbLIMOJIHAETCS HEPABEHCTBO
0 i=1
WKy X 1(K;).
i=1
[TycTb Tenepp X siBSIETCS METPUYECKMM NMPOCTPAHCTBOM. MBI CKaXEM YTO M BbIMOJIHSET YCIIOBUE

(P) na K ccnu pist Besikoro K € K Takoro, 4to ((K)<< 00 ¥ BCAKOTO IMOJIOXHUTEIBHOrO YHCHAaE Cy-
o0

HICCTBYCT 110CJIENOBATEIBHOCT MHOXECTB {K,-}}”:l takas, yro U K; DK, diam K; < ¢, K; €K,
i=1

i - 1L,2....m

gl.u(Ki) < u(K) + e.

[Mycth K sBAsSIeTCS MOKPLITHEM MpOCTpaHcTBa X B cMmbiciae Butamu. Mel ckaxeMm, 4TO pt Bbi-
nonusict yenosue (V) Ha K, ecnu cnpasennuso ciieayrouee: Ilycts K mro060e MHOXECTBO NpUHALIC-
watuee K, £ > 0 mo6oe yucino u L K kakoil-HnOyab Kiiacc MOOMHOXKECTB MHOXeCTBA K MOKpbI-
Batownit K B cmbiciie Buranu. Torga cyluecTByeT mocienoBaTeabHOCTs MHOXeCTB {K;}{Z 1 Takas,
uro K;elnasni= 1,2, .. K;NK; =W nnsii == jn

3. W(K) > u(K) .

B HacTosilueil 3aMeTKe CTPOSITCS Mepbl Ha OOPEIEBCKMX MHOXECTBAX SIBJISIFOUIMECS [1POIOJIKE-
HHUCM KaKOM-HMOYIb MHOXECTBEHHOM (GyYHKUMM 3a[IaHHOM Ha kjacce Bcex chep B X. DTH Mepbl
OIMUCaHbI B CJEAYIOUIMX Teopemax.

Teopema 1. Iycrb K knacc noAMHOXECTB METPUYECKOTO MPOCTPAHCTBA X COAEpIKALINM IIyCTOC

MHOXeCTBO () 1 mokpeiBaronit X B cMeicrie Butamm. [TycTs 4 HEOTpHUATENbHAS, CYETHO-TTOJYA I~

Jlns mo60oro MuoxectBa A C X MOJOKUM
-] o0
p(4) =inf{Y w4): A< U4, 4,eK, i=12,..}
i=1 i=1

Toraa ;* sBisieTCs BHELLIHENH Mepo#. Bce BopesieBckue MHOXecTBa u*-u3mepumsie 1 w*(K) == u(K)
s Beex K e K.

Teopema 3. ITycte K HEKOTOPbIH KJ1ACC OTKPBITHIX MOAMHOXKECTB METPUYECKOTO ITPOCTPAHCTBA X,
COICPXKAIOLLMI MYCTOE MHOXECTBO M NMOKpbIBatowmii X B cMmeicie Butanu. ITycth u neicrsuress-
Hasl, CYCTHO-AAAUTUBHAS, HEOTPHLUIATENbHASE MHOXECTBEHHAs GYHKLUS BblTOJHstomas Ha K ycinosue
(V). Ttyers (@) = 0.
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Mbl onpeneanm aast U OTKpbITOrO
o0
HU)y=sup{) u(K):KinK;=0, K;eK, K cU, i =12, ..}
i=1
W 171 IPOU3BOJIBHOTO A < X
u(A) = inf {A(U): A = U, U otkpsiToe}.
Toraa gt siBssieTcst BHEILHE Mepoii, Bce OOPENIOBCKHE MHOKECTBA ft — W3Mepumble U 1(K)
1K) mns K e K.
Janbiie Mbl IPUBOAKM HEKOTOPbIE CIEACTBUST TEOPEMBI |, @ UMEHHO Teopemy 2 U OAHY TeopeMy
3. M. Mukid n T. Pano (cm. [2], 15). B Teopeme 2 UCMOAB30BAHO 1Tt KOHCTPYKLIMH MePbI PaciUH-

peHue Xaycaopda S* (cMm. [2], 14) MHO)ecTBeHHON GyHKUMM /1. HAKOHEL MbI IPUBOAMM HEKOTOPbIC
NIOCTATOYHBIE YCIIOBHUS JUIsl coracoBanus dynkumii 0%, S*, 1 (nemma 2, teopema 4).

A NOTE ON THE CONSTRUCTION OF MEASURE

Beloslav Riecan
Summary

Let K be a non empty family of sets in some space X. Let u be a real-valued set-function on K.

We shall say that y is a-aditive on K if the inequality i (K = p K) holds for any sequence
{K;}i= 1 of pairwise disjoint sets in K and any sct K € K ;aclh that K; < K for i = 1,2, ... We shall
say that y is o-subaditive on K if the inequality § w(K;) = n(K) holds for any sequence {K;\i%
of sets in K and any K € K such that le K; o Kl.wl

Let X be a metric space now. We ‘szh:lll say that p satisfies the (P) condition on K, if for every
number ¢ > 0 and every set K € K such that u(K) < o0 there exists a sequence {K,-}?l; of sets in K

o0 o0
such that U K; © K, diam K; << ¢ for i = 1,2,... and b WK;) < (K) 4 e
i=1 i=1
Furthermore let K covers a space X in the Vitali sens. We shall say that x satisfies the (V) condition
on K if the following proposition holds: Let K be any set in K, s« be any positive number and L < K

be any family of sets covering K in the Vitali sens such that L < K for every L € L. Then there exists
x

a sequence {Ki}?": 1 of pairwise disjoint sets such that K; € Lfori = 1,2, ... and > JKY - (K) —¢.
i=1

In this paper some measures on the family of Borel sets are constructed by extension set functions
defined for all the open spheres in any metric space. Constructions of these measures are writen in the
following theorems.

Theorem 1. Let K be a family of sets in a metric space X, which inculds the empty sct 0. Let i be
a non-negative, o-subaditive set-function which satisfies the (P) condition on K. Let #(0) 0. For
any A < X we define

WA =inf{YuA):AcUA, AieK, i=1.2 ..}
i=1 i=1
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Then p* is an outer measure for which all the Borel scts are u* - measurable and ju(K) - 1*(K)
for K e K.

Theorem 3. Let K be a family of some open sets in a metric space X which inculds 0 and covers X
in the Vitali sens. Let p be real valued, non-negative, o-aditive set-function on K which satisfies
the (V) condition on K. Let s(0) —~ 0. We define for any U open

A(U) = sup{

——

s

u(K):KinK; =0, KieK, K,c U, i =12, ...
1

I

{

Further, for any set .4 < X we dciine
u(A) = inf {A(U): A < U, U open}.

Then e is an outer measure such that all the Borel sets are y-measurable and u(K) = n(K)for K e K.

Some corollaries of the theorem | are given. A theorem of E. J. Mickle and T. Rado (see [2], 15)
and the theorem 2 of this paper are shown to be such corrollaries. In the theorem 2 the Hausdorff
extension S* (see [2], 14) of a set-function u on K is used for a construction of measure (K is the family
of all the open spheres in X). Finally some sufficient conditions are given for equality of set-functions
n*, S* u (lemma 2, theorem 4).
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