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MATEMATTCKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, 12, 1. 1962 

POZNÁMKA KU KONSTRUKCII MIERY 

BELO SLAV R I E Č A N , Bratislava 

Cieíom tejto poznámky je ukázať spósoby, ktorými je možné rozšíriť množinová 
funkciu, ktorej oborom sú gule na mieru definovánu na všetkých borelovských 
množinách. Na riešenie tejto úlohy nie je možné aplikovat' známu metodu na rozší­
řen ie miery z okruhu na o--okruh,. 

V tomto příspěvku sa študujú dve konštrukcie miery. Prvou konštrukciou je 
Caratheodoryho rozšírenie do vonkajšej miery. Od danej funkcie /i, ktorá je defino­
vaná na guliach, žiadame, aby bola nezáporná, cr-subaditívna a spínala podmienku 
(P) (pozři def. 1). Podmienka (P) je silnejšia ako cr-adiiívnosť. Niektoré miery, ktoré 
ju splňajú, sú ukázané v lemme 1 (pozři tiež poznámky 1 a 2). 

Hlavný výsledok týkajúci sa spomínanej konštrukcie je sformulovaný vo vete 1. 
Opísanou metodou možno rozšíriť funkciu /i, definovánu na 1'ubovol'nom systéme K 
podmnožin metrického priestoru X a splňajúcu na K patřičné podmienky, na mieru 
definovánu na všetkých borelovských podmnožinách X. Ak vezmeme za K najmenší 
okruh nad systémom všetkých polouzavretých intervalov vEn, podmienky, ktoré žia­
dame od funkcie // vo vete 1, sú ekvivalentně s podmienkami, ktoré obyčajne vyža­
dujeme (nezápornost', cr-aditívnosť, /L(0) = 0). Ako dósledok je uvedená jedna veta 
Mickle a R a d o z práce [2] (poznámka 4).* 

Druhá konštrukcia, ktorú uvádzame, spočívá v rozšíření danej funkcie najprv 
cez suprémum na otvorené množiny a potom v rozšíření takto získanej funkcie 
pomocou infíma na všetky podmnožiny X. Presne je táto konštrukcia opísaná 
v def. 6 a v def. 7, patřičný výsledok je sformulovaný vo vete 3. Od póvodnej funkcie 
žiadame okrem splněnia nutných podmienok (nezápornost', a-aditívnosť, D.(0) = 0 
tiež splnenie podmienky (V) (pozři def. 4). Podmienku (V) splňajú například všetky 
borelovské miery, pre ktoré platí Vitaliho veta (pozn. 5). 

Aj tuto konštrukciu možno použit' na rozšírenie funkcie na mieru nielen z gúf, 
ale aj z niektorých systémov otvorených množin, ktoré splňajú požiadavky stanovené 
v def. 5. 

V závěre článku je dokázaný vztah medzi oboma konštrukciami navzájom, ako 
aj vztah medzi nimi a hausdorffovským rozšířením (pozři def. 2). Vo vete 4 sú uvedené 
podmienky postačujúce na to, aby všetky tri rozšírenia boli zhodné. 

Najprv uvedieme niektoré definície. Názvy a základné pojmy budeme používať 

* Znenie vety je uvedené za deíiníciou 3. 
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tak, ako sú zavedené v knihe [1]. Trocha odlišné budeme chápaťG-aditívnosť a G-sub-
aditívnosť. Množinovú funkciu p definovánu na systéme K podmnožin X budeme 
nazývať (7-aditívnou na K, ak pre íubovoTné A e K a lubovoínú postupnost' množin 

{Ai}fLí,Ai n Aj = Opře i + j At a A,Ate K pre i = 1,2, . . . platí //.(A) = ]T M^,-). 
! = 1 

Podobné budeme hovoriť, že p je G-subaditívna na K, ak pre fubovoiné A e K 
00 

a lubovoínú postupnost' množin { A J ^ , U ALZDA, AřeK, i= 1,2,... platí 
oo i = 1 

p(A) _ £ M Á ) - Poznamenajme ešte, že každá miera (vonkajšia miera) je G-aditívna 
i = i 

(cr-subaditívna) aj v tomto chápaní. 

V celom článku bude Xznačiť metrický priestor, Q(X, y) metriku v X, Q(A, B) = inť 
{Q(X, y): x E A, y e B}. Otvorenou gu lou v X budeme rozumieť každú množinu tvaru 
{x :Q(X, x0) < r}, kde x0 je nějaký prvok z Xa r je nezáporné číslo. Pod lá tejto defi-
nície aj prázdna množina je otvorenou gu lou (r = 0). 

Vonkajšiu mieru p definovánu na systéme všetkých podmnožin X nazveme Ca-
ratheodoryhovonkajšoumierou, ak platí implikáciaO(A, B) > 0 =̂> p(A u B) = p(A) + 
+ p(B). Ak je p Caratheodoryho vonkajšia miera, potom všetky borelovské množiny 
sú /r-merateiné.* 

Budeme hovoriť, že systém K podmnožin X pokrývá množinu A a X v zmysle 
Vitaliho, ak k 1'ubovoinému bodu x e A a k [libovolnému číslu s > 0 existuje mno­
žina Ce K tak, že .ve C a diam C < e.** 

Ďalej nech K je 1'ubovolný systém podmnožin X, O e K , p reálna nezáporná 
funkcia na K, p({)) = 0. Pre A c X kladieme 

OO OO 

/i*(A) = i n f { X / < ( A i ) : U A-,^A. A,eK, / = 1 , 2 , . . . ] . 
t = 1 i = 1 

Cahko zistíme, že /(* je vonkajšia miera. Okrem toho ak p je cr-subaditívna, potom 
/í*(K) = p(K) pre KeK. 

Okrem uvedenej vonkajšej miery zásadný význam pre naše úvahy bude mať 
podmienka definovaná v následuj úcej definici i. 

Definícia 1. Nech K je neprázdný systém podmnožin X. Hovoříme, ze množinová 
funkcia p definovaná na K spina podmienku (P), Ok k íubovoíným číslam e > 0 a // > 0 
a k [libovolnému KeK, takému, že p(K) < oo existuje postupnost' množin [Ki)[)

=l. 
00 

U K, ZD K, K, e K, diam K < // pre i = 1,2 . . . a 

00 

£ /.(*.) < /«(*) + e. 
; = i 

* Pozři napr. [4], 52. 
** diam C sup o(.v, v) : (.v, y). 
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Ak je ji er-subaditívna, možme sformulovať podmienku (P) takto: Pre každé 
K e K, také že ji(K) < co a každé r\ > 0 platí 

oo oc 

H(K) ) = inf { X /*(#/) • U #/ => ̂  ^ i e ^ diam K,- < rj, i = 1,2, ...}. 
i = i i = i 

P o z n á m k a 1. Nech Xje eukleidovský priestor, /i Lebesguova miera, K systém 
uzavretých gul v X. Je známe, že \i spífta podmienku (P). Eahko sa ďalej přesvědčíme 
o tom, že podmienku (P) spíftajú všetky miery, pre ktoré platí Vitaliho veta* a nasle-
dujúca implikácia: ji(A) = O => k lubovolnému & > O existuje postupnost' gúf 

00 0 0 

{A»}£-!, taká, že diam At < s pre i = 1,2,..., A c \J A. a £ju(Af) < e. Niektoré 
i = l i = l 

miery splňajúce podmienku (P) sú spomenuté tiež v lemme 1. 
P o z n á m k a 2. X nech je opáť eukleidovský priestor, K najmenší okruh nad inter-

valmi tvaru {a1,bí) x <a2, b2) x ... x <#„, b„), kde —oo < a>x < bt < co, i = 
= 1,2,...,«. Lahko nahliadneme, že každá miera na borelovských množinách 
spina podmienku (P) na K. Z následujúcej vety vyplývá, že každá nezáporná, cr-sub-
aditívna funkcia na K spíftajúca podmienku (P) je cx-aditívna. 

Veta 1. Nech K je neprázdný systém podmnožin X, 0 e K. Nech ji je nezáporná, 
o-subaditívna funkcia na K splňajúca na K podmienku (P). Nech \i (0) = 0. 

Potom ji* indukuje na systéme B borelovských podmnožin X istú mieru (označme 
ju tým istým znakom ji*)', ji*(K) = ji(K) pre Ke K. 

Dokaž. Rovnosť ji*(K) = fi(K) pre Ke K je zřejmá. K dókazu vety nám stačí 
dokázať, IQ ji* je Caratheodoryho vonkajšia miera. 

Nech A, B sú lubovoiné podmnožiny X, Q(A, B) > 0. Ak má aspoft jedna z množin 
A, B nekonečnu mieru, platí ji*(A u B) = ji*(A) + ji*(B). Predpokladajme teraz, 
že ji*(A u B) < co. Podfa definície ji*, k lubovolnému e > O existuje postupnost' 

00 

množin {KJ^Li, \J Kt ^> A v B, Kt e K pre i = 1,2, ... tak, že platí 
i = l 

00 

H'(A UB) + E> £ /i(K;). (1) 
i = l 

Ke každej množině Kř e K existuje podfa podmienky (P) postupnost' množin {K"}̂ °= i , 
00 

U K? <= K,-, diam Kf < 2-1OXA, B) pre H = 1,2, ... tak, že 
i = i 

Ž fi(K1) < tfKd + 2-'s. (2) 
n = l 

Z (1) a (2) vyplývá 
00 OO °° 

H\A u B) + e > £ /X*Q = 1 2 M*?) - «• (3) 
i = l Í = l 1 1 = 1 

* Pozři napr. [3], 211. 
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Označme znakom a množinu tých dvojíc (/, n), pre ktoré K- n A #= 0, znakom /> 
množinu tých dvojíc (/, n), pre ktoré je K" n B 4= 0. Pretože diam A" < 2 _ 1 O(A . B) 
sú a, P disjunktné, \J K" => A, (J K" ID B. Z posiedných vzťahov a z (3) vyplývá 

(i,n) ea (i,n) e/í 

00 00 

/ ( A u B) + £ > Z £ /. (Kfi - e £ 
/ = 1 n - I 

^ z /.(*;•)+ z ^ D - £ Ž 
(/', n)ea (i, n)e(i 

„ /r*(A) + p%B) - e, 

teda /L*(A u B) _ /L*(A) + p*(B). Pretože opačná nerovnost' platí vždy, je do kaz 
vety skončený. 

V ďalšej časti článku všimneme si vzťah právě dokázanej vety k jednému výsledku 
práce [2]. V zaujme stručnejšieho vyjadrovania sa zavedieme tieto definície: 

Definícia 2. Nech K je systém podmnožin X. Nech p je reálna funkcia, ktorej 
obor obsahuje množinu K. Potom definujeme pre íubovofnú A cz X 

00 00 

HE[p, K](A) = inf [ £ fi(Ki) : \J Kt ZD A, diam Kř < s, Kt- e K], 
/ = 1 i = 1 

H[D_, K](A) = sup {He[/i, K](A) : e > 0}. 

Definícia 3. Nech K je systém uzavretých gul', p množinová funkcia na systéme L 
podmnožin X. Nech K a L. Budeme hovořit', že p spíňa 5r podmienku na systéme L, 
ak k íubovolnej množině AeL existujú konstanty k(A), K(A) < 1 < K(A) také, 
že pre íubovolné Ke K, K = {x : Q(X, x0) _ r}, r < k(A), K n A 4= () je 

MK) = /i({x : Q(X, x0) _ 5r}) < K(A). ii{K)* 

E. J. M i c k l e a T. R a d o dokázali ([2] 15) tuto vetu: 
Nech p je Caratheodoryho vonkajšia miera definovaná na všetkých podmnoži­

nách X. Nech X je separabilný metrický priestor, K systém uzavretých gúí v X. 
Nech k Íubovolnej množině A cz X existuje taká borelovská množina B, že platí 
A c B a //(A) = /XB)- Nech p. spíňa 5r podmienku na všetkých podmnožinách X.** 

Tvrdenie: H[p, K](A) = p(A) pre všetky A c X. 
Tento výsledok nás upozorňuje na možnosť použitia hausdorfovského rozšířenia 

(definovaného v def. 2) na riešenie daného problému. Skutočne. Malou modifikáciou 
dókazu Mickle a Rado dostaneme toto tvrdenie: 

Veta 2. Nech K je systém uzavretých gúí v X. Nech p je nezáporná, o-aditívna, 
o-subaditívna funkcia splňajúca 5r podmienku na systéme K. Nech p(0) = 0. 

Potom H[p, K] je vonkajšia miera, ktorá indukuje na borelovských množinách 
mieru, ktorá je rozšířením p t. j . p(K) = H[p, K](K) pre všetky K e K. 

* Znakom K značíme množinu {x2 L>(x, x0) < 5r}. 
** Z 5r podmienky vyplývá, že // je konečná na guliach, teda n-konečná (A'je separabilný). 
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Ako však ukážeme v dalších lem mach, sú vety 2 a uvedený výsledok z práce [2] 
dósledkom vety 1. 

Lemma 1. Nec/i K je systém uzavretých gúf v X. Nech p je nezáporná, a-aditívna 
funkcia na K spíňajúca 5r podmienku na systéme K. Nech //(()) = 0. Potom /i spina 
podmicnku (P). 

D o kaz. Nech e, \] sú lubovoíné kladné čísla. K [libovolnému K e K, K = 
= {x : o(x, x0) < r) označme znakom K množinu {x : Q(X, x0) = 5r}. Vezmime 
teraz K pevné a konstanty k(K), K(K) z 5r podmienky. Označme znakom Kx systém 
všetkých L e K takých, že 

diam L < — n, diam L < k(K), L a K. 

Systém K. pokrývá množinu K v zmysle Vitaliho, sup diam L < oo. Podía jednej 
Le/Ci 

vety A. P. M o r s a ([3] veta 3.10) existuje disjunktná postupnost' množin { K , } ^ , 
K,e Kx, i = 1,2, . . . tak, že 

n oo 

A ^ u J-.-u U ki, 
i = 1 i = n + 1 

pre každé n. Potom platí 
n oo 

tf „[>, K] (K) :£ X /*%) + Z /'(A;) ^ a . 
i = l ř = M + l \^) 

n oo 

^ X A « + *(*) Z (/**,)• 

Pretože n je G-aditívna, platí £ //(Kf) <; /i(K), teda lim £ /i(Kt) = 0. Zo (4) 
i = 1 i = n + l 

vyplývá 

tf„0, A] (A) ^ £ *.(*,.) ̂  /i(A) (5) 
i = l 

a odtial' bezprostředné žiadané tvrdenie. 

Lemma 2. Nech K je systém podmnožin X, 0 e K. Nech //je nezáporná, množinová 
funkcia, //(()) = 0. Nech // spina na K podmienku (P). 

Potom p*(A) = H[//, K](Á) pre 1'ubovol'nú množinu A cz X. 
D ó k a z . Pišme H = H[p, K]. Z definície //* a H vyplývá, že platí p*(A) = H(A) 

pre každé A cz X. Ak //*(A) = co rovnosť O:*(A) = H(A) je zřejmá. Predpok ladajme, 
že //*(A) < oo. Z definície //* vyplývá, že k íubovo lnému 8 > O existuje postupnost' 

00 

množin {K,]r=i, K/ e K, i = 1,2, ..., (J Kt- => A tak. že 

/L*(A) + 8 > X А<(^). (6) 
І = I 
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Podlá podmienky (P) existujú k lubovoínému rj > 0 a k množinám Kt postupnosti 
00 

množin {K?}?=1 tak, že U Kf z> Kt, Kf e K. diam Kfo? pre « = 1, 2 
n = l 

oo 

£ Kl-7) < K*.) + 2~;e. (7) 
n = l 

Vezmime teraz { K " } ^ . Platí |J K" => A, diam K1 < r/, i, n = 1,2 teda 
/, n = 1 

oo oo 

£ £ MK?) ^ » ^ ) = H&, K1 (A). (8) 

Zo vzťahov (6), (7) a (8) vyplývá nerovnost' 

li\A) + e > H„(A) - e, 

pre íubovolné s > 0. Odtial už bezprostředné vyplývá nerovnost' li*(A) = H(A), 
čím je veta dokázaná. 

P o z n á m k a 3. Vo vete 2 nie je nutné obmedziť sa na systém uzavretých gúí. 
Veta 2 platí aj vtedy, ak za K vezmeme TubovoTný systém uzavretých množin po-
krývajúci X v zmysle Vitaliho. Iba v definícii 3 a v dókaze lemmy 1 třeba interpretovat' 
množinu K v zmysle [3] definície 2.7. 

P o z n á m k a 4. Z vety 1 vyplývá uvedená veta E. J. Mickle a T. Rado. 

Do kaz. Z predpokladov spomínanej vety vyplývajú předpoklady vety 1 (K je 
systém uzavretých gul). Odtial podlá lemmy 2 platí H[/i, K](K)= /i*(K) = /*(K), 
pre KeK. Okrem toho H(/i, K](A) = /L (A) pre všetky A c X. Pretože H[/!., K] 
a JU sú cr-konečné Caratheodoryho vonkajšie miery, zhodujú sa na guliach a X je 
separabilný, platí H[/i, K] (B) = /i(B) pre všetky B borelovské. Nech A je teraz 
Tubovolná množina. Vezmime B borelovskú tak, aby B => A, /t(B) = //(A). Potom 
//[Ai, K] (^) = K-4) = KIO = # [^ K l (-9) ^ H[", K] (A). 

Přistupme teraz k opisu inej konštrukcie, vhodnej pre riešenie danej úlohy. Za 
tým účelom uvedieme najprv niektoré definície. 

Deíinícia 4. Nech K je systém podmnožin X, ktorý pokrývá X v zmysle Vitaliho. 
Budeme hovoriť, že množinová funkcia ji spina na K podmienku (V), ak k lubovoínému 
Ke K, k lubovoínému systému L c K podmnožin K, ktorý pokrývá množinu K v zmysle 
Vitaliho a k lubovoínému číslu e > O existuje postupnost' množin {Li}fLí, L,eL, 
/ = 1,2, ..., Lt n Ly = 0 pre i 4= J a 

00 

i = l 

* Speciálně je teda JLI konečná na K. 
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P o z n á m k a 5. Nech K je systém gul, v X, /* borelovská miera, pre ktorú platí 
Vitaliho veta. Potom /L spina na K podmienku (V). 

Dókaz. Nech K je íubovoiná gula, L systém podmožín K, ktorý pokrývá K 
v zmysle Vitaliho, L a K. Podlá Vitaliho vety existuje postupnosť množin {L,},^ i, 

00 

L, n Lj = O pre / =t= J, Lt- e L pre / = 1,2, ... tak že n(K - \J Ld = 0. OdtiaT 
i = \ 

vyplývá 
00 00 

£ tfL/) ^n([j Q = n(K) > fx(K) - 6. 
i = l i = l 

Lemma 3. Nech K je systém uzavřetých gúl v X. Nech \i je nezáporná, o-aditivna, 
o-subaditívna množinová funkcia na K, ji(0) = 0. Ncch \x na K spina 5r podmienku. 

Potom [i spíňa na K podmienku (V). 

Dókaz. Vezmime množinu Ke K pevné a vyberme postupnosť množin {Ki}^=1 

tak, ako v dókaze lemmy 1. Potom Kt n Kj = 0 pre / =# /, K, e K, K£ _ K, pre 
/ = 1,2, .. . Z (5) a zo o--subaditívnosti /i vyplývá 

00 00 

K-0 š H [>, K] (K) <. £ n(Kt) < £ /.(^i) + «• 
i = l i = l 

Definícia 5. V dalšom budeme předpokládá^ ze K je systém otvorených podmnožin 
v X, ktorý obsahuje prázdnu množinu a pokrývá X v zmysle Vitaliho. 

Definícia 6. Ncch n je funkcia definovaná na K (systém K má tu aj všade v dalšom 
vlastnosti požadované definíciou 5). Prc lubovolnú otvorenú množinu U _ X kladieme 

X(U) = sup | £ p(Kt): Kf n Kj = 0 pre i * j , Křc= U, Kf e Kj . 

V následujúcej lemme dokážeme niektoré vlastnosti funkcie X. 

Lemma 4. Ncch // /c množinová funkcia definovaná na K, nezáporná, o-aditívna, 
//.(()) = 0. Ncch /i sp/na na K podmienku (V) fto znamená okrem iného, že \ije konečná 
na K). 

Potom je X nezáporná, monotónna, o-aditívna, o-subaditívna množinová funkcia, 
definovaná na systém všetkých otvorených množin v X. Pre každá Ue K je jn(U) = 
= KU). 

Dókaz. Pretože 0 e K je X(U) = 0. Z toho istého dóvodu a zo cr-aditívnosti // 
vyplývá /i(U) = X(U) pre U e K. Funkcia X je okrem toho zrejme monotónna. 

oo 

Nech {Uk}k=í je postupnosť otvorených množin. Dokážeme, že X(\jUk) — 
/ c = l 

/ oo 

S X KUk). Predpokladajme najprv, že X( \J Uk) < oo. PodTa definície X existuje 
. ="1 k = 1 
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postupnost' množin {A t }^i , At n A; = 0 pre i #= f Á-e K, A,. c= \J U/v, i = 
fc= i 

= 1,2, . . . tak, že 
00 oc 

4 U Uk) - e < Z A.M.)- (9) 
ic = 1 i = 1 

Uvažujme iubovolnú Ař. Vezmime xeAt. Ak xe Ufc, existuje množina U*(x) e K, 
xe Ufc(x) tak, že U*(x) cz Ukn At. Označme znakom Uk(x) systém všetkých A e K 
takých, že x e K c= UK(x). 

Položme 

í.ř= Ů U ^ v ) . (10) 
/c= 1 x e.Ai 

Pretože Lt je systém podmnožin Ař, ktorý pokrývá množinu At v zmysle Vitaliho 
a fi splňa podmienku (V), existuje postupnost' množin (L"] , : ! . . L " e L , . L" c= Ajf 

n = 1,2, . . . , L" n Lř
m = () pre m #= n tak, že 

00 

£ K l . " ) > M ^ i - 2 " ' ' £ . (li) 
n = l 

oo 

Označme znakom ak

t = {n : L" c= ÚJ. Pretože (J a* ZD (1,2, . . . ] , platí 
fc = i 

oo oo 

Z „(/:;)< i z /.(Li). (i2) 
n = 1 / c = 1 neaki 

Z nerovností (9) až (12) vyplývá 

oo oo oo 

K U uk) - £ á Z I Z tfL.) + « = 
fc= 1 i = 1 / c= 1 n e a k , 

OC) OC 

= I H /iW) + eg 
& = 1 i = 1 n e a'", 

oo 

< Z A(t/t) + e (13) 

a odtiaf 

\({J Uk)< Z А(l/Д (14) 

Ak X( | J U^) = oo, potom k lubovoinéinu číslu N existuje postupnost' ( A , ] , ^ . 
-ì 

A, n Aj = O pre i =j= f A(. c= (J Ufc, A. e K pre i = 1,2, . . . tak, že 
i = 1 

co 

JV < Z M^/). (9') 
i = l 

Zvolme opat* systém Lt podlá (10), postupnost' (Lt}i*Li ako v predchádzajúcom 
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případe. Potom platí tiež (11) a (12) (a1) má ten istý význam čo predtým). Keby 

X X(Uk) < oc, vyplývalo by z (9'), (11) a (12) 
i = i 

00 

N = £ / ( t l j + e (13') 
k=í 

00 

pre každé N, čo je v spore s predpokladom. Preto £ A(Ut) = oo, čiže nerovnost'(14) 
oo i = 1 

platí aj v tom případe, že l( \J Uk) = oo. 
Í = I 

Zostáva nám ešte dokázať cr-aditívnosť X. Nech U, V sú íubovoíné disjunktně 
otvorené množiny. Vezmime postupnosti množin z K{U/}1:11, resp. { V J ^ i tak, že 
U. n Uy = V. n V. = O pre i #= f U, c U, Vf cz V pre i = 1,2, . . . 

00 OO 

A( 17) - 6 < £ Míli). A ( V ) - e < V > ( ^ ) -
i = 1 i = 1 

Odtiaí 
00 TO 

A(U) + /(V) - 2e < £ MtlO + I l<Vd = W ^ *'), 
i = 1 i = 1 

teda /(U) -f- k(V) = / (U u V). 

Indukciou dokážeme, že X je konečné aditívna. Nech konečné {UJi^i je 1'ubovoiná 
disjunktná postupnost' otvorených množin. Z konečnej aditívnosti a monotónnosti A 
vyplývá 

oo n n 

i = l Í = l i = l 

oo oo 

pre každé n. Teda X( (J Uf) = £ ^(Ut) a dókaz je ukončený, 
i = 1 i ="i 

Defínícia 7. Nďch D.je množinová funkcia definovaná na K, / rozšírenie p na všetky 
otvorené množiny definované v definícii 6. Nech A c X je lubovoíná množina. Potom 
k l adie tne 

p(A) = inf {/1(U) : A c U, U otvorená). 

Lanko možno dokázať nasledujúcu lemmu opisujúcu niektoré vlastnosti p. 

Lemma 5. Nech p je množinová funkcia definovaná na K, splňujúca předpoklady 
lemmy 4. Potom množinová funkcia p definovaná v definícii 1 je vonkajšia miera defino­
vaná na všetkých podmnožinách X. Pre íubovolnú o tvořenu množinu U a X je p(U) = 
= /(U). 

Veta 3. Nech p je množinoyá funkcia definovaná na K (K spina předpoklady definície 
5). Nech p je na K nezáporná, o-aditívna, p(0) = O a nech spina na K podmienku (V). 

Potom vonkajšia miera p (definovaná v definícii 7) indukuje na borelovských množi­
nách X borelovskú regulárnu mieru (označme ju tým istým znakom); p(K) = p(K) 
pre KeK. 
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Do kaz. Stačí nám ukázat', že p je Caratheodoryho vonkajšia miera. Nech sú A, 
B fubovolné podmnožiny X, Q(A, B) > 0. Vezmime U, V otvorené tak, aby A cz U. 
B cz V, U n V = (). Podlá definície D. existuje k fubovolnému 8 > 0 otvorená mno­
žina W ZD A u B tak, že 

jú(A u B) + e > 2(JV) = zl((U u W)n(Vn W)) = 
= /I(U n W) + x(Vn W) = ^(A) + p(B). 

Následujúca veta nám dává čiastočnú odpověď na otázku, ako súvisia rózne 
rozšírenia definované v tomto článku. 

Veta 4. Nech Kje systém otvorených gúí v X. Nech X je separabilný metrický priestor. 
Nech p je nezáporná, a-aditívna, a-subaditívna množinová funkcia definovaná na K, 
taká, že p(0) = 0. Nech p spina na K podmienky (P) a (V). 

Potom pre hibovolnú množinu A cz X platí 

fi*{A) = H[n,K]{A) = Ji{A). 

Do kaz. V lemme 2 bolo dokázané, že pri daných predpokladoch platí p*(A) = 
= H[p, K] (A) pre lubovoinú množinu A cz X. Ukážeme teraz, že p*(A) = p(A). 

Pretože p* a p indukujú miery na borelovských množinách, ktoré se zhodujú 
na guliach, a X je separabilný, platí rovnost' p*(B) = p(B) pre B borelovské, speciálně 
teda pre B otvorené. Nech A cz Xje lubovoiná množina. Podlá definície p*(A) = 

OC 00 00 oo 00 

= inf { £ n{Bd .{jB^A, B, e K}. Ale £ /<(£;) = £ /.(*,) š M U B,) ^ 
_ i = 1 i = 1 _ _ í = 1 i = 1 _ i = 1 

= p(A), teda p*(A) = p(A). Ak p(A) = oo platí rovnosť p*(A) = p(A). Predpo-
kladajme, že p(A) < oo. Podía definície p existuje U otvorená tak, že U =? A a 

p(A) + s > Á(U) = p(U) = p*(U) = p*(A) 

pre každé c > 0, teda jti(A) = /**(A). Opačnú nerovnost' sme dokázali o niekolko 
riadkov vyššie. 
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З А М Е Т К А К К О Н С Т Р У К Ц И И М Е Р Ы 

Белослав Р и е ч а н 

Выводы 

Пусть К класс подмножеств некоторого пространствами /л действительная множественная 

функция на К. Мы будем говорить, что /« счетно-аддитивная на К, если для любой последо­

вательности множеств {К^-1, К1 пК• ----- 0 для 1 ф / и ^ е К для 1 = 1 ,2 , . . . и для любого 
00 

А 6 К такого, что К}аК, / 1 ,2 . . . . выполняется неравенство /и(К) ^ 2 МК(). 
1 = 1 

Мы будем говорить, что // счетно полуаддитивная, если для любой последовательности 
оо 

{-̂ ,-|Г=1 множеств из К и любово КЕК такого, что К а: \Л К19 выполняется неравенство 
00 1 = 1 

//(А')- 2 //(К;). 
1 = 1 

Пусть теперь X является метрическим пространством. Мы скажем что /и выполняет условие 

(Р) на К если для всякого КеК такого, что /«(ЯЭ<оо и всякого положительного числае су-
00 

шествует последовательность множеств {А -̂}?=1 такая, что К}К^К, сИат К1 < /\ К-ь е К, 
1 = 1 

/' 1,2 и 

1 = 1 

Пусть К является покрытием пространства X в смысле Витали. Мы скажем, что /г вы­

полняет условие (V) на К, если справедливо следующее: Пусть К любое множество принадле­

жащее К, е > 0 любое число и /.с: К какой-нибудь класс подмножеств множества К покры­

вающий К в смысле Витали. Тогда существует последовательность множеств {АГ,-}̂ -1 такая, 

что К{ е ^ для / = 1,2,. . . , К{ п К^ = 0 для / Ф у и 

00 

» = 1 

В настоящей заметке строятся меры на борелевских множествах являющиеся продолже­

нием какой-нибудь множественной функции заданной на классе всех сфер в X. Эти меры 

описаны в следующих теоремах. 

Теорема 1. Пусть К класс подмножеств метрического пространства X содержащий пустое 

множество 0 и покрывающий X в смысле Витали. Пусть /л неотрицательная, счетно-полуад-

дитивная, множественная функция, выполняющая условие (I*) на К. Пусть /«(0) = 0. 

Для любого множества А с ! положим 

ц'(А) = Ы{^1л(А1):А^()А1, А{еК, / = 1,2,...}. 
1 = 1 1 = 1 

Тогда /** является внешней мерой, все борелевские множества /л*-измеримые и ц*(К) =]а(К) 

для всех КЕК. 

Теорема 3. Пусть К некоторый класс открытых подмножеств метрического пространства X, 

содержающий пустое множество и покрывающий X в смысле Витали. Пусть /л действитель­

ная, счетно-аддитивная, неотрицательная множественная функция выполняющая на К условие 

(V). Пусть //(0) 0. 
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Мы определим для ^ открытого 

00 

л(Щ = з и р { ^ > ( Х ; ) : К(п К} = О, А , е К , К с С/, / = 1,2, ...} 
; = 1 

и для произвольного А а X 

ц(А) = 1пГ{Я(с7) : /1с (У, (/открытое}. 

Тогда // является внешней мерой, все бореловские множества // — измеримые и //(/О 

/г(/С) для К е К. 

Дальше мы приводим некоторые следствия теоремы 1, а именно теорему 2 и одну теорему 
Э. Й. Миклэ и Т. Радо (см. [2], 15). В теореме 2 использовано для конструкции меры расши­
рение Хаусдорфа 5 м (см. [2], 14) множественной функции //. Наконец мы приводим некоторые 
достаточные условия для согласования функций //*, 5*1, /г (лемма 2, теорема 4). 

A NOTE ON THE CONSTRUCTION OF MEASURE 

Beloslav R i e c a n 

S u m m a r y 

Let K be a non empty family of sets in some space X. Let ft be a real-valued set-function on K. 
oo 

We shall say that // is rr-aditive on K if the inequality 2 MK;) = 1* IO holds for any sequence 
i = 1 

{KJfL i of pairwise disjoint sets in K and any set K e K such that K, cz K for i = 1,2, ... We shall 
00 

say that // is o-subaditive on K if the inequality 2 //(Kt) ^ /<(K) holds for any sequence {K^fL { 

oo i = 1 

of sets in K and any K e K such that U Kt ZD K 
i = l 

Let I b e a metric space now. We shall say that /i satisfies the (P) condition on K, if for every 
number H > 0 and every set KG K such that /u(K) < oo there exists a sequence IK,-)?0--1 °f s e t s ' n K 

00 00 

such that U Kt ZD K, diam Kf < f for i •= 1,2,... and 2 //(K,) < //(K) 4- f . 
i = l i = l 

Furthermore let K covers a space A^in the Vitali sens. We shall say that// satisfies the (V) condition 

on K if the following proposition holds: Let K be any set in K, ft be any positive number and L cz K 

be any family of sets covering K in the Vitali sens such that L cz K for every L e L. Then there exists 

a sequence {K,-}f= i of pairwise disjoint sets such that Kt e L for i = 1,2, ... and £ //(K,) - //(K) —!-. 
i= 1 

In this paper some measures on the family of Borel sets are constructed by extension set functions 
defined for all the open spheres in any metric space. Constructions of these measures are writen in the 
following theorems. 

Theorem 1. Let K be a family of sets in a metric space X, which inculds the empty set 0. Let // be 
a non-negative, o-subaditive set-function which satisfies the (P) condition on K. Let //(O) 0. For 
any A cz X we define 

00 GO 

li*(A) = inf {]>>(-4) :A c U A , AteK, i = 1,2, . . . } . 
/ = i j = i 
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Then //* is an outer measure for which all the Borel sets arejn* -measurable and//(K) - //*(K) 
i\n KEK. 

Theorem 3. Let K be a family of some open sets in a metric space X which inculds 0 and covers X 
in the Vitali sens. Let // be real valued, non-negative, o-aditive set-function on K which satisfies 
the (V) condition on K- Let //(0) = 0. We define for any U open 

00 

A(U) = s u p { ] [>( .£, • ) : K,n Kj = 0, K, e K, Kt a L\ i = 1, 2, ...}. 
i = i 

Further, for any set A c l w e define 

JL{A) = inf {A(U) :ACZU\ U open}. 

Then // is an outer measure such that all the Borel sets are/^-measurable and//(K) = fi(K) for KG K. 
Some corollaries of the theorem 1 are given. A theorem of E. J. Mickle and T. Rado (see [2], 15) 

and the theorem 2 of this paper are shown to be such corrollaries. In the theorem 2 the Hausdorff 
extension SM (see [2l, 14) of a set-function fi on K is used for a construction of measure (K is the family 
of all the open spheres in X). Finally some sufficient conditions are given for equality of set-functions 
//*, SM, // (lemma 2, theorem 4). 
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