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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 11, 2, 1961

O STRUKTURE FUNKCI VICE PROMENNYCH
NA KONECNYCH MNOZINACH

OLDRICH KOWALSKI, Brno

Uvod

Ke vzniku této prace prispély dva hlavni podnéty. Jednim z nich byl ¢lanck
V. 1. Arnolda uvetejnény ve 3. Cisle sborniku Matématiceskoje prosvjescenije s na-
zvem O vyjddieni funkci nékolika proménnych ve tvaru superpozice funkci mensiho
poctu proménnych. Clanek informuje popularné o komplexu otazek z teorie funkei.
které souvisi s tzv. 3. Hilbertovym problémem. V této problematice dosahli velkych
Uspéch mladi sovétsti matematici pod vedenim akademika Kolmogorova. V ¢lanku
je také nacrtnut dikaz jednoho ze stéZejnich vysledki: Bylo dokazano. ze kaZlu
spojita funkce k redlnych proménnych definovand na kompakinizi intervalu, se dd
vyjddrit ve tvaru superpozice konecného poctu spojitych funkci jedné promenné a funkce
flu,v) = u + v.

Druhy podnét ke své praci jsem nalezl v knize R. Péteroveé Rekurzivai funkce. Jdce
o nasledujici vysledek: ,,VSechny vicemistné primitivné rekurzival funkce Ize sesirojit
o jednomistnych primitivné rekurzivnich funkci a jediné dvoumistné funkce a -+ n
pouze pomoci substituci**. (Viz rusky pieklad knihy, vyd. Moskva 1954, str. 81.)

Zaujala mé tato formalni podobnost dvou vysledki zcela odlisné matematicke
povahy, z nichz jeden se tyka jistych funkci na Ciselném kontinuu a druhy jistych
funkci definovanych na mnoziné celych nezapornych ¢isel. Snazil jsem se nalézt
formalni analogii ve struktufe funkci nékolika proménnych na kone¢nych mnozinach.
Takova analogie byla také snadno nalezena a je nejlépe vyjadiena ve veéte 2 této
prace.

1. Uvazujme mnozinu R o n + 1 prvcich, kdc n je pfirozené ¢islo. V dalsim busie
Géelné predpokladat, ze prvky mnoZiny R jsou Cisla 0, I, .... n. Znaku +, X budenic
uzivat vyhradné pro vyjadieni operace sCitani podle modulu n + | na mnozin¢ R.
Funkcemi k& proménnych na mnoziné R budeme v dal$im nazyvat zobrazeni kartézské
mocniny R* do mnoZiny R. V na$i praci se zabyvame moznosti vyjadieni funkci &
proménnych na mnoZin€ R ve tvaru superpozice funkci mensiho po¢tu proménnych.
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2. Nejobecngjsim vysledkem v této préci je nasledujici véta:

Véta 1. Kazidd funkce k proménnych na mnozZiné R (k = 2) se dd vyjddrit ve tvaru
superpozice funkci jedné proménné a funkci dvou proménnych na R a konstant.

Dikaz. Definujme n + 1 funkci jedné proménné (0, x), o(1, x), ..., d(n, x)
vztahy: o(i, x) = | prox =i X, i=0,1,....n
(i, x) =0 pro x = i.

Dale definujme pro libovolné ptirozené ¢islo r funkci
gy, Uy, eea ity ;) 1+ | proménnych vztahy:

gluy, Uyy o Uy ) = Uy y, Jsou-liwg uy, oo Uy £ 0,

g u; Uy, ..., u.,) = 0, je-li aspoii jedno u; rovno 0.

Potom pro libovolnou funkei f{x,, x,, ..., x;) na mnoziné R plati vztah

n n n
(h S g, X)) = z Z Z Oy, xp)5 ooy Ok, xi), fliys s i)
(1=01i=0 iKk=0
O platnosti formule (1) se miZeme presvédcCit primym dosazenim libovolné, ale
pevné A-tice hodnot (#,, r,, ..., r;) Z mnoZiny R za proménné x,, x,, ..., X,.
Dale zfejmé piati

G, uys oot y) = Qoo (Ge(ug, ), uyy ooy Uy ) = .o

o= glgi(@ g Uy uy), ), wy), tyqls

funkce gy(uy, 5. ..., 4, o) k + | proménnych je tedy (k — 1)-nasobnou superpozici
funkce g,(u, v) dvou proménnych. Pravou stranu formule (1) pak miZeme povazovat
za mnohonascbnou superpozici funkci 3(0, x), 5(1, x), ..., o(n, x), g,{(u, v), o(u, v) =
=1 + v(mod n + 1)akonstant. Tim je dikaz proveden.

3. Z dokazané formule (1) snadnc plyne znama véta o moZnosti vyjadieni viech
booleovskych funkci nad dvouprvkoveu Boolcovou algebrou v tzv. uplné normalni
spojové formé. (V dalsim uzijeme obvyklého oznacovani svazovych operaci.)

Polozme k tomu tcelu n = | a povaZzujeme mnozinu Ry = {0, 1} za dvouprvkovou
Booleovu algebru. Snadno se vidi, Ze pro funkce (0, x), o(1, x) definované na mno-
zin¢ R, plad

li

o(l, x)
30, x)

X pro x € Ry,
(2) .
X pro x € Ry (operace doplitku).

Il

Dale pro libovolné prirozené Cisio r zieyme plati
oty Uyy iUy = U O Uy O U

Poviimneme si kone¢né, ze pro kazdou A-tici hodnot (r(, ry, ..., 1) z R, nabyva
nejvys jeden ¢fitance na pravé strané formule (1) nenulové hodnoty. Sumacni zna-
ménko ve formuli (1) 1ze tedy nahradit znaménkem operace spojeni. Z téchto po-
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znamek plyne, Ze vzorec (1) vyjadiuje booleovskou funkci f(x,, x,, ..., x,) v Gplné
normalni spojové formé.

4. Vratme se zpét k pfipadu obecného n.

Véta 2. Kazdd funkce k proménnych na mnoZiné R o n + 1 prvcich, kde n = 2,
dad se vyjadrit ve tvaru superpozice pevnych tFi funkci jedné proménné a funkce o(x, y) =
=Xx+ y(modn + 1).

Dukaz. Zavedme dalsi funkce jedné proménné a(x), s(x) vztahy:

ox)=1+...+(x—Dprox=1,..,n00)=1+ ... + n),
s(x) =n+1—x= —x(modn + 1).

V odstavci 2 jsme vyjadrili kazdou funkci f(x,, x,, ..., x;) kK proménnych na mnoziné R
ve tvaru superpozice funkci 6(0, x), o(1, x), ..., d(n, x),.g,(u, v), o(u, v) a konstant.
Véta bude dokazana, podafi-li se nam vyjadfit funkce o(l, x), ..., o(n, x), g,(u, v)
a vSechny konstanty z R ve tvaru superpozice tfi zakladnich funkci d(x) = (0, x),
s(x), a(x), jedné proménné a funkce o(u, v).

MozZnost takového vyjadieni pro funkce J(1, x), ..., d(n, x) a konstanty plyne
ihned z nasledujiciho systému vztaht:

x = s[s(x)],

0 = o(x, s(x)),
3) 1 = 6(0),

2 =o(l, 1),

n = Q(n - lv ])1
(i, x) = ofo(x, s(i))] proi=1,2,...n.

Jen o malo slozit&ji Ize vyjadrit funkci g,(u, v); v tomto pfipadé se ukazuje podstatnou
podminka n = 2:
4) g1, v) = afv + a(v) + a(dw))] + s[a(v + o(v))] +

+ 8[8(u) + 3(v)] + s[o(6(u))].
Predng, pfihlédneme-li k prvému ze vztahd (3), vidime, Ze vyjadieni (4) ma pozado-
vany tvar. K samotnému diikkazu pak ozna¢me A(u, v) pravou stranu formule (4).

Plati
h(0, v) = S[5(v) + 5(0)] + s[6(3(0))] = d[3(v) + 1] + s[3(DH] = 0,

prou+0 hu,0) =06Q) + slc(1)] + (1) +s[6(0)]=1-0+0—-1=0
a pro u + 0, v & 0 dostavame

h(u, v) = a(v + 1) + s[o(v)] + 6(0) + s[6(0)] = v.
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Odtud plyne g;(u, v) = h(u, v) podle definice funkce g, a formule (4) je dokdzana.
Tim je soucasné dokazina véta 2.

5. Véta 2 se neda rozsitit pro pfipad n = 1. Podrobné je tento fakt vyjadfen
nasledujici vétou:

Véta 3. Na mnoZiné R, = {0, 1} existuji funkce libovolného poctu (nejméné ovsem
dvou) proménnych, které se nedaji vyjadrit ve tvaru superpozice funkci jedné proménné
a funkce o(u, v) = u + v (mod 2).

Véta je dasledkem nésleéujiciho lemmatu:

Lemma. Pro kaZdé prirozené ¢islo k existuje na mnoZiné Ry, = {0, 1} presné 2+!
Sfunkci k proménnych, které jsou superpozicemi funkci jedné proménné a funkce d(u, v) =
= u + v (mod 2). Vsechny tyto funkce jsou tvaru

(&) Jxy, Xgy ooy X)) = €4X1 + 63X, + oo + EX + & . 1,
kde e, proi = 0,1, ..., k nabyvd hodnoty 0 nebo 1.

Diikaz. Na mnoZiné R jsou definovany pravé &tyti funkce jedné proménné, a to
funkce 0, I, x, x + I, které jsou vesmé&s tvaru (5). Pfedpokladejme, Ze také vSechny
funkce, které jsou nejvySe r-nasobnymi superpozicemi téchto funkei a funkce o(u, v).
jsou tvaru (5). Necht funkce f(x,, x,, ..., x;) kK proménnych se da vyjadfit ve tvaru
nejvySe (r + 1)-ndsobné superpozice funkci 0, 1, x, x + 1, o(u, v). Potom budto
existuji dveé funkce g, h takové, Ze f(xy, x5, ..., x) = g(x;, X, ..., X ) + h(x; .
Xj,s ... ;) a funkee g, /i jsou nejvySe r-nasobnymi superpozicemi zakladnich funkei.
jsou tedy podle predpokladu tvaru (5). Nebo existuje jedina funkce g tvaru (5)
takova, 7e

Sx,xa, o, x) = g(x;,, Xy, . X)) F el

Im

kde e mGze mit hodnotu 0 nebo 1. Odtud snadno plyne, Ze také funkce f(x,, x5, ..., x})
je tvaru (5). Tim je lemma dokazano tplnou indukci.

Jak je znamo, viech booleovskych funkci k promé&nnych na mnoZing R, je pravé 2%°.
Ponévadz viak pro k = 2 je 22“ > 2", existuji nutn& booleovské funkce k pro-
ménnych, které se nedaji vyjadrit ve tvaru (4). Tim je dokazana véta 3.

Dodatek. V dobé, kdy tato prace byla jiZ v tisku, byl jsem upozornén na praci
Jablonského [1], ktera se zabyva podobnou problematikou, totiz konstruktivni teorii
funkci k-hodnotové logiky. V tomto odstavci bych chtél srovnat nékteré pojmy
a vysledky prace [1] s vysledky pfedchozich odstavci.

Funkci k-hodnotové logiky se u Jablonského nazyva funkce libovolného poctu
proménnych, jejiz argumenty jsou definovdny na mnoziné E* = {0, 1, ...,k — 1}
a oborem hodnot je tdZ mnoZina. MnozZinu vSech funkci k-hodnotové logiky pro
dané k oznaduje autor P*. Systém funkci z P* se nazyva funkciondlné viplny v P*,
jestlize kazda funkce z P* se da vyjad¥it ve tvaru superpozice funkci tohoto systému.

Pojem superpozice u Jablonského se pfi tom ponekud lisi od téhoZ pojmu v nasi
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praci: Pii postupném konstruovani novych funkci ze zakladniho systému 1ze v nasem
pojeti za proménné nékteré konstruktivné urcené funkce dosazovat zasadné jen
dalsi, rovnéZ konstruktivné urcené funkce; v pojeti Jablonského je mozno za pro-
ménné¢ kromé funkci dosazovat také libovolné nové proménné. Superpozice funkci
v nasem pojeti je tedy i superpozici podle Jablonského.

V [1] se ptfedné uvadi na str. 62 véta:

Systém funkci 0,1, ..., k — 1, max (x, y), min (x, ), j(x) (0 £ i < k — D). kde

) = {l\' — 1 prox= 1
0 pro x = i,
Jje funkciondlné iiplny v P*.

Pfitom vyjadieni kazdé funkce z F* je dano formalnim vyrazem, ktery je zobecng-
nim uplné spojové norméini formy. Tim je dana analogie s nasim vzorcem (1)
z odst. 2.

V dal§im se autor snaZi sniZit pocet zdkladnich funkci hotejsiho systému a dochazi
k vysledku, Ze jedind funkce max (x,y) + | tvoFi jiZ funkciondlné uplny systém v P*
(str. 63).

UZijeme-li nové terminologie, dokazali jsme ve vété 2 naSi prace, ze systém funkci
3(x), a(x), s(x), o(x, y) je funkciondlné ipiny v P"** pFin > 2. To, Ze nas uplny systém
obsahuje vétsi pocet funkci, je ovSem zpilisobeno specialnimi vlastnostmi funkce
o(x, p).
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O CTPYKTYPE ¢ VHKIIUWN HECKCJILKUX ITEPEMEHHbIX
HA KOHEYHbBIX MHGOXECTBAX

Onnpxux Kosanckn

Pesrome

B Hactosieit pabore M3ydaeTcs CTPYKTypa GyHKUME, OTOOpaXaroWwmrX NpsAMoe MpOU3BCACHHE
R¥ k sk3eMIspoB KOHe4HOTro MHOxecTBa R = {0,1,..., n} B MHOxecTBO R. ®yHKkumu sTOre pona
MBI 3/1eCh Ha3biBaeM (QYHKUMSAMH kK repeMeHHbIX Ha MHoxecTse R.

ITpexne Bcerc npuBonutcst popmyia (1), koTopas Beipaxaer J00y0 GyHKLHiO kA NEPEMEHHDIX,
3aZ2HHYIO HA MHOXeECTBE R B BUIE-CYNepno3uuuH (GyHKUMEA ABYX NEpEMEHHLIX, QyHKUHME OnHOM
NepeMEHHOR K NOCTOAHHBIX W3 R (nMyHKT 2).

Ionaras B Hawe# gopmyne n = 1, 1. e. R = {0,1}, Mbl OJTy4UM JIErKO TEOPEMY O BOIMOKHOCT
NpeAcTaBieHus Bcex ByneBbix (QYHKUHMEA, 3anaHHbIX Ha BysieBoi anrebpe ¢ AByMst 371€MEHTAMM
B T. Ha3. COBEPILIEHHOH NU3BIOHKTMBHOW HOpManbHOU dopme (myHKT 3).
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Ecnu, oaHako, MHOXECTBO R wMeeT GoJsiee YeM /B2 3JIEMEHTA, TO MBI MPUIAEM HA OCHOBe OoJice
NETAJILHOTO AHANN3A UCXOMAHOU (OPMYIbl K 3aKIHOUEHHUIO, YTO KXKAYIO GYHKLMIO K TIEPEMCHHbIX
HA MHOXKCCTBE R MOXHO BbIPA3HUTh B BUAE CYNEPNO3ULUMUA TPEX CTAHAAPTHLIX QyHKUMHA I(x), 6(x).
$(X) 0nHOM NepeMeHHOR U eOQUHCTBEHHOM GyHKUMH o(u, v) = u + v (Moa # -+ 1) IBYX NepeMeHHbIX
(NyHKT 4).

C Jipyroit CTOPOHBI MOKA3bIBAETCS, YTO Ha MHOXKeECTBE Ry = {0, l} MMEIOTCS GYHKLIMH HECKOJIBKUX
NCPCMCHHBIX, KOTCPbIC HEJb3sl BbIPA3UTh B BHUIC CyNeprno3vunu GYHKUME OAHOHW MEepeMEeHHOMH
u Gyukuun « - v (Moa 2) (nyHKT 5).

B konue paboTbl yKa3zaHbl HEKOTOPbIE CBS3bi ¢ paboToi S6aoHckoro [1].

UBER DIE STRUKTUR DER FUNKTIONEN VON MEHREREN
VERANDERLICHEN AUF DEN ENDLICHEN MENGEN

Oldfich Kowalski

Zusammenfassung

In dieser Arbeit studiert man die Struktur der Funktionen, die die k-fache kartesische Potenz
RK der endlichem Menge R - {0, 1,...,n} in die Menge R abbilden. Die Funktionen von dieser
Art werden als Funktionen von k& Verdnderlichen auf der Menge R genannt. Vor allem wird eine
Formel eingefiihrt, die eine beliebige Funktion von k Verdnderlichen auf R in der Form einer Super-
position der Funktionen von zwei Verdnderlichen, der Funktionen von einer Verdnderlichen und
Konstanten aus R ausdriickt (siehe (1), Absatz 2).

Setzen wir in unserer Formel » — 1, also R = {0, 1}, so bekommen wir leicht den Satz tber
dic Darstellung aller Booleschen Funktionen iiber einer aus zwei Elementen bestehenden Booleschen
Algebra in der sogenannten normalen Vereinigungsform (Absatz 3).

Besitzt die Menge R dagegen mehr als zwei Elemente, so kann man durch ausfiihrlichere Analyse
der Ausgangsformel zeigen, daB jede Funktion von & Veridnderlichen auf der Menge R = {0, 1,...,n}
als eine Superposition der drei festen Funktionen von einer Verdnderlichen d(x), o(x), s(x) und
der cinzigen Funktion von zwei Verdnderlichen o(u, v) ~ u + v(mod n + 1) ausgedriickt werden
kann (Absatz 4).

Es 1dBt sich dagegen die Existenz der Funktionen auf der Menge R; = {0, 1)} beweisen, die
nicht als Superposition der Funktionen einer Verdnderlichen und der Funktion « + v(mod 2)
ausgedriickt werden kdnnen (Absatz 5).

Im Schluf3 sind einige Zusammenhédnge mit den Resultaten von Jablonskij [1] gezeigt.
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