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~ MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 2, 1961

VPLYV NEPRUZNEHO VNUTORNEHO ODPORU
NA RYCHLOST POSTUPU OHYBOVYCH VLN
V PRUZNYCH TYCIACH

IVAN NATER, SONA HORVATHOVA, DRAHOMILA NETSCHOVA, Bratislava

Uvod

Je zname, Ze rychlost postupu ohybovych vin v pruZnych ty&iach nezavisi len od
fyzikalnych vlastnosti materialu ty&i, prip. od ich rozmerov, ale aj od vinovej dizky
tychto vin. Teoretické vysledky, ktoré to potvrdzuju, moZno ziskaf z elementarnej
teorie ohybovych kmitov i z tedrii presnejSich, ktoré berti do tivahy zotrvacnost
rota¢ného pohybu jednotlivych elementov kmitajtcej tyCe, prip. deformaciu v Smyku,
ktora sa pri takychto kmitoch tieZ uplatiuje [1]. Vo svojej praci vySetrujeme, aky
vplyv ma nepruzny vnatorny odpor na rychlost postupu ohybovych vin v ty&ach.

Oznacenie pre jednotlivé fyzikalne veli¢iny pouZivame v celom ¢lanku v tomto
vyzname:

A — amplituda kmitov,

b — koeficient utlmu,
¢ — rychlost postupu ohybovych kmitov (vin),

FE — modul pruZnosti v tahu,

y=2r

F — prie¢na sila G¢inkujica v priereze tyce,

G — modul pruZnosti v Smyku,

I — plosny moment zotrvacnosti kolmého prieCneho rezu tyce vzhladom na os,
ktora prechadza taZiskom prierezu a je kolma na rovinu kmitov,

— imaginarna jednotka,

1
A:f?’

M — moment ohybovej dvojice sil ucinkujicej v kolmom prienom priereze,

-~
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r — polomer kruhového prierezu tyce,
s — $pecificka hmota materialu tyce,
S — plosny obsah kolmého priecneho rezu tyce,
t — Cas,
x — pravouhla suradnica merana na rovnovaznej polohe pozdiznej osi tyée,
v — vychylka jednotlivych bodov pozdiznej osi ty€e, merana v rovine kmitov
kolmo od jej rovnovaznej polohy,
y — relativne posunutic pri deformacii v Smyku,
& — relativne prediZenie pri deformacii v tahu.
A — vinova dizka,
u — konstanta, ktora zavisi od tvaru prieéneho kolmého rezu tyce,
o — normalové napitie,
T — tangencialne napitie,
Y — koeficient vntitorného pohlcovania energie (rozptylu),
2r
w

kruhové frekvencia kmitov, w = - c.

1. RieSenie wlohy bez vnatorného odporu

a) V najjednoduchsej teérii ohybovych kmitov ty¢i neuvazujeme zotrvacnost rotac-
ného pohybu jednotlivych elementov tyce, ani deformaciu v Smyku, ku ktorej pri tomto
druhu kmitov dochadza [1], [5]. V tomto pripade vychadzame z diferencialnej
rovnice

A = 0. (H

Ak predpokladame, Ze sa v tydci Siria sinusové ohybové viny, vtedy
y = Acos (ot — fx), (2)
ricom o = 2n ¢, f= 2r
p = 6)=—7
Po dosadeni funkcie (2) do rovnice (1) dostaneme podmieneénu rovnicu

2negk
= Tk 3
c 7 (3)
ktora vyjadruje zavislost rychlosti ohybovych vin od ich vinovej dizky.

b) V presnejsej teorii, ktoru vypracoval Rayleigh [2], uvaZujeme aj zotrvaénost
rotacného pohybu elementov tyCe a prislusna diferencialna rovnica ma v tomto
pripade tvar
?4%) N 6Zy B kz a4y

4 or? ox2or?

cik?
ox

)

132



Ak zas predpokladdme rieSenie v tvare (2), pre zavislost rychlosti ¢ od vinovej

dizky 1 dostavame vyjadrenie
1

27 2
c=c [1 + <—§7%(—> :I . (%)

¢) Ked popri Rayleighovej korekcii vezmeme do tivahy este skutoénost, Ze sa pri
ohybovych kmitoch uplatiiuje aj deformécia v Smyku, dostaneme diferencialnu
rovnicu

~4 2 4 2 2 4,
cok? < i oy - k(1 E'> azyz kz = a_i‘ =0, (6)
: 0x“0t ¢ MG ot

ot T o
ktoru odvodil Timoshenko [5]. KonS§tanta u, ktorej hodnota zavisi od tvaru kolmého
pricéneho rezu tyCe, suvisi s tym, Ze priemerné Smykové napétie v celom prie¢nom
reze tyCe je iné ako Smykové napitie v faZisku tohto rezu. Pre kruhovy prierez
uvadza Timoshenko [6] hodnotu 3/4, Kolsky [1] 9/10.

Z rovnice {(6) odvodzuje Timoshenko [5] zavislost kruhovej frekvencie w od vinovej

dizky 4 a uvadza tento priblizny vysledok

-G

Porovnavajic tento vysledok s podobnymi vztahmi, ziskanymi z rovnic (1) a (4).
dochadza k zaveru, Ze oprava, ktort pre tento vztah poskytuje rovnica (6) voci
rovnici (1), je Styrikrat vdcsia ako oprava, ktortt veci rovnici (1) dava rovnica (4).
Vysledok (7) a uvedené zavery su vSak nespravne. Pri odvodzovani vysledku (7)
dopustil sa totiz Timoshenko zasadnej chyby v tom, Ze rozvinul do Taylorovho radu
istt funkciu a zanedbal ¢leny s vy$8imi mocninami, pricom vSak uvaZovany rad vobec
nekonverguje. Vo svojich neskorSich pracach (r. 1922) uviedol Timoshenko presné
rieSenie rovnice (6). Pre vySetrenie zavislosti rychlosti ¢ od vinovej dizky 4 nepouZijeme
vztah (7), ale odvodime presnt zavislost priamo z rovnice (6).

Predpokladajme rieSenie rovnice (6) v tvare (2). Po dosadeni prislusnych derivacii
do rovnice (6) dostaneme podmienku

2
Ak — o [ 1+ K21+ E N 1‘-; Eooo
nG co MG

. . 2 .2 . . .
Ak do tejto rovnice dosadime w = -{— caf = TTE, dostavame pre ¢ bikvadraticku
rovnicu
k*E

/ 2 2/ 2
N s |y + 2k (1 + ENe + 3 2mk N 0,
& uG \ i A s uG A
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ktora ma dve realne kladné rieSenia

! B N 2k E> Minkﬁzi E\V? /2nk\*E
I G [ EN IR R G RGO

\/E 2rtk 2__E
1) uG

Diskriminant
2nk E 2 2nk\* E
1 el 425y =
(5 ()] () e

je totiz vZdy kladny, o ¢om sa Tahko mdZeme presved@if, ak uvaZzime, Ze (pozri

napr. [7]) )
2G < E < 3G a u <.

Poslednu zavislost ¢ od A moZno upravit na prehladnejsi tvar

A EOIN e e

Ziskany vysledok by poukazoval na to, Ze v tyCiach s mozné dva druhy ohybovych
vin, postupujice rozliénymi rychlostami (pre tu istu vinova dizku). Z vysledkov.
ktoré rozlicni autori [8, 9, 10, 11] ziskali rieSenim vSeobecnych rovnic pruZnosti,
viak vyplyva, ¥e rychlost ohybovych vin je jednoznaénou funkciou vinovej dizky.
Porovnanim s vysledkami tejto presnej tedrie sme zistili, Ze z oboch nasich korenov
fyzikalnej skutoénosti odpoveda ten, ktory ma pred vnutornou druhou odmocninou
zaporné znamienko, teda

e [ G e

(8)

Pre kruhovy prierez tyCe s polomerom r, pre ktory je k = r/2, je na obr. | graficky
znazornena zavislost ¢/c, od r/A. Krivka 1 predstavuje zavislost vyjadrenu rovni-
cou (3), krivka 2 zavislost vyjadrenu rovnicou (5), krivka 3 je zostrojena z nespravne;j
zavislosti Timoshenkovej (7), krivka 4 predstavuje zavislost odvodenu zo v§eobecnych
rovnic pruznosti. Body, ktoré st v grafe vyznacené krizkami, vypocitali sme z rov-
nice (8). Pritom sme uvazZovali u = 9/10 a G/E = 0,39. Krivka 4, odpovedajuca
presnej teorii, je prevzata bez zmeny z [1], ostatné krivky a body st zostrojené podla
nasich vypoctov. Krivky 1 a 2 presne suhlasia s grafmi v [1].

Zzgrafu dobre vidiet, akej chyby sa dopustil Timoshenko..Graf potvrdzuje aj to,
Ze zavislost (8) velmi presne sthlasi s krivkou 4, ziskanou rieSenim vSeobecnych
rovnic pruZnosti.
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2. Vyjadrenie nepruzného vnitorného odporu

Ak pruzné teleso podlicha periodickym dynamickym deformaciam, dochadza
v lom k rozptylovaniu energie, ktoré pripisujeme nepruznému vnatornému odporu.
Tento odpor sa prejavuje napr. hysteréznou slu¢kou v diagrame zavislosti vnatorného
napitia od relativnej deformacie [3]. PloSny

obsah hysteréznej slucky je umerny energii %,
pohltenej materialom pocas jedného defor- 10 >
macného cyklu. Ak ma deformacia sinusovy B
priebeh, hysteréznu slucku moino:vel’mi pri-
blizne povazovat za uzku elipsu, ktoru v pri-
pade jednoduchej deformacie v tahu méZeme y;
vyjadrif rovnicou 05 -

o=FE¢+ - Eg |1 — -, 9)

2 O\ g2
. 00 —
kde ¢, je amplitida relativneho predlZenia.
Koeficient pohlcovania energie ¥ je defino- -2 -
vany podielom
y =AW 02 10 20 A

kde AW je energia pohltena pocas jedného deformacného cyklu, W, celkova elasticka
energia odpovedajica maximalnej deformacii g, .
Ak je vSak ¢ == g, sin (wt + @), moZeme rovnicu (9) pisat aj v tvare

_ Yy de
""E<8+_2'TET :

Posledna rovnica vyjadruje Bokovu hypotézu o vntitornom treni [3]. Dvojznacnost,
vyjadrujica dve vetvy eliptickej hysteréznej slucky, ostava tu zachovana.
Ak pre deforméaciu pouzijeme komplexné vyjadrenie

i(ct +
£ =g, €@

dostava zavislost napitia od relativneho prediZenia tvar

o= (1 + i %) Ee, (10)
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¢o je Sorokinova hypotéza o vnutornom treni [3]. Fyzikalnej skutocnosti odpoveda
pritom realna Cast alebo realna hodnota imaginarnej Casti rovnice (10).

Analogicky vztah by sme dostali aj pre Cistti deformaciu v Smyku medzi tangencial-
nym napdtim 7 a relativnhym posunutim 7y:

__ Y ,
T——(l'f‘lg G'y (ll)

Koeficient y ma teraz, pravda, ind hodnotu.
Vo svojej poslednej praci [12] uvadza Sorokin vylepSenu tedriu, podia ktorej
zavislost napitia od relativneho prediZenia je vyjadrena vztahom

o= (u + iv) Eg, (10a)

- (L)Z v
_ \4 p= 2T (12)

= Ak AR
N3 RS

Podobne pre deformaciu v Smyku je

kde

T = (u + iv) Gy. (1la)

KedZze podla [3] vysledky ziskané teoreticky s pouZitim Sorokinovej hypotézy
velmi dobre suhlasia s experimentalnymi vysledkami, budeme v nasledujicich uva-
hach pouzivat tito hypotézu, a to aj preto, Ze je velmi vhodna na vypocet kruhovych
frekvencii. V nasledujticej Casti nami uvazované kmity su, pravda, tlmené, ale pri
malom tlmeni moZno predpokladat, Ze sa charakter vnitorného nepruzného odporu
znatene nezmeni.

3. RieSenie ulohy so zretelom na nepruzny vaatorny odpor

A. Vnutorny nepruzny odpor vyjadreny vztahmi (10) a (11) podla
povodnej Sorokinovej hypotézy

Ak je ty¢ deformovana ohybom, v jej Tubovolnom prie¢nom reze vznika ohybova
dvojica sil s momentom M a priecna sila F. Medzi nimi plati znamy vztah [1]:

.M
f——W.
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Ohybova dvojica je vyvolana normalovymi napétiami, ktoré su v naSom pripade
vyjadrené vztahom (10). Relativne prediZenie ¢ v Tubovolnom mieste prierezu tyée
pri malych ohybovych deformaciach mozno pisat [7]:

32
L
0x
kde u je kolma vzdialenost uvazovaného miesta od priamky, ktora je kolma na rovinu
ohybu ty¢e a prechadza taZiskom prierezu tyce (neutrdlnym vlaknom). Moment
ohybovej dvojice sil je potom

2
M=(1+iV V2P [,
2 ox?

kde integrujeme cez cely prierez tyCe. Tento integral je rovny momentu zotrvacnosti /

prierczu tyce, teda
N2
M=<l+if21/’)EI?£. (13)
4 0x

a) Diferencialnu rovnicu vlastnych (volnych) ohybovych kmitov tyce so zretefom
na nepruzny vnutorny odpor dostaneme s pouZitim vzfahu (13) v tvare

4 2
<1 +i 2‘/’ > a0y L9V, (14)

b ox* or?

(Spdsob odvodenia pozri napr. [1].) Rovnica (14) je analogicka rovnici (1). Aby sme
dostali vysledok porovnatelny so vztahom (3), hladajme rieSenie rovnice (14) v kom-
plexnom tvare

y = A crzt+ﬂx’

v ktorom o a f su komplexné veli¢iny. Volme eSte poiatoéné podmienky tak, aby
pre t = 0 bolo
Me y,-o = A4 cos (—fx).
Z porovnania vychadza

g = —if. (15)
Po dosadeni do rovnice (14) dostaneme podmienku
c2k3f* + i—l/l—c(z,sz"’ +a*=0.
2w
Pisme dalej o = —b + iw a rozloZme poslednti rovnicu na redlnu a imaginarnu

cast. Dostaneme tak dve podmienky
VY 2,2.4 -
% Cok f 2bw = 0,

Ak f* 4+ b2 - 0* =0,



z ktorych moéZeme vypocitat neznadmy koeficient utlmu b a kruhovi frekvenciu w.
Z prvej rovnice vychadza
okt ¥

b= 20 2m

(16)

Ak eSte pouZijeme vztahy w = 2wc/A a f = 2r/A, po dosadeni dostavame pre
¢ bikvadraticku rovnicu

o 228k, 1 L f2xk Ny
¢ C(TC 7%\ 7)) =0

ktora ma jediny realny kladny koren

. 2TUCOk /1 _7;:7 2‘
(—T\T[H"H(E?) ' (17)

Rovnica (17) vyjadruje zavislost rychlosti ¢ od vlnovej dizky i. Pre ¥ = 0 prejde
rovnica (17) do (3). Korekény faktor

[, [ (vY
—11 1 — 18
Gl &
je vdcsi ako 1, ¢o znamend, Ze nepruZny vnutorny odpor zapriCiluje zvacSenie
rychlosti postupu ohybovych vin.

b) Ak priberieme Rayleighovu opravu na zotrva¢nost rotaéného pohybu elementov
tyCe a uvazujeme vzfah (13), diferencidlna rovnica ohybovych kmitov tyée prejde

do tvaru
Y 272 64.1’ 02}’ 2 (34y
1+i—)cok"—+ —— k" ——— =0. 19)
< m) " axt o ox?or> (

(Odvodenie pozri napr. [1].) Rovnica (19) je analogicka rovnici (4). Ak hladame
rieSenie v komplexnom tvare
y = A eat+ﬁx’

podobnym postupom ako v pripade a) dostaneme rovnice

% Gk f* =21 + K ¥ b = 0,

cok’f* + (1 + Kf*)(b* — 0?) = 0.
Pre koeficient utlmu z prvej rovnice vychadza

c(2)k2f4 ‘P

T 1+ )20 2 @0
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a pre rychlost ¢ dostavame zas bikvadraticku rovnicu

a EEL,,* kY, 1 ¢ ek N\ YV
- 2k pl 4 - 2k yi 21 '
o A

Tato rovnica ma tieZ len jeden realny kladny koren

c=c0|:1+<2ik>] \/]7[1+\/1+<7‘/;~>]. @10

Ak do vysledku (21) dosadime ¥ = 0, dostaneme vztah (5). Korekény faktor je
taky isty ako v pripade a).

¢) Aby sme dostali diferencidlnu rovnicu analogickti Timoshenkovej rovnici (6),
musime vziat do uvahy aj deformaciu v Smyku zapri¢inenu prieénou silou F. Podla [5]
s ohladom na rovnice (11) a (13) je

(1+ ‘/">E1 PR F=<1+l¢’2)uGSy

@ je odklon neutralneho vlakna tyCe od jeho rovnovaznej polohy, zapriineny ohy-
bom, y je odklon zapricineny deforméaciou v §myku. Celkovy odklon dy/ox = @ + y .
¥, a , su koeficienty pohlcovania energic odpovedajice deformacii v tahu, resp.
deformacii v Smyku. Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze hodnoty tychto
koeficientov sa navzajom velmi neliSia a do vypoétov vezmeme priemerny koeficient
pohlcovania energie W+ U,

|//=‘—T““ﬁ'p1il//2-

Pouzijac vSetky uvedené vztahy, dostaneme diferencialnu rovnicu

2 4 A2
LU WP VIR ) DF YE ALY PR 2 R A
2r 2n ax4 2r ) ot?
4 2 »}4
(i k21+i~ay2+—k~f——‘{~=o. (22)
2r uG ) ox*ot ¢t uG ot

Ak hladame jej rieSenie ako v pripade a) a b) a pouZijeme rovnaku pociatoénu
podmienku, dostaneme podmienecné rovnice

2
[1 — (_"—’—> ]c,§k2f4 + [1 + k*f? <1 + —E—>] <b2 —0® 42— ‘1’ bw)
2 uG
2
+ EZ— B (b* + w* — 6b*w?) =0,
Co H
. . ’ (23)
21,204 2,2 2 02y —
2
—4 k— E (b’w — bo’) = 0.
2 uG
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Pri rieSeni tejto ststavy rovnic pre b a ® nenardZame na zasadné matematické
tazkosti; moZno ich riesit exaktne. Vysledky takého rieSenia su vSak prili§ kompliko-
vané a neprehladné. Uvedieme preto priblizné rieSenie.

Z rozboru vysledkov (16) a (20) vychadza priblizne platny vztah

b= —‘;i_‘/-’_ (24)

T

Tento vzfah plati vSeobecne (pozri [3], [4]). Okrem toho rieSenie, ktoré hladame,
ma pre Yy = 0 prejst do vztahu (8). Tejto podmienke — po dosadeni vztahu (24) —
vyhovuje prva z rovnic (23). Z nej dostaneme pre rychlost ¢ bikvadratickd rovnicu

(-2 e () Tt (FF) =
- ) ()
o= () Ja () -

Ak v exaktnom rieSeni tejto rovnice — s ohladom na malad hodnotu  — za-

. Ly - . x . TR
nedbame 16 (55 ) @ uvazime eSte, ¢o sme povedali o dvojznacnosti rieSenia
T

pre ¢ vyplyvajuceho z Timoshenkovej rovnice (6), méZeme zavislost rychlosti ¢ od
vinovej dizky 2 vyjadrit rovnicou

_ o ¥yG NPT \/ uéﬁ VASERCE 'EA uG
NN \/”‘Iz—[’*(m)]‘ {”T[‘ * (zﬂf) ]} e
l_i<i>2 -

4 \2

vl “1 e (25)

1“2‘(5) +Ta(7;>

Korekény faktor, ktory vysledok (8) prevadza na (25), je

=0
4\ 2n ) 1y Y 5 (v Y
3(e Y, 1 (v} =\/1 +_<_2"r?) '*T@(E) (26)
I
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B. Vnutorny nepruZzny odpor vyjadreny vztahmi (10a) a (11a)
podla novej Sorokinovej hypotézy

Moment ohybovej dvojice sil, ak vnatorny nepruzny odpor vyjadrime vztahom
(10a), bude zrejme
2
y
XZ

M = (u+ iv) EI 27)

QD D

a) Ak pouzijeme vztah (27), dostaneme diferencialnu rovnicu vlastnych kmitov
tyCe v tvare

) 04y azy
u 4 iv)cik? L 4+ =2 = 0. 28
( ) €6 S (28)

S tymi istymi predpokladmi a tym istym postupom ako vo vsetkych troch pred-
chadzajucich pripadoch dostaneme teraz podmiene¢né rovnice

vegk*f* — 2bw = 0,
uctk* * + b* — 0* = 0.
Z prvej z nich vychadza koeficient Gtlmu

212,04
p o ek ST (29)

2w

a pre rychlost ¢ dostavame potom bikvadraticku rovnicu

oy 2 \ 4
* = uch <_—7;—A—> I —1— vieg <~2—§A—> =0,

ktord zas ma jediny readlny kladny koreil

1

 2meok [ Ca | P 2megk 1
c= "= l:—z—(u+vu +U)J =7 2(1-+-u).

A

Pouzili sme tu vzfah u? + v* = 1, ktory vychadza priamo z hodnét veliéin u a v
danych vztahmi (12).
Ak cste do posledného vysledku dosadime hodnotu veliiny u, vyjadrenie rychlosti

postupu ohybovych vin nadobudne tvar
1

| 2megk v\ 2

Korekény faktor 1

()]
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je teraz mensi ako 1, rychlost postupu ohybovych vin vychddza mensia ako v tom
pripade, ked sme nepruzny vnutorny odpor nebrali do uvahy. Tento vysledok je
z fyzikalneho hladiska prijatelnejsi ako predchadzajiuce vztahy, podla ktorych
vnuatorny nepruzny odpor zapricifioval zvédéSenie rychlosti c.

b) S Rayleighovou opravou na zotrvacnost rotacného pohybu elementov tyce ma
diferencialna rovnica ohybovych kmitov tvar

o’y Py a2 Oy

(u + iv) cgk? e T k e 32)
Z nej zas dostaneme podmienecné rovnice
vegk*f* = 2(1 + K*f?) bw = 0,
ucsk* f* + (1 + K*f?)(b* — 0?) =0,
z ktorych vychadza koeficient atlmu
o vekdt (33)

Al + K)o
a bikvadraticka rovnica pre rychlost ¢

1 ve

4 ucg 2rk \? , 2k \*

M — - . — CO —_— e - ——— ( — — 0‘
2nk \? A 4 2k \* | }

1+ | —— I+ — A
A A

Jediné kladné reélne riesenie tejto rovnice je

1 1

et ()] [ ()] -

Korekény faktor, ktory vysledok (5) prevadza na (34), je taky isty ako v pripade a);
je vyjadreny vyrazom (31).

c¢) Pri pouZiti opravenej Sorokinovej hypotézy moment M ohybovej dvojice sil
a priecna sila F st vyjadrené vztahmi

P
ox

M = (u, + iv,) EI F = (u, + iv,) uGSy,

kde @ je odklon neutralneho vlakna tyce od jeho rovnovaznej polohy, zapri¢ineny
ohybom, y je odklon zapri¢ineny deformaciou v Smyku. u;, a v, resp. u, a v, st
dané vztahmi (12) pre rdozne hodnoty koeficientov pohlcovania energie odpovedajuce
deformacii v tahu, resp. deformécii v Smyku. Do naSich vypoctov vezmeme zas
priemerny koeficient pohlcovania energie

s

V= 3 =Y =Y,
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Potom moézZeme pisat u; = u, = u, vy = v, = v. Po tychto upravach dostaneme
diferencialnu rovnicu

o* 0? E ot kK*E o*
(u + iv)z('ék2 a;'y + (u + iv) [E{‘ - k? (1 + ) oY ~—] + 5 j—"i- =0

¢t uG | ox*or couG ot
(35)
Znamym uz spésobom dostaneme z nej podmienecné rovnice
E
(u? = 0?) K f* + [u(b? — @) + 2vbw] [1 + k*f? (1 + #—Gﬂ +
2
+ ’; E b* + 0* — 6b*w?) = 0,
couG

B (36)

2uvcdk*f* + [u(b? — ®) — 2ubw] [1 + k*f? (1 + #—G>:l -

2
-4 l; E (b’w — bo’) = 0.
couG

Ak do prvej z nich dosadime pribliZzna hodnotu koeficientu Gtlmu zo vztahu (24)
a sacasne aj hodnoty u a v zo vztahov (12), pre rychlost ¢ dostaneme bikvadraticku

o2 ) o ()] 5 ()
47 47c C(z)[lG A
v\’ v\
) e )
Sl L | —— 14+ — )|+
e 2 A uG
1+ (L)
/AN /AY
o) (2 2
+ 4n dr ) 2 <_27i> =0. (37)
w 272 y)
e ()]

Fyzikalnej skutoénosti odpovedajtice rieSenie tejto rovnice je

rovnicu

- Jie e [+ ()]~ -2 [; (__”} 46
[+(2]

Toto riesenie sa od vysledku (8) odliSuje korekénym faktorom, ktory je zas totozny
s vyrazom (31)..
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4. Zaver

Z vysledkov (17), (21) a (25), ktoré sme dostali s pouZitim povodnej Sorokinovej
hypotézy — s pouZitim vzfahov (10) a (11) — by vyplyvalo, Ze nepruzny vnutorny
odpor ma za nasledok zvid&§ovanie rychlosti postupu ohybovych vin v pruznych
ty¢iach. Korekéné faktory, vypocitané z elementarnej tedrie ohybovych kmitov —
z rovnic (1) a (I14) — iz Rayleighovej rovnice (4), resp. (19), maju rovnaké hodnoty
a st vyjadrené vyrazom (18). Ak vezmeme priemerntt hodnotu ¢ = 0,2, je

’ 1 7ﬁ;lﬁ”:”i:277:47 =
\/7[] + \/<§;> + ]:I = 1,0002.

Korekény faktor vypocitany z Timoshenkovej rovnice (6), resp. (22) je pre ¢y = 0,2

Ly Y 5 (v
\/1 + ?<2n) + W(%) = 1,000 14.

Z fyzikalneho hladiska prijatelnejSie st vSak vysledky (30), (34) a (38), které sme
ziskali s pouzitim vylepSenej Sorokinovej hypotézy — s pouZitim vztahov (10a)
a (11a). Podla tychto vysledkov nepruzny vnutorny odpor ma za nasledok zmensenie
rychlosti postupu ohybovych vin. Zo vietkych troch uvazovanych teérii ohybovych
kmitov vychadza tu rovnaky korekény faktor vyjadreny vyrazom (31). Pre y = 0.2 je

1
l: Sl
1+ <— :I = 0,999 987.
47

Podla toho zmensSenie rychlosti zapri¢inené nepruznym vnatornym odporom
predstavuje len asi 0,0013 97 rychlosti. Vplyv nepruzného vnutorného odporu je teda
mizivo maly, prakticky zanedbatelny. ZnatelnejSie by sa prejavil len pri materialoch
s vi¢Sou hodnotou koeficientu ¥ (napr. Zelezobetdn).

Analyza nasich vysledkov ukazuje dalej, Ze vylepSend Sorckinova teodria ne-
pruzného vnutorného odporu lepsie vystihuje skuto¢nost ako jeho pévodna tedria,
ktora davala uspokojivé vysledky pri aplikacii na vypocet Gtlmu kmitov.
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BJIMAHWE HEYINIPYIOI'O BHYTPEHHETO CONNPOTUBIEHUWA
HA CKOPOCTb PACITPOCTPAHEHMWSA N3IMBHbLIX BOJIH
B YVIIPYI'NMX CTEPXHAX

MUsan Hatep, Cous I'opBarosa, [paromwia HeuyoBa

Pe3zmomMme

B crarbe pewatorcs audbdepeHuuanbHble YpaBHEHUsT M3rMOHbIX KoJsiebanuit crepxueit (14),
(19), (22) ¢ y4CTOM Heynpyroro BHYTPEHHETro ConpoTUBiicHUs. EC/IM HEeynpyroe BHYTpPEHHEE COmpo-
THBJICHUE BbIPAXEHO COTJIACHO NepBoHavasibHOMY rHiote3y Copokutxa (10), (11), TOo 3aBUCUMOCTD
CKOPOCTH PACnpoCTPaHEHUs] U3THOHBIX BOJIH OT JJIMHBI BOJIHbL NaroT Bbipaxenus (17), (21), (25).
B sTOM cilydae Heynpyroe BHYTPEHHE CONPOTHB/IEHHE BbI3bIBAECT HE3HAYMTENIBHOE YBEJIMYCHUE
CKOpOcTH. Ecin e Heynpyroe BHYTpeHHE CONPOTHUBIJIEHHE MTPEACTAB/IEHO COTJIACHO HOBOMY YJ1yYIIEH-
nomy runoresy Copokuna (10a), (11a) [ypaBHenust (28), (32), (35)] To yka3aHHAs 3aBUCUMOCTh
naetcst BbipaxceHusmu (30), (34), (38). Heynpyroc BHyTpeHHEE CONPOTHUBJICHHE BBI3BIBACT 3/[1€Ch
HE3HAYHMTCJIBHOE YMEHbIIEHUE CKOPOCTH. Pe3ybTaThl MOKa3bIBaIOT, YTO HOBBIA rurnote3 CopokuHa
ABJISCTCS OoJiee yaOOHbIM.

ON THE INFLUENCE OF INELASTIC INTERNAL RESISTANCE
UPON THE VELOCITY OF BENDING WAVES IN ELASTIC BARS

Ivan Nater, Sonia Horvathovda, Drahomila Netschova

Summary

Differential equation of transverse vibrations of bars (14), (19), (22) are solved, when the “inelastic
internal resistance™ is taken into consideration. If the inelastic internal resistance is expressed accor-
ding to original Sorokin’s hypothesis (10), (11), the dependence of the velocity of bending waves on the
wavelength is expressed by the expressions (17), (21), (25). Within these expressions the inelastic
internal resistance causes a slight augmentation of velocity. If the inelastic internal resistance is
expressed according to new ameliorated Sorokin’s hypothesis (10a), (11a) [the equations (28), (32),
(35)], this dependence is expressed by the expressions (30), (34), (38). Here the inelastic internal
resistance causes a slight diminution of velocity. The results show that the new Sorokin’s hypothesis
is more suitable.

~
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