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.MATM.MATtCKO-KVZrivÁLXV ČASOPIS SAV. 16, 3, 1966 

POZNÁMKA O CYKLICKÝCH STEINEROVÝCH SYSTÉMOCH 
TROJÍC 

ALKXANDKR KOSA, Bratislava 

Stcinerovým systémom trojíc (SST) rádu n sa nazývá systém -L n(?i— 1) 
trojíc utvořených z n daných prvko v tak, že každá z i ?i(n — 1) možných 
dvojíc z n prvkov sa nacháclza právě v jednej z trojíc systému. Je známe [1], 
že SST existuje právě vtedy, ked n 1 alebo 3 (mod 6). 

Cyklickým SST sa nazývá taký SST, o ktorom platí: ak SST obsahuje 
trojicu (x, y, z), potom obsahuje aj trojicu (x j - 1, y -f- 1, z + 1), kde sa čísla 
beru modulo n. V [2] bolo dokázané, že cyklický SST rádu n existuje právě 
vtedy, ked n 1 alebo 3 (mod 6) s výnimkou n — 9 a udaná konštrukcia 
cyklického SST pre každé takéto n. V tcjto poznámke sa podává iná konštruk­
cia cyklického SST pre každé přípustné H, pričom sa využívaje kombinatorické 
výsledky, analogické výsledkom ])rác [3, 4, 5). Táto konštrukcia umožňuje 
/ostrojit istým jednotným spósobom cyklické SST dvoch příbuzných rádo v 
()k -\ 3 a (Sk + 7 pre Tubo volné k s výnimkou k — 1. 

Zaved ieme najprv niekolko denních'. 

Def. 1. Systém k disjunkťných dvojíc (I>r,qr), obsahujúcich čísla 1, 2, . . . , 2k 
a takých, ze qr — pr = r pre r = L . . . , k, budeme nazývat' (A. k)-systém/jm(l). 

Def. 2. Systém k disjíinktných dvojic (pr, qr), obsahujúcich čísla 1, 2, ..., 2k — 1, 
2k f- 1 a takých, ze qr — p r = r pre r = V . . . , k, budeme nazývat' (B, k)-systé-
mom. 

Veta 1. (A, k)-systém existuje právě vtedy, ked k ~ 0 alebo 1 (mod 4). 
D o k a ž pozři v [3]. 

Veta 2. (B, k)-systé?n existuje právě vtedy. ked k • 2 alebo 3 (mod 4). 
D o k a ž pozři v [4, 5], 

(') V [3 | sa tento systém nazývá 1, -f 1 systémom. 
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Def. 3. Systém k disjtmktných dvojic (pr-qr), obsahiijúcich čísla V 2. . . . , k\ 
k -f 2, k + 3, . . . , 2k + 1 a takých, ze qr — pr = r pre r :--- V k\ budeme 
nazývat (C, k)-systémom. 

Def. 4. Systém k disjunktných dvojíc (pr*qr), obsahujúcich čísla- V 2, . . . , k\ 
k -\- 2, k -f 3, . . . . 2k, 2k f 2 a takých, ze qr— pr •=-- r pre r ~ V k\ budem< 
nazývat (I), kj-systénwm. 

Označme ešte (A , k+systóm (resp. (B, kf sys tém), v k t o r o m je pk V 
kvóli s t ručnost i ako (A f kf systém (resp. (H+ k)-systém). 

Lema 1. (C, k)-systém existuje právě vtedy, keď existuje (A \ k -! [)-systém. 

D o k a ž . N e c h je (C, kf sys tém t v o ř e n ý dvojicami (pr,qr)^ r 1 k. 

p o t o m systém dvojíc4 

( V k + 2),(pr \ \.qr f \).r .-. V....k 

bude zřejmé (A >, k f l + s y s t é m o m . 
Nech je (A:\k-\ l f systém t v o ř e n ý dvojicami (Pr, qr), ?" "~ - k: — V 

D a n ý (A ', k j 1 f systém obsahuje dvojicu ( l j : -|- 2). P o t o m sys tém dvojíc 

(Pr l , q r - " I)- r - V . . . , ^ 

b u d e zřejmé ((+ k)-systémom. 

Lema 2. (Z), k)-systém existuje právě vtedy, keď existuje [B\ k f l)-systém. 
D o k a ž je celkom ana logický d ó k a z u lemy V 

Veta 3. (C\ k)-systém existuje právě vtedy, ked k 0 alebo 3 (mod 4). 
D ó k a z . V N u t n o s t podmienky vyplývá z v e t y 1 a lemy V 
Li. N e c h je k 0 (mod 4), k= Ani. Potom s tačí podlá lemy 1 d o k á z a t 

exis tenciu (A ' , Aw f l f sys tému. T a k ý t o (A\\ Am + 1+systém tvoria dvojice: 

(1) (r, 4m 4 3 ._,.) p r e ,- __ V . . . . nr, 

(2) (3?// + 1, r>//7 f 2); 

(3) (m + r, \\m | 1 —- /) pre /' -^ 1 ),r. 

(4) (3H/ + 2, Im f 2); 

(f>) (4H/ + 2 f r, Hm + 2 - r) W? r -- 1 m - 1 : 

((>) (iSm + 2. 8/// [ 2); 

(7) (r>/// | 2 ) ,-. ~íti + 2 - • r) pro r l m — 1 

(pri /// -v I sa +,) a (7) vynechajú). 

Dvojice ( ') dávajú p á r n e rozdiely 2, 4. 2/// -— 2, dvojica (6) rozdiel 2my 

dvojice (5) rozdiejy 2m -f 2, 2m - + , . . . , Am — 2 a dvojica (4) z v y š n ý p a r n y 
rozdiel 4D/: dvojice (3) dáva jú n e p á r n e rozdiely V 3, . . . . 2m — V dvojica (2) 
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rozdiel 2m f- 1 a dvojice (1) zvysne n e p á r n e rozdiely 2m -j- 3, 2///, f 5, . . . , 
4/// ! V 

1IV Neeh je k 3 (mod 4). k — 4/// V P o t o m stačí podlá lemy 1 dokázať 
existeneiu (A1, 4///,)-systému. T a k ý t o (A ! , 4m)-systém tvor ia dvoj ice: 

(1) (/•, 4/// f- 2 — r) pre r V 2, , . . , 2m; 
(2) (2)n -f V ()///) a (4m -\- 2. tím \ 1); 
(3) (4/// + 2 4- r, Srn -|- 1 — /•) pře r -- V 2. . . . , ///, 1 : 
(4) (7/// -f- V Trn -|- 2); 

(5) (5/// —- 1 -f- r, Im — r) ])re /• ------- V 2, . . . . m — - 2 ; 

(pri /// 1 sa vynechá (3) a (5), pri m 2 sa v y n e c h á (5)). 

Dvojice (1) dávajii v še tky párne rozdiely 2 , 4 , 4m\ dvojice (2) dávaj i i 
lumpárně rozdiely 2m — - 1 a 4m— 1, dvojica (4) rozdiel 1 a dvojice (3) z vyš ne 
n e p á r n e rozdiely 2m -\- l, 2m -f- 3, . . . , 4m --- 3. 

r r ý m \c veta 3 d o k á z a n á . 
P o z n á m k a . (A ! , 4m)-systém z časti 111. d ó k a z u v e t y 3 d o s t a n e m e 

z (A , 4///)-systému s k o n š t r u o v á n é h o v [3], ak v dvojici (pr, qr) pre r = l, k 
namies to pr, resp. qr položíme 2k — qr -|- V resp. 2 k — p r -f- V 

Veta 4. (/), k)-systém existuje právě vtedy, ked k 1 alebo 2 (mod 4), k /- V 
D o k a z. V Nutnosť p o d m i e n k y v y p l ý v á z lemy 2 a v e t y 2. 
IV Neeh je k 1 (mod 4), k -— 4m |- V P o t o m stačí p o d l á lemy 2 dokázať 

existeneiu (/i 1, 4/// ) 2)-systému. T a k ý t o (Br, 4m -f- 2)-systém tvor ia dvoj ice : 

a) /// 1 
(4,5), (9. 11), (10, 13), (2 ,6) , ( 3 , 8 ) , ( 1 , 7 ) ; 

h) ))( ^r 2 

(1) (r, 4m -f 4 — /•) pre r - V 2 2m V 1: 
(2) (2/// -|- 2, (i/// -! 3) : 
(3) (()/// + 2, 8//? + 5) : 
(4) (,~>m -\- 1 -)- )\ l))i -\- 4 —r) pre /• --=- 1, ...,???; 
(5) (7/// -f 4. 7/// f 5): 

(()) (4/// 4 3 i /', $m j 4 ----- /•) pre /• -- V . . . . m —• 2 

(pri m 2 sa (()) vynechá) . 

Dvojice (1) dávajú v š e t k y párne rozdiely 2, 4, 4m -f- 2, dvojica (5) d á v á 
rozdiel V dvojice (4) rozdiely 3 ,5 2m f- 1, dvojica (3) rozdiel 2m -f- 3, 
dvojice (()) rozdiely 2//? -f- 5. 2m 4 7 4m — 1 a dvojica (2) zvyšný ne-
p á r n y rozdiel 4/// f V 

Ostává př ípad /// --- 0. Vahko sa zistí, že neexistuje ni jaký (B], 2)-systém. 
Existuje totiž jediný (B, 2)-systóm 



k t o r ý však nic je (Bl. 2)-sys témom. Podlá lerav 2 po tom neexistuje ani 
(I), 1) -systém . 

I I I . N e c h je k 2 (mod 4), k = 4m + 2. P o t o m stačí j)odťa lemy 2 d o k á z a t 
exis tenciu (B], 4m + 3)-systému. T a k ý t o (B\ 4m 4- 3)-systém tvor ia dvoj ice: 

a) D/ = 0 

( 2 , 3 ) , ( 5 . 7 ) . ( 1 . 4 ) ; 
b) /// > 1 
(1) (r, 4m -(- 5 /•) pre f -- 1 , 2 . . . . , 2/// + 1 ; 
(2) (2/// + 2, ()H/ + 4) a (2?// + 3. (rm 4 3); 
(3) (Im + 4, 7m + 5); 
(4) (8H/ + 5, 8t// + 7); 
(5) (4m + 5. (Srn -\ 5); 
(()) (4/// + 5 | r, Sm + 5 —- r) pre r — 1 //l — l : 
(7) (5w -•(- 4 ( /•, 7/// + 4 — r) j)re f — 1 /// 2 

(pri /// 1 sa vynechá (5). ((+ (7), pri tu •-- 2 sa vynechá (7)). 

Dvojica (4) d á v á rozdiel 2, dvojice (7) rozdiely 4, (i. . . . . 2/// 2. dvojica (5) 
rozdiel 2m, dvojice (()) rozdiely 2H? + 2, 2m + 4, .... 4m - - 2 a dvojice (2) 
zvyšné párne rozdiely 4m a 4m + 2; dvojica (3) d á v á rozdiel 1 a dvojice (1) 
dáva jú o s t a t n ě nepárne rozdiely 3, 5 4D/ -f- 3. 

Veta 4 je d o k á z a n á . 

Veta 5. Cyklický SST rádu n existuje právě vtedy. keď u 1 alebo 3 (mod (i). 
n / 9. 

D ó k a z . I. N e c h je najj)rv d a n ý c h n ^ (Sk — 1 j>rvkov 0. F 2 (\k. 
V t o m t o príjmde existuje vždy (A. k)-systém alebo (H, k)-systém. Nech t e n t o 
sys tém tvor ia dvojice (pr,qr), r — \, k. Potom bude zrejme každé z 3k 

čísel 1 , 2 , . . . , 3k v př ípade (A, k)-systému a každé z 3k čísel 1. 2 3k \. 

3k 4- 1 v ])rípade (B, k)-systému obs iahnu té ])ráve raz v sys téme trojíc 
(r,pr + k, qr + k), r - l, ..., k. 

Sys tém k((Sk + 1) trojíc (x, x | r. x +- qr + k). r ----- V 2 k: x - o. 1 
(Sk, j)ričom sa čísla v trojieiftvh beru modulo (Sk f V bude potom tvoriť cyk­
lický SST. Skutočne, [iibovolnú dvojicu z j)rvkov 0. 1. . . . . (Sk m o ž n o zapísať 
j e d i n ý m sposobom (a, b) t a k , že a--—b ~--- c (mod (Sk 4- 1), j)ričom 1 c 3/4 
K [ l ibovolnému c existuje t e d a jediné r t a k , že c sa r o v n á j e d n o m u z t r o c h čísel 
r, pr | k, qr + k a k tomuto r j ediné x tak, že (a, b) sa zhoduje s d v o m a z trocli 
čísel x, x +• r, a; | r/r + k. Cykličnost tohto SST je zřejmá. 

LI. N e c h je d a n ý c h // - (Sk + 3 (k + 1) f)rvkov 0. 1 ,2 , . . . . (Sk 4 2. V tomto 
případe existuje vždy (C, k)-systém alebo (D. k)-systém. Nech t e n t o systém 
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tvoria dvojice (pr^lr), >' — V . . . , k. Potom bude zrejme každé z 3k čísel 
V 2 2k, 2k -f- 2, 2k -f- 3, . . . , 3k + 1 v případe (C, A)-systému a každé 
z 3k čísel 1.2,..., 2k, 2k + 2, 2k + 3, . . . , 3k, 3k -f- 2 v případe (D, jfc)-systému 
obsialmuté právě raz v systéme trojíc (r, pr + k, qr + k), r = 1, . . . , k. 

Systém k(6k + 3) trojíc (x, x + r, x + qr + k), r = 1, . . . , k, x — 0, V . . . , 
tik f 2 a systém (2k + 1) trojíc (x, x + 2k + 1, x + 4k + 2), x = 0, 1, . . . , 2k, 
pričom sa čísla v trojiciach beru modul o (ik -f- 3, budu potom spolu tvorif. 
cyklický SST. Skutočne, Tubovolnú dvojicu z ])rvkov 0, 1, . . . , tik -f- 2 možno 
zapísať jediným spósobom (a, b) tak, že a —• b ~ c (mod tik -f- 3), pričom 
1 ' c < 3k -f- 1. K Tubovolnému c /- 2k + l existuje teda jediné r tak, že 
v sa rovná jednému z troch čísel r, pr + k, qr + k a k tomuto r jediné x tak, 
že (O, b) sa zhoduje s dvoma z troch čísel x, x + r, x + qr + k, a k c = 2k + 1 
existuje jediné x tak, že (a, b) sa zhoduje s dvoma z troch čísel x, x + 2k + 1, 
x i 4k t 2. Cykličnost tohto SST je zřejmá. 

I I I . Nutnost podmienky n - 1 alebo 3 (mod 6) je zřejmá. Neexistencia 
cyklického SST v případe k •— 1, n = 9 vyplývá napr. z [T], str. 221. 

Veta 5 je dokázaná. 

P o z n á m k a . Casť 1. dókazu vety 5 vyplývá už aj z práč [3, 4, 5). 

Na závěr by sine spomenuli v súvislosti s cyklickými SST ešte dve úlohy. 
1. Dva cyklické SST toho istého rádu sú rózne, ak sa líšia aspoň v jednej 

trojici. Označme počet róznych cyklických SST rádu n znakom R(n). Lanko 
sa zistí, že platí H(7) = 2, H(13) = 4, H(15) = 4, H(19) = 24. Při n = tik + \ 
alebo n = tik + 3, n + 9 platí triviálně R(n) ^ 2k. 

Ak možno čísla 1, 2, . . . , 3k (resp. čísla 1, 2, . . . , 2k, 2k -f- 2, 2k -f- 3, 
3k | 1) í-ozdelit do k trojíc tak, že v každej trojici je alebo súčet všetkých 
ti'och čísel rovný tik +• 1 (resp. 6k f 3), alebo súčet niektorých dvoch čísel 
sa rovná tretiemu (porovnáj [1], str. 224 a [2]), potom nazveme tento systém 
trojíc (a, k)-systémom (resp. (/?, k)-systémom). Označme počet róznych (a, k) 
systémov, res]). počet róznych (ft, k)-systémov ako/jb, resp. g^. 

Fahko sa zistí, že potom budu platit rovnosti 

R(tik + \)=fk.2K 
R(tik + 3) = gk . 2*. 

Vloha nájst čísla I\(n) sa teda redukuje na úlohu nájsť čísla /& a Q/c-
2. I)va SST toho istého rádu sa nazývajú disjunktné, ak neexistuje trojica 

obsiahnutá v oboch SST. Označme znakom ju(n) maximálny počet po dvoch 
disjunktných SSrF rádu n. Je známe, že fi(l) = 2, ju(9) -= 7, ale vo všeobec­
nosti nic je o JU(?I) nič známe. Možno ])reto skximat špeciálnejšiu úlohu: 

Nech jn*(n) označuje maximálny ])očet po dvoch disjunktných cyklických 
SST rádu n. Ak je n 3 (mod ti), n / 9, potom je (j*(n) = 1 (//*(9) 0). 
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T o t o tvrdenie vyplývá např ík lad z toho, že každý cyklický SST rádi i C)k -\- 3 

musí o b s a h o v a t trojičtí (0, 2k j 1, 4k -f- 2). Analogické tv rdenie pre // 

1 (mod (>) nep la t í . T a k např ík lad ^*(7) ^u*(13) 2, //.*(19) (i. Co možno 

p o v e d a t všeobecné o /F*((>k + 1) '• 
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Storełiskej akadéłìiie ried, 

Jìrati st a>'a 

X NOTE ON CYCLIC S T E I X E R T R I P L E SYSTKMS 

Alexande r R o s a 

S u m m a r y 

A Sterner t r iple sys tem of order n with elements 1, 2, . . . , n is called cyclic if conta in ing 
the tr ip le (.f, y, z), if conta ins also the t r ip le (x f ] , y f 1, z -f 1) wi th numbers t a k e n 
modu l o n. I n the first part of this note combinatoria l resul ts ana logous to those in [3, 4, 5j 
are g iven. These results are used in the second pa r t of th is no te for a new construc t ion 
of a eyclie Ste incr tr iple sys tem of order n for every admissible; n. i. e. a new proof (H-

following theorem (proved first in [2]) is g iven : 

T h e o r e m 5. A cyclic Ste inc r t r ip le sys tem of order n exists if a n d only if n - 1 or 3 
(mod ()), n ^ 9. 

T h e g iven const ruct ion pe rmi ts to const ruct cyclic Ste iner t r iple sys tems of two adjacent 
orde r s 6k -f 3 and ()k | 7 for k -/- 1 in a ce r ta in uniform m a n n e r . 

A t tlie end of th is note two problems related to cyclic Ste iner triple sys tems are for­
m u l a t e d . 
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