Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Alexander Rosa
Poznamka o cyklickych Steinerovych systémoch trojic

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 16 (1966), No. 3, 285--290

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126614

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1966

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126614
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 16, 3, 1966

POZNAMKA O CYKLICKYCH STEINEROVYCE SYSTEMOCH
TROJIC

ALEXANDER ROSA. Bratislava

Steinerovym systémom trojic (SST) rddu n sa nazyva systém § n(n — 1)
trojic utvorenych z n danych prvkov tak, Ze kazda z % n(n — 1) moZnych
dvojic z n prvkov sa nachadza prave v jednej z trojic systému. Je zndme [1],
ze SNT existuje prave vtedy, ked » - 1 alebo 3 (mod 6).

Cvklickym SST sa nazyva taky SST. o ktorom plati: ak SST obsahuje
trojicu (x, y, z). potom obsahuje aj trojicu (a -+ 1,y 4 1,z 4 1), kde sa disla
berd modulo n. V 2] bolo dokazané. ze cyklicky SST radu n existuje prave
vtedy, ked » 1 alebo 3 (mod 6) s vynimkou »n = 9 a udana konstrukcia
evklického SST pre kazdé takéto n. V tejto poznamke sa podava ind konstruk-
cia evklického SST pre kazdé pripustné », pricom sa vyuzivaji kombinatorické
vysledky, analogické vysledkom prac [3, 4, 5]. Tato konstrukeia umoznuje
zostrojit istym jednotnym sposobom cyklické SST dvoch pribuznych radov
G6A 1 3 a 6k + 7 pre lubovolné £ s vynimkou £ = 1.

Zavedieme najprv niekolko definieii.

Def. 1. Systém k disjunktnyjch dvojic (pr. qr), obsahwjibcich ¢isla 1,2, ..., 2k
a lakijeh. Ze qp — pr = v pre r = 1 ... k. budeme nazyjovat (4. k)-systémom(!).

Def. 2. Systém k disjunkinyjch dvojic (pr, qr), obsahwjicich éisla 1,2, ... 2k —1,
2L 4 U« takych, fe qp — pr = r pre v = 1...., k. budeme nazjoat (B, k)-systé-
mom.

Veta 1. (4, k)-systém existuje prave vtedy. ked k = 0 alebo 1 (mod 4).
Dokaz pozri v [3].

Veta 2. (B, k)-systém existuje prave vtedy, ked k . -2 alebo 3 (mod 4).
Dokaz pozri v (4, 5].

(M) V [3] sa tento systém nazyva 1, + 1 systémom.
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Def. 3. Systém k disjunkingjch dvojic (pr. qr), obsahujicich ¢isla 1.2, ... k.
k4 2,k 3,...,2k 1 a takych, 2o qp— pr =1 pre v == 1, ... k. buldeme
nazyjeat (O, k)-systémom.

Def. 4. Systém k disjunktnijch dvojic (pr. qr). obsalawjiicich Fisla 1.2.... k.

k- 2,k --3, ..., 2k 2k -+ 2 a takijch, fe qr— pr = v prer = 1. ... k. budem
nazgval (D, k)-systémom.
Oznaéme este (A, k)-systém  (resp. (I, k)-systém), v ktorom je pg 1,

kvoli strucnosti ako (41, k)-systém (vesp. (B, k)-systém).
Lema 1. (U, k)-systém existuje prdave viedy, ked existuje (A .k - 1)-systém.
Dokar. Nech je (€, k)-systém tvoreny dvojicami (pr.qr). » - 1.... k.
potom systém dvojic

(kb2 (prt doge o Dr =0k
bude zrejme (A1, & 4 1)-gsystémom.
Nech je (A5 k-1 D)-systém tvoreny dvojicami (pr.q.). 7 = 1....0k = L
Dany (A", & ¢ D-systém obsahuje dvojicu (1, £ -1~ 2). Potom syvstém dvojic
(pr--Voqr — Doy —=1....Fk

bude zrejme (€7 F)-systémom.

Lema 2. (D, k)-systém existwje prave vtedy. ked exvistwje (B-.k -+ 1)-systéim.
Dokaz je celkom analogicky dokazu lemy 1.

Veta 3. (C', k)-systém existuje prdave viedy, ked k0 alebo 3 (mod 4).

Dokaz. 1. Nutnost podmienky vyplyva z vety 1 a lemy 1,

II. Nech je k0 (mod 4), k— +4m. Potom staci podla lemy 1 dokdzaf
existenciu (A, 4 |- 1-systému. Takyto (4. 4+ 1)-systém tvoria dvojice:

(D (o4m 43 7y pre - Lo

(2) (3w 1, 5m + 2);

(B3 (n A 3m LTy pre o= b

(4) (3w A2 7m0 | 2);

By (m b2 1, 8m 42 1) pre po 1o m - L

(6) (6w 4 2. 8m 1 2):

(7) G b2 0 T L2 ) pre g Looooom — 1
(pri m - 1 sa (5) a (7) vvnechaju).

Dvojice (7) déavaju parne rozdiely 2.4, .. 2w — 2. dvojica (6) rozdiel 2m,

dvojice (5) Yozdiely 2m - 2, 2m -+ 4, ..., 4m — 2 a dvojica (4) zvySny parny
rozdicl 4 : dV()ji('(‘ (3) davaji neparne rozdiely 1.3, ....2m — 1. dvojica (2)
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rozdicl 2m 1 a dvojice (1) zvysné neparne rozdiely 2m - 3, 2m | 5, ...,
4m L

I1I. Nech je £ 3 (mod 4), £ == 4m 1. Potom staci podla lemy 1 dokdzat
existenciu (1 F, 4m)-systému. Takyto (o7, 4m)-systém tvoria dvojice:

(N (rodm - 2-——17r) pre » 1.2, ..., 2m;

(2)  (2m -4 1, 6m) a (4m - 2 6m 1 1),

B (Fm 424, 8m -1 —r) pre r 1,2 0., m l:
() (Toe 4 1, Tm - 2);

(") (dm 1A=, T -—7r) pre r 1,2, ....,m-—2;

(pri m I sa vynechd (3) a (5), pri m == 2 sa vynecha (5)).

Dvojice (1) davaju vsetky parne rozdiely 2,4, ..., 4m; dvojice (2) davaji
neparne rozdiely 2m —- 1 a 4m — 1, dvojica (4) rozdiel 1 a dvojice (3) zvysné
neparne rozdiely 2me -t 1, 2m + 3, ... 4 - — 3.

Tvm je veta 3 dokdzana.

Poznamka. (4°, 4m)-systém =z casti 111. dokazu vety 3 dostancme
7 (A. 4m)-svstému skonstruovaného v [3], ak v dvojici (pr.gqr) prer =1, ...k
namiesto pr. resp. ¢ polozime 2& —- ¢r - 1, resp. 2k — pr + 1.

Veta 4. (D. k)-systém existuje prave vtedy, ked k- 1 alebo 2 (mod 4), k /1.

Dokaz. 1. Nutnost podmienky vyplyva z lemy 2 a vety 2.

I1. Nech je £ 1 (mod 4), kb = 4m -+ 1. Potom stadi podla lemy 2 dokazat
existenciu (87, 4m - 2)-systému. Takyto (B, 4m + 2)-systém tvoria dvojice:

a) m 1
(+.5), (9. 11), (10, 13), (2, 6), (3, 8), (1, 7);

by m — 2

(Ly (ro4m b d——0) pre re=1.2.....2m 4 1;

(2)  (2m - 206m -1 3):

(3) (6w -+ 2, 8m - 5);

() =0 Epo T - =) pre oy om0 mg

(5)  (Tme-f 40T D)

(6) (w3 4 8m o+ ) pre ro= 1, o.0m— 2
(pri w2 sa (6) vvnechd).

Dvojice (1) davaji vietky parne rozdiely 2, 4, ... 4m -+ 2, dvojica (5) ddva
rozdicl L. dvojice (4) rozdiely 3,5, ....2m + 1, dvojica (3) rozdiel 2m + 3,
dvojice (6) rvozdiely 2m -+ 5. 2m + 7.....4m — 1 a dvojica (2) zvySny ne-
parny rozdiel 4w 1.

Ostdva pripad m = 0. Lahko sa zisti, Ze neexistuje nijaky (B", 2)-systém.
lixistuje totiz jediny (B. 2)-syvstém
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(L. 2), (3,5).

ktory vsak mnie je (B!, 2)-systémom. Podla lemy 2 potom neexistuje ani
(D, 1)-systém.

I1L. Nech je & 2 (mod 4), k = 4m L 2. Potom staci podla lemy 2 dokdzat
existenciu (B, 4m |- 3)-systému. Takyto (5. 4m -+ 3)-systém tvoria dvojice:

a) m = 0
(2.3), (5.7). (1.4):

b) m 1

(0 (ry b -F D> ) pre = 1.20...,2m < 1:

(2)  (2Zm 4 2, 6m + 4) a  (2m + 3. 6m -+ 3):

(3) (7Tm + 4, Tm -+ 5):

(4) (8m + b.8m |- 7):

(5)  (4m + 5, 6m -} 5):

(6) (4m 54 r,8m - H-—r) pre r=1l.....0m — l:

(7Y (Gm 44 T A4 —0) pre r=1....0m- -2
(prt m I sa vynecha (5). (6). (7), pri m = 2 sa vynecha (7)),

Dvojica (4) dava rozdiel 2, dvojice (7) rozdiely 4, 6. ... 2m -— 2. dvojica (5)
rozdiel 2m, dvojice (6) rvozdiely 2m + 2, 2m - 4, ... 4 - 2 a dvojice (2)
zvysné parne rozdiely +m a 4m - 2: dvojica (3) dava rozdiel 1 a dvojice (1)
davaja ostatné neparne rozdiely 3,5, ... 4m - 3.

Veta 4 je dokazana.

Veta 5. ('yklicky SST radu n existuje prave viedy. ked n 1 alebo 3 (mod 6).
n /9.

Dokaz. 1. Nech je najprv danych » == 6L = 1 prvkov o, L 20 ... 06k,
V tomto pripade existuje vzdy (A. k)-svstém alebo (B, &)-syvstém. Nech tento
systém tvoria dvojice (pyr, q), r = 1, .... k. Potom bude zrejme kazdé 7z 34
gisel 1, 2, ..., 3k v pripade (A, k)-systému a kazdé z 3k ¢isel 1.2..... 30 1.
3k -+ 1 v pripade (B, k)-systému obsiahnuté prave raz v svstéme trojic
(r,prt bk, qr + k)r =1,... k.

Systém L(6k -+ 1) trojic (v, a - v b ogr Ao o L2000 kv o= 00
6l, pricom sa ¢isla v trojiciach berda modulo 64 - 1. bude potom tvorit cvk-
licky SST. Skutoc¢ne, Tubovolnu dvoji(‘u 7 prvkm' 0, ]. ... 6k mozno zapisat
jedinym sposobom (a, b) tak, ze @ - b —= ¢ (mod 6k 1), pricom 1 ¢ 7 3L

K Tubovolnému ¢ existuje teda jediné » tak, ze ¢ sa rovna jednému z troc N e 1
r. pr % k, qr - kak tomuto » jediné x tak, ze («, b) sa zhoduje s dvoma z troch
éisel a, v vy g K Cyk]iéno%f tohto SN'T je zrejma.

I1. N(*('h je danych n == 6k + 3 (k # 1) prvkov 0. 1,2, ... 64 = 2.V tomto
pripade existuje vzdy (€', k)-systém al(‘l)() (D. k)-systém. Nech tento svstém
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tvoria dvojice (pr.qr), ¥ = 1,..., k. Potom bude zrejme kazdé z 3k d¢isel

Vo2ooo 2k 2k - 2,28 -- 3,000 3k 4 1 v opripade (O k)-systému a kazdé
7 3k Cisel 1.2, .0 2k, 2k 4 2, 2k - 3, ..., 3k, 3k -+ 2 v pripade (D, k)-systému
obsiahnuté prave raz v systéme trojic (v, pr -+ k, ¢ + k), r =1, ..., k.

Nvstém k(64 - 3) trojic (w,a +r.a g Fh),r =1, ..k @ =01,
6h -1 2 asystém (26 + 1) trojic (x, x 4+ 2k + Lo + 4k + 2).0 = 0, 1, ... 2k,
pricom sa disla v trojiciach berd modulo 6k -+ 3, buda potom spolu tvorit
cvklicky SST. Skutoéne, Tubovolna dvojicu z prvkov 0, 1, ..., 6k -+ 2 mozno
rapisat jedinym sposobom (a, b) tak, Ze a — b = ¢ (mod 6k 4 3), pricom
1 - ¢ <3k + 1. K Tubovolnému ¢ # 2k -+ 1 existuje teda jediné »r tak, ze
¢ sa rovnd jednému z troch éisel », p, -+ k, ¢r + k a k tomuto » jediné x tak,
z¢ («, b) sa zhoduje s dvoma z troch éisel x, ¢ + r,x + ¢ + k,ak ¢ = 2k - 1
existuje jediné @ tak, ze (a, b) sa zhoduje s dvoma z troch éisel x, x + 2k 4 1,
a1 4k - 20 Cykliénost tohto SST je zrejma.

1. Nutnost podmienky » - 1 alebo 3 (mod 6) je zrejma. Neexistencia
evklického SST v pripade £ = 1, n = 9 vyplyva napr. z [1], str. 221.

Veta 5 je dokazana.

Poznamka. Cast 1. dokazu vety 5 vyplyva uz aj z prac |3, 4, 5].

Na zaver by sme spomenuli v savislosti s eyklickymi SST este dve tdlohy.

. Dva cyklické SST toho istého radu st rozne, ak sa lisia aspon v jednej
trojici. Oznaéme podet roznych cyklickych SST radu n znakom R(n). Lahko
sa zisti. ze plati B(7) = 2, R(13) = 4, R(15) == 4, R(19) = 24. Prin = 6k - 1
alebo n = 6k 4 3, n £ 9 plati trividlne R(n) = 2k,

Ak mozno ¢isla 1,2, ..., 3k (resp. d&isla 1,2, ..., 2k, 2k + 2,2k - 3, ...
3k 1 1) rozdelit do k trojic tak, Ze v kazdej trojici je alebo siéet vietkych
troch ¢isel rovay 6k 4 1 (resp. 6k - 3), alcbo stiéet niektorych dvoch ¢isel
sa rovnd tretiemu (porovnaj [1], str. 224 a [2]), potom nazveme tento systém
trojic (o, b)-systémom (resp. (f, k)-systémom). Oznaéme podet roznych («, k)-
systémov, resp. podet réznych (£, k)-systémov ako fi, resp. gx.

liahko sa zisti, ze potom budd platit rovnosti

R(6k 4 1) = fi . 2k,

2
R(6k 4+ 3) == g5 . 2.

Uloha najst ¢isla R(n) sa teda redukuje na Glohu najst éisla fi a g

2. Dva SST toho istého radu sa nazyvaju disjunktné, ak neexistuje trojica
obsiahnuta v oboch SST. Oznaé¢me znakom u(n) maximalny podet po dvoch
disjunktnych SST radu n. Je zname, ze u(7) = 2, u(9) == 7, ale vo vSeobce-
nosti nie je o u(n) ni¢ zndme. Mozno preto skiimat $pecidlnejsiu dlohu:

Neeh p*(n) oznatuje maximalny pocéet po dvoch disjunktnych cyklickych
SST radu we Ak je n 3 (mod 6), n 4 9. potom je u*(n) = 1 (u*(9) - 0).
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Toto tvrdenic vyplyva napriklad z toho, ze kazdy cvklicky SST radu 64 -+ 3

musi obsahovat trojicu (0,20 4 1, 4% + 2). Analogické tvrdenie pre »
I (mod 6) neplati. Tak napriklad @#(7) = p*(13) - 2, 2*(19) 6. Co mozno

povedat vseobeene o p*(6h 4 1) 7
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A NOTE ON CYCLIC STEINER TRIPLE SYNTEMN
Alexander Rosa
Summary

A Steiner triple system of order n with elements 1, 2, ..., nis called eyelie if containing
the triple (v, ¥, ), it contains also the triple (x |- 1, y -1+ 1, z 4- 1) with numbers taken
modulo n. In the first part of this note combinatorial results analogous to those i [3, 4, 5]
are given. These results are used in the second part of this note for a new construction
of a cyclic Steiner triple system of order n for every admissible 2. i ¢ a new proct of
following theorem (proved first in [2]) is given:

Theorem 5. A cycliec Steiner triple system of ovder » exists if and only if » =1 or 3
(mod 6), n # 9.

The given construction permits to construct cyclic Steiner triple systems of two adjacent
orders 6k - 3 and 6k |- 7 for £ 4 1 in a certain uniform mannecer.

At the end of this note two problems related to eycelic Steiner triple systems are for-
mulated.
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