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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 16, 3, 1966

0 MNOHOSTENOCH BEZ OPISANEJ GULOVEJ PLOCHY II

ERNEST JUCOVIC, Presov

Vsetky mnohosteny, o ktorych bude re¢. s konvexné. Pojmy buda pouzité
v rovnakom vyzname ako v [6]. Teda o mnohostene M povieme, Ze je bez
opisanej resp. vpisanej gulovej plochy, ak Ziaden s M izomorfny mnohosten
nie je taky, ze vsetky jeho vrcholy lezia na gulovej ploche, resp. Ze vSetky
jeho steny sa dotykaju gulovej plochy.

Existenciu takych mnohostenov dokazal Steinitz [1], Griinbaum [2]
zostrojil dalsie. V [6] je dokazané, ze sedem je minimalny podet stien mnoho-
stena bez opisanej gulovej plochy.

V nasledujucich riadkoch vo vete 1 vyélenujeme jednu skupinu mnohostenov
bez opisanej gulovej plochy; tieto navyse nemajui hamiltonovski kruznicu.
(Kruznica mnohostena —- v grafovom vyzname —- je postupnost 4,h14z2hs. .. A4,
jeho navzdjom roéznych vrcholov A4; a navzajom réznych hran h;, v ktorej
kazdy prvok inciduje s predchadzajicim. Hamiltonovska je taka kruznica
mnohostena, ktora kazdy jeho vrchol obsahuje.) Vo vete 2 sa zaoberame
maximalnym poé¢tom vrcholov mnohostena s » vrcholmi, ktoré nemoézu lezat
na gulovej ploche, mnohostenu opisanej.

Pouzijeme tieto Steinitzove [1] vety:

S1: Mnohosten je bez opisanej gulovej plochy prave vtedy, ak k nemu kon-
jugovany mnohosten je bez vpisanej gulovej plochy.

S
S2: Ak medzi ¢ stenami mnohostena M existuje trieda 7' s m = -- stenami
2

takymi, Ze ziadne dve steny tejto triedy 7' nie st susedné, potom je M bez
s
vpisanej gulovej plochy. Pri m = - to nastane, ak existuju také dve
, : 3 2
steny, ktoré nepatria do triedy 7' a maja spoloéna hranu.

Veta 1. Mnohosten M s mepdrnym poltom 2g -+ 1 wrcholov, ktorého vietky
steny maji parny pocet hrdn, je bez opisane) gulovej plochy. Nemd hamiltonovski
kruZnicu.

Dokaz. Graf z vrcholov a hran mnohostena M je planarny a kazda kruz-
nica k£ v nom ohranic¢uje oblast, pozostdvajicu z 2ki-, 2ke- ... 2k;-uholnika.
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Kazda hrana je spolocnd prave dvom stendm; ak je w pocéet hran. spolocnych
stenam leziacim v ooblasti ohranidenej kruznicou L. potom md kruznica £
20k 1 ke 4 k) 2m 2n hran. Ale hamiltonovska kruznica mnoho-
stena M by musela mat neparny pocet vecholov, teda i hrdn. ¢o nie je podla
predehiadzajiceho mozné, T'ym je dokdzand druhd Cast vety,

Podla Konigovej vety (pozri Berge [3]) je bichromaticky taky grafl ktorého
vietky kruznice st parncho stupna. Jeho vecholy mozno potom rozdelit do
dvoch tried tak, ze ziadne dva vrcholy tej istej triedy nie st suzedndé (nemaji
spolo¢ntt hravn). U mnohostena M je potom v jednej triede najviac ak ¢.
v druhej najmenej g -+ 1 ovreholov. Steny mnohostena 70 konjugovaného
ku M. st potom rozdelené do dvoch tried tak. Ze st splnené podmienky N2
M’ je teda bez vpisanej gulovej plochy a podla 81 je M bez opisancj gulove]

plochy.

.

Obr. . Obre, 2.
Poznamka [. Na obr. 1 je mnohosten s najmensim poctom stien (devit)
bez hamiltonovskej kruznice: spina predpokiady nasej 1. vety. K tomuto
zaveru sme dospeli tak. ze sme o vietkych mnohostenoch s« EO06.708
stenami zistili, ze hamiltonovska kruznicu majii. (Prehlad tychto mnohostenov
podla Britcknera [4] a Hermesa [5].)
Poznamka 2. Na zaklade ST a vety 1 plati: Mnohosten = neparnym poctom
stien, ktového vsetky vrcholy st parncho stupna. je bez vpisanej culove]
plochy.

Veta 2. Nech Iy je mnozina vsetlyeh anohostenor s i vvcholmi. Pre I - 1,
wnadi g (Y = v, kde v je maximdalny poéel jeh vrcholor mnohostena (zo-
morfucho s I, kloré lefia na gulove] ploche. muohostena 1 opisane).
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) gy - max ¢(H), H=T, plali

noo—11
(n g (1) '

3

Daokaz vykoname tak. ze ku kazdému » = 14 zostrojime mnohosten,
ktory splna (1), Najprv pre » 2(mod 3); budeme uvazovat o mnohostene
K danému konjugovanom a dokazeme:

Neeh je I, mnohosten s o~ 3k + 2 stenami, izomorfny s tym. ktory
vznikne .odseknutim® vrcholov £-bokého hranola (6. j. zamenou jeho vreholov
za trojuholnikové steny, pricom nie st odstranend celé hrany hranola -

) no— 1 -
obr. 2). Najmenej b3 == — stien I, sa nedotyka gulovej plochy,

.

do 11, vpisanej.

Pri dokaze budeme potrebovat aj obrateny postup k odseknutiu trojhran-
ncho vrchola, totiz nahradenie trojuholnikovej steny trojhrannym vrcholom.
Uvizme najpry, kolko trojuholnikovych stien méze H), mat, ktoré nie je
mozné nahradit trojhrannym vrcholom.

Majme stenu A BC, dalej hrany AK, BL. CM. Stenu ABC trojhrannym
vrcholom nahradit nie je mozné vtedy, ked sa roviny ABK, BCL, ACM
nepretinajie vopolpriestore opacnou k polpriestoru A BC K. To nastane, ak
kazdd z dvojic ublov v KABa -y LBA, | LBCa -, MOB, - MCAd a -7 KAC

md siucet ~0 2R, Mnohouholnik ABL ... KA ma najmenej 6 vrcholov. Ak by
P NAB by LBA <7 2R0 potom pri ziadnej inej hrane mnohouholnika

ABL 0 KNA. patriacej aj trojuholniku, neméZze byt stdet vnutornych uhlov

“2R. lebo ind¢ by mnohouholnik ABL ... KA nebol konvexny. Na kaZdej
z0 dvoch stien mnohostena /7, ktoré¢ vznikli z podstav hranola, moze teda
existovaf iba jedna dvojica susednych uhlov, ktorych siéet je <= 2R. Mnoho-
sten /1, ma teda najviac ak dve trojuholnikové steny, ktoré nie je mozné
nahradit trojhrannym vrcholom.

Ozna¢me o, ... age trojuholnikové steny, ktoré vznikli | odscknutim®
vrcholov hranola, fi.... f; osemuholniky (na mieste povodnych boénych
stien), y1.ye 2k-ubolnikové podstavy. Pripustme, ze medzi trojuholikovym
je maximalny pocet, t. j. dve, takych stien, ktoré nic je mozné nahradit troj-
hrannymi vrcholmi: nech st to «, os.

Pripustme, ze sa gula vpisand do mmohostena I typu H, dotyka m == 2k - 6
stien. teda sa nedotyka p == k —— 4 stien. Ak medzi tymi nedotykajicimi sa
je =7 p trojuholnikovych, ktoré je mozné nahradit trojhranymi vrcholmi.
vikonajme to. Dostavame mnohosten N s 3k -+ 2 -—2z == 2k |- 6 stenami.
medzi ktorymi je w =2 2k — (b — 4) = Lk -+ 4 trojuholnikovych, ktoré vsetky
sac vpisanej gulovej plochy dotykaja: dalej méa Ny (B + 2) stien i, 7, a snad
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i oq, o2, ktoré sa vpisanej gulovej plochy nedotykaji. So stenami ;. :;.
ktoré sa jej nedotykaji, vedme rovnobezné roviny, dotykajice sa vpisanej
gule. Ziadna z tychto rovin neodsekne taku stenu, ktord sa dotyka vpisancj
gule, neodsekne teda ziadnu z tych w = k -+ 4 trojuholnikovych (z ktorveh
ziadne dve nie s susedné), ani nesposobi, aby mali spoloénii hranu. Naproti
tomu moéze takd rovina, rovnobezna napr. s pi celkom odscknut iba taku
stenu, ktord sa vpisanej gule nedotyka; po odstraneni stien o, ¢ - 1.2
ktoré sa vpisanej gule nedotykali, to mozu byt iba steny fi, vi. a1, 221 dosta-
vame mnohosten Na. V mnohostene Ny vedme roviny rovnobezné so stenami
o, o2, dotykajuce sa vpisanej gule. Tym sa pocet stien nezmeni. ale moze
sa stat, Ze nové trojuholnikové steny o), «, maji spolotné hrany s trojuhol-
nikovymi stenami mnohostenu Ng; takto vytvoreny mnohosten. oznacme
ho N, by mal vpisant gulu. Ale mal by « | » stien, v ==k 4 4, 0w =k = 4
trojuholnikovych, z ktorych Ziadne dve nemaji spoloénit hranu: to je spor
s 82. Neexistuje teda mnohosten H typu H,, ktorému vpisand gula by sa
dotykala m = 2k + 6 jeho stien. O mmnohostene typu Hj;, konjugovanom
ku H,, potom plati, Ze ziadnych jeho m = 2k + 6 vreholov nelezi na opisane]

gulovej ploche (podla S1 a vlastnosti polarneho zobrazenia). Tvch vreholov.

n 11
ktoré na opisanej gulovej ploche nelezia, je teda najmenej & - 3
Tym je veta dokazana pre n 2(mod 3), n =7 14
Pre n = 3k + 3, resp. n = 3k + 4 nasadme ihlany na jednu resp. dve
(trojuholnikové) steny mnohostena Hy, ktory podla predchadzajiceho spiina
(1). Najviac ak 2k + 6 resp. 2k ++ 7 vrcholov tychto mnohostenov lezi na

Obr. 3. Obr, 4.
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opisanej gulovej ploche, lebo v opatnom pripade by 2k + 6 vrcholov mnoho-
stena Hy lezalo na opisanej gulovej ploche, ¢o podla predchadzajiceho nie je
mozné. Tych vrcholov, ktoré na opisanej gulovej ploche nelezia, je potom

v oboch pripadoch aspon k& — 3 = 5 -

Poznamka 3. Pre n < 16 plati nasledujuci odhad lepsi ako v (1):

) =1 pre n =8,9,... 13, ¢(n) = 2 pre n = 14, 15, 16.

Mnohosten, ktory vznikne nasadenim ihlanov na steny Stvorstena, je podla
Steinitza [1] bez opisanej gulovej plochy; ma 8 vrcholov. Pre n = 9, 10, 11,
12, 13 nasadme na jeho steny 1, 2, 3, 4, 5 ihlanov; takto vzniknuty mnohosten
nema vietky vreholy na opisanej gulovej ploche.

Pre n = 14 mnohosten na obr.3 obsahuje dve sedmice bodov, kazda
7. ktorych obsahuje bod, neleziaci na opisanej gulovej ploche. Kazdych tych
sedem bodov spolu s prislusSnymi hranami tvori konfiguraciu na obr. 4. Keby
tvch sedem bodov lezalo na opisanej gulovej ploche, pretala by ona hrany
AL Ao M, A3N v bodoch, ktoré spolu s pouzitymi 7 bodmi by boli vrcholmi
mnohostena na obr. 5, ktory by tak mal opisanti gulovi plochu, ¢o je spor
s Grianbaumom [2). Alebo opisana gulova plocha nepretina hrany 4:1L. 42M,
A3N, potom aspon jedna zo spominanych sedmic obsahuje viac ako dva vrcho-
Iv neleziace na opisanej gulovej ploche. Pre n = 15, resp. 16 nasadme jeden
resp. dva ihlany na jeho trojuholnikové steny.

Poznamka 4. Usudok z dokazu 2. vety umoziiuje takto zosilnit Steinitzovu

s
vetu 82: Ak medzi s stenami mnohostena M existuje trieda?” sm = stenami
9

takymi. Zze ziadne dve steny tejto triedy nie st susedné, potom sa Zziadna
do M vpisana gulova plocha nedotyka
S

vietkych stien triedy 7. Pri m =

to nastane, ak mnohosten M ma hra-
nu, ktord neinciduje so ziadnou stenou
triedy 7. (Pozri [7].)

Obr. 5.
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lKrnest Jucovie
Summary

The following theorems are proved: 1. A convex polyhedron with an odd number
of vertices, all faces of which are of even order, is without o circumsphere. 20 et 15,
be the set of all convex polyhedra with n vertices. For H e 1) denote g (H) I "
where ¢ is the greatest number of vertices of o polvhedron of type £ Iving on o cireum-
sphere. For ¢(n) max (M), H ¢ 'y, we have
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