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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 3, 1963

POZNAMKA O FAKTOROVYCH POLOGRUPACH
DANEJ POLOGRUPY

ROBERT SULKA, Bratislava

L. N. Sevrin sa v niekolkych svojich pracach [1, 2] a [3] zaoberal nilpologrupami,
nilpotentnymi a lokalne nilpotentnymi pologrupami.

Pod nilpologrupou S budeme rozumiet taki pologrupu S s nulou 0, Ze ku kazdému
prvku x € S existuje prirodzené Cislo n, pre ktoré x" = 0.

Pologrupu S s nulou 0, ktora ma ti vlastnost, Ze pre nejaké prirodzené &islo n
je S" = 0, budeme nazyvat nilpotentnou pologrupou.

Nech dalej S je pologrupa s nulou 0, ktorej kazda ¢iastoéna pologrupa, vytvorena
koneénym poctom tvoriacich prvkov, je nilpotentna. Takito pologrupu budeme
nazyvat (ako Sevrin) lokalne nilpotentnou pologrupou.

V tejto praci budeme vySetrovat rézne vytvéarajice rozklady % pologrupy .
k nim patriace faktorové pologrupy S a vzfahy medzi nimi, ked niektoré z tychto
faktorovych pologrup st nil-(lokalne nilpotentné) [nilpotentné] pologrupy. Specialne
S* = § — J bude znacit Reesovu faktorovii pologrupu, ktorej jednou triedou je
ideal J a ostatné triedy sa jednoprvkové mnoZiny.

L. N. Sevrin vo svojej praci [2] doké4zal, Ze homomorfnym obrazom nil-(lokalne
nilpotentnej) [nilpotentnej] pologrupy je nil-(lokalne nilpotentnd) [nilpotentn4]
pologrupa.

Z tohto tvrdenia vyplyva zrejme;

Lemma 1. Ak S je nil-( loka’lne_nilpotentna’ ) [nilpotentnd] pologrupa, je takouto po-
logrupou aj faktorovd pologrupa S (teda Specidlne aj S* = S — J).
Lahko sa dokaZe (na zdklade homomorfizmu) tieZ tato

Lemma 2. Nech Reesova faktorovd pologrupa S* = S — J pologrupy S je nil-
(lokdlne nilpotentnd) [nilpotentnd] pologrupa. €(J) nech je jeden (lubovolne zvoleny)
vytvdrajiici rozklad na S, ktorého jednou triedou je idedl J. Nech S(J) je faktorovd
pologrupa, patriaca k rozkladu €(J). Potom S(J) je tie? nil-(lokdlne nilpotentnou)
[nilpotentnou] pologrupou. -

PretoZe pocitanie s triedami faktorovej pologrupy sa di previest na pocitanie
s reprezentantmi tychto tried, plati

Lemma 3. Nech faktorovd pologrupa S(J) pologrupy S je nil-(lokdlne nilpotentnd)
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! nilpotentnd ] pologrupa. Poton tieZ Reesova faktorovd pologrupa S* = S — J je
nil-(lokdlne nilpotentnou) nilpotentnou | pologrupou.
Z lemmy 2. a 3. dostaneme priamo tito vetu:

Veta 1. Nech {6 (J)| k=K je mnoZina vSetkych vytedrajicich rozklador polo-
grupy S, ktoré maju za jednu triedu idedl J a -{§K(J) | ke K nech je ninoZina k tymio
rozkladom patriacich faktorovych pologrip. Potom ak jedna = tychto faktorovyceh
pologrip je nil-(lokdlne nilpotentnou) nilpotentnou| pologrupou, sii vsetky.

Z vety 1. vyplyva

Veta 2. {6, (J) |~ € K} je podsvdzom svizu vSetkych vytvdrajicich rozklador na S.
Dalej zrejme (na zaklade homomorfizmu) plati

Lemma 4. Nech faktorovd pologrupa S, je zdkrytom faktorovej pologrupy S 1
ktord je nil-(lokdlne nilpotentnou) | nilpotentnou] pologrupou. Potomi S, je tie:
nil-(lokdlne nilpotentnou) ! nilpotentnou| pologrupou.

Odtial vyplyva

Lemma 5. Najmensi spolocny zdkryt S Iubovolného poctu faktorovych pologrip
pologrupy S, ktoré si nil-(lokdlne nilpotentnymi) [nilpotentnymi. pologrupami, je
nil-(lokdlne nilpotentnou) ! nilpotentnou/ pologrupou.

Lahko sa tiez dokaze

Lemma 6. Nech J, a J, sii dva idedly pologrupy S a faktorové pologrupy S| =
=S —Jya S, =S — J, nech sii nil-(lokdlne nilpotentné) |nilpotentné’ pologrupy.
Potom faktorovd pologrupa Sy, = S — (J; 0 J,) je tiez nil-(lokdlne nilpotentnou)
[nilpotentnou] pologrupou.

Désledok. Majme konecny pocet idedlov J(i = 1, ..., n) pologrupy S. Faktorové
pologrupy S; = S — J, (i = 1. ..., n) nech si nil-(lokdlne nilpotentné) | nilpotentné
pologrupy. Potom faktorovd pologrupa S — ((\J;) je tieZ nil-(lokdlne nilpotentnou)

i=1

[nilpotentnou] pologrupou.
Odtial vyplyva

Veta 3. Nech J, (i = 1, ..., n) je konecny pocet idedlov pologrupy S s nulou 0.
Nech faktorové pologrupy S; = S — J; (i = 1, ....,n) si nil-(lokdlne nilpotentné)
[nilpotentné] pologrupy a (\J; = {0}. Potom S je tiez nil-(lokdlne nilpotentnou)

i=1
[nilpotentnou] pologrupou.
Nasledujuci priklad ukazuje, Ze veta 3 neplati pre nekoneény pocet idealov.

Priklad. Interval S = {0, 2/3> s obyfajnym nasobenim ako operéaciou je polo-
grupou. Prenik idealov J, = <0, 1/n), n =2, 3, ... je {0}. KaZda z faktorovych polo-
grip S, =S — J, (n = 2,3, ...) je nilpotentnou pologrupou. No S zrejme nie je
nilpotentna.
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Lemma 7. Najvicsie spolocné zjemnenie konecného poctu faktorovych pologrip
pologrupy S, ktoré sii nil-(lokdlne nilpotentnymi) 'nilpotentnymi, pologrupami, je
nil-(lokdlne nilpotentnd) | nilpotentna | pologrupa.

Dokaz. Nech S; (i =1, ..., n) je konecny pocet fakterovvch pologrip polo-
grupy S. ktoré st nil-(lokalne nilpotentnymi) [nilpotentnymi] polegrupami a S nech
je ich najvicsie spoloéné zjemnenie. J; (/ = |, ..., n) nech su tie idealy z S, ktoré su
tricdami prislusnych vytvarajucich rozkladov 4, (/ = 1, ..., n), patriacich ku fakto-
rovym pologrupam S; (i = 1, ..., n). Ked oznadime S; = S — J,, vyplyva z lemmy
3.0 7¢ S st nil-(lokaine nilpotentné) [nilpotentné] pologrupy. Dalej je zrejme J =

n
= ) J; tvm idcalom z S, ktory je triedou vytvarajuceho rozkladu . patriaccho

i1

i

kv faktorovej pologrupe S. Potom viak z désledku lemmy 6. vyplyva, 7e faktorova

pologrupa $* = 8 — J = § — () J)) je tieZnil-(lokalne nilpotentnou) [nilpotentnou]
i=1
pologrupou. Z lemmy 2. potom dalej vyplyva, Ze¢ aj faktorova pologrupa S je nil-
(lokalne nilpotentnou) [nilpotentnou] pologrupou.
Na zaklade doteraz dokazaného plati

Veta 4. Vietky vytvdrajiice rozklady €, 4 € L danej pologrupy S, ku ktorym patriace
faktorové pologrupy S,, A€ L si nil-(lokdlne nilpotentné) [nilpotentné] pologrupy,
tvoria svaz S(€,) [S,], ktory je podsvizom svdzu € vsetkych vytvdrajicich rozkladov
pologrupy S.

Zrejma je aj

Veta 5. S,(S,)[S;] obsahuje jednotkovy prvok svazu S (ktorym je maximdlny rozklad
pologrupy S) a obsahuje nulovy prvok svizu & (ktorym je minimdlny rozklad pologrupy
S) prave vtedy, ked S je nil-{lokdlne nilpotentnou) [nilpotentnou] pologrupou.
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3AMETKA O ®AKTOPIOJYIPVIIIIAX 3AJAHHOM MOJIYITPVIIIbI
PoGept Llynka
Pe3rome

CraThs 3aHMMAETCS NPABHIILHBIMHA Pa30HEeHUsMHE 3aJAHHOH HOJIYTPYNIbI, K KOTOPHIM IPHHALIE-
Kaime (GakTopmoNyrpynmnsl SBISAIOTCS HHIb-(JIOKAIbHO HIIBHOTCHTHBIMH) [HHJIBIIOTEHTHBIMH]
nonyrpymmamna. OHE 06pa3yioT CTPYKTYpPY.

A NOTE ON FACTOR-SEMIGROUPS OF A SEMIGROUP
Robert Sulka
Summary

The paper deals with such determining decompositions (congruence relations) of a semigroup
that the factor-semigroups which belong to these decompositions are nil-(locally nilpotent) [nilpotent]
semigroups. They form a lattice.
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