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VALEMATICRO BYZIRATNY ¢ asaprls Sal I A T

ZUR DARSTELLUNG
DES GRAVITATIONSFELDES HOMOGENER
VORPER DURCH FLACHENINTEGRALE

FIBOR KOLBENHEYER. KonSice

Dic Berechnung des Gravitationsfeldes verschiedenartiger homogener Korper,
dicin vicken Fillen die notwendigen Unterlagen entweder zu einer quantitativen
Dcutung, oder zu gewissen Reduktionen der Ergebnisse gravimetrischer Messungen
bictet. berufit meisiens entweder auf ciner exakten. oder ciner angendherten nu-

merischen (eventuceil auch graphischen) Auvswertung der Volumintegrale
—>
- M dr " "Rdt
U= nro \ F =Ko S - (h
R R
T T

—
Dabcei bedeutet U das Potential, der Vektor F die Intensitiat des Gravitationsfeldes
in cinem beliebigen Punkte P(x, y, z), ~ die Gravitationskonstante, ¢ die Dichte,

>

t das Volumen des Korpers, R den Radiusvektor des laufenden Punktes Q(&, n, ()
im Integrationsgebict in Bezug auf P und R = PQ den von P gemessenen Abstand.
Dic exakte Berechnung der Integrale (1) ist jedoch auch fiir verhiltnismaBig cinfache
Korper oft ziemlich verwickelt. Vom Gesichtspunkt der gravimetrischen Inter-
pretation interessicren uns auflerdem in steigendem Mafe auch noch die hdheren
Ableitungen des Potentials nach den rechtwinkligen Koordinaten (x, y,z). lhre
Berechnung durch mehrmalige Differentiation des Potentials ist ebenfalls ziemlich
kompliziert, selbst in solchen Fillen, wenn U explizit mittels bekannter elementarer
Funktionen ausgedriickt werden kann. Es ist deshalb oft zweckméBiger die hoheren
Ableitungen des Potentials durch die entsprechenden Volumintegrale auszudriicken
und dic letzteren zu berechnen. In allen solchen Fillen, wo man bei der Bercchnung
der Integrale (1) auf numerische Verfahren angewiesen ist, stellt ein solches Vorgehen
praktisch den einzigen zuverldBigen Weg dai.

Im vorlicgenden Aufsatz soll gezeigt werden, daBB sowohl die Integrale (1), als
auch dic cntsprechenden Volumintegrale fiir dic hoheren Ableitungen des Poten-
tials stets in Fliachenintegrale iliber die Oberfliche des Korpers verwandelt werden
konnen. Die Anzahl der zur Berechnung deir Schwerewirkung notwendigen Integra-
tionen verringert sich dadurch um eins und diese Vereinfachung bedeutet methodisch
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einen nicht zu unterschidtzenden Vorteil. Es war das Ziel des Verfassers im fol-
genden die theoretischen Grundlagen der erwidhnten Methode klarzulegen.

Der Gedanke die Integrale (1) auf Flidchenintegrale zuriickzufiihren ist nich ganz
neu. Fiir zweidimensionale homogene (und zum Teil auch nichthomogene) Korper
sind mehrere Berechnungsmethoden bekannt, die auf einer Zuriickfithrung der das
Potential und seine Ableitungen ausdriickenden Flidchenintegrale auf Kurven-
integrale beruhen, wobei der Schnitt des Korpers mit der zu seiner Streichrichtung
senkrechten Ebene (z, x) als geschlossener Integrationsweg zu nehmen ist [1], [2], [3].
Auf demselben Prinzip arbeiten auch die meisten, zur Auswertung der Schwere-
wirkungen zweidimensionaler Korper dienenden mechanischen Integratoren. Einige
von den weiter unten angegebenen Formeln, wie (2) und (6), sind sogar unmittelbar
dem bekannten Formelapparat der Potentialtheorie entnommen. Sie dienen dort
allerdings nicht zur Berechnung von Feldern, sondern zum Beweis einiger grund-
legender Sitze. Einige Versuche, wie [4] oder [5], zeigen zwar, wie diese Formeln
auch fiir gravimetrische Zwecke nutzbar gemacht werden konnen, ihre Anwendungs-
moglichkeiten sind jedoch in dieser Hinsicht noch bei weitem nicht erschopft. Eine
zusammenfassende Darlegung der theoretischen Grundlagen der erwidhnten Methode.
die einerseits auch die hoheren Ableitungen des Potentials, andererseits das Feld
sowohl im AuBenraum, als auch im Innern der anziehenden Massen erfassen wiirde.
fehlt vollkommen.

Wir konnen in der Potentialgleiching (1) den reziproken Abstand 1/R durch
L AR ersetzen, wo A den Laplaceschen Operator bedeutet und erhalten dann nach
Anwendung des GauBschen Integralsa‘zes

X T AR N §
U="2d" 45 =" & cos (nR)dS, (2)
T cu 2

wo wir mit S die Obeifliche des Korpers und mit # ihre duBece Normale bezei >hnet
haben. Es sei # der Ausiand des Aufpunktes P von der Beriihrungscbene zu S in
demjenigen Punkte dicscr Fldche, in dem wir das Fliachenelement betrachten. Das
Vorzeichen von /i wihlen wir posi.iv oder negativ ie nachdem ccs (nR) positiv oder
negativ ist. Dann kénnen wir (2) auch in der Ferm

KO h
=reqp 3
U 3 § R ds (3)

S

Schrciten. Es sei bemerkt, dall in Cen p aktisch in Frage kommenden Fillen eventuclle
sirgtieritdtcn der Fliche S keine Rclle spielen.

Fir das Feld aulerhalb des Korpers war die Beziehung (2) schon Gaull bekannt.
Es 146t sich jedoch leicht zeigen, dal (2) und (3) auch im Innern des Korpers gelten.
Liegt ndhmlich der Aufpunkt P im inneren Gebiet, so schlieBen wir ihn als singuldren
Punkt mit Filfe einer Kugelflict e K, deren Mittelpunkt in P liegt, aus dem Integra-
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tionsgebict aus. Den Halbmesser a dieser Kugel wihlen wir so klein, dafi K ganz
im Innern des Korpers liegt. Das Potential in P denken wir uns dann aus dem
Potential des homogenen Korpers mit dem kugelformigen Hohlraum und dem
Potential U™ der homogenen Kugel zusammengesetzt und es ist

H__ds - ‘L’ids] LU
on

Auf der Fliche K ist aber 6R/dn = 1 und aus der bekannten Formel fiir das Potential
im Innern einer homogenen Kugel,

v )2 _ 2 o )2
U,‘—‘znh'()l:dz— (S ~\) +('l 3.V) +(5 Z) ] (4)

wo (<. i, Q) die Koordinaten des laufenden Punktes Q und (x, y, z) die Koordinaten
des Kugelmittelpunktes bedeuten, folgt U = 2niga®. Man sieht dann leicht,
daB3 (2) und folglich auch (3) im inneren Gebiet tatsdchlich gelten.

Da das Gravitationsfeld eines homogenen Korpers stets als Grenzfall des Feldes
cines homogenen Polyeders aufgefal3t werden kann, kommt dem Feld eines solchen
Polyeders prinzipiell eine besondere Bedeutung zu. Bezeichnen wir die einzelnen
Flichen des Polyeders mit S, (v = 1,2, ...), so ist der Abstand A, des Aufpunkies P
von S, fiir alle v konstant und es ist

=7Zh U, U™ = ko —dRi (5)
Sy
wo sich die Summenbildung auf alle Flichen des Polyeders bezieht und U™ das
Newtonsche Potential des mit einer Flachendichte ¢ belegten homogenen Vielecks S,
darstellt.
Ist ¢ eine stetig differenzierbare Ortsfunktion, so gilt fiir dic Komponente X der
Feldstirke nach einer in [6] abgeleiteten Beziekung

_ o cos (nx) 1 do
X = h§ R ds + fR FE dr, (6)

N

wo wir, wie vorher, unter ¢ die x-Koordinate des laufenden Punktes im Integrations-
gebiet © verstehen. Letztere Formel ist, wie ebendort bewiesen wird, sowohl fiir
das duBere, als auch fiir das innere Feld giiltig. Fiir homogene Korper kann

also der Vektor Fder Feldstidrke durch die Formel
- ndS

F=— —_— ' 7

K@§ R )
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ausgedriickt werden, wo wir mit # den Normaleneinheitsvektor der Fliache S be-

zeichnet haben.
—_—

-

Auf den einzelnen Flachen eines Polyeders ist # konstant. Bezeichnen wir mit n,
den zu S, gehorigen Normaleneinheitsvektor, so folgt aus (7) fiir ein homogenes
Polyeder die nach Mehler benannte Beziehung

-

F= =Y naU", (8)

wo U™, wie in (5), das Newtonsche Potential des homogenen Vielecks S, bedeutet.

Die Beziehung (7) ermdglicht eine in vielen Fillen einfache Berechnung der zu
den Grundflichen senkrechten Komponente Z des Feldes eines geraden Zylinders
oder Prismas von beliebigem Querschnitt. In Abb. | ist ein solcher Zylinder dar-
gestellt, dessen Grundflichen S; (i = 1, 2) in den Ebenen z = z; liegen. Die x-Achse

Abb. 1.

des rechtwinkligen Koordinatensystems haben wir wegen der Einfachheit der Zeich-
nung durch den Aufpunkt P gelegt, diese spezielle Wahl des Systems spielt jedoch
bei den weiteren Uberlegungen keine wesentliche Rolle. Da an der Mantelfliche
des Zylinders (oder Prismas) n, = 0, an den einzelnen Grundflichen dagegen
n, = (—1)! ist, erhalten wir

7Z = UM — U(Z), 9)

wo U'' das Newtonsche Potential des mit einer Flichendichte ¢ homogen belegten
beenen Flichenstiicks S; im Punkt P bedeutet. Man sieht also, dafl in dem soeben
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betrachteten Falle die Vertikalintensitdt des Storfeldes gleich der Differenz der
Newtonschen Potentiale der beiden Grundflichen ist. Die Berechnung der Potentiale
homogener cbener Fliachenstiicke 1a8t sich jedoch, wie wir sogleich zeigen werden,
auf cine Integration iiber die Berandung s; des betreffenden ebenen Gebietes zuriick-
fithren. Es sei S: (Abb. 2) das betrachtete Fliachenstiick, P; die orthogonale Projektion

von P auf die Ebene von S;, z; = PP, der Abstand des Aufpunkts von dieser Ebene

i

G £

Abb. 2.

und r der von P; gemessene Abstand. Die bis auf eine additive, fiir das Weitere
belanglose Konstante bestimmte Funktion

2, 2
P = Ko J Jz'f ", (10)

wo \/2,2 +r2=R ist, geniigt der Poissonschen Gleichung A® = kg/R. Liegt nun P;
im Innern der geschlossenen Kurve s;, so umschlieBen wir diesen Punkt mit einem
Kreis K, dessen Radius wir so wéhlen, daBl K ganz im Gebiet S; liegt. Alsdann ist
nach dem GauBschen Satze, wenn wir die duBlere Normale zu s; mit N bezeichnen,

, Or , ds
§¢(,)7N—ds—§(b(,)ds=l<g —Iz—-. (ll)

s K si—-k

Es ist jedoch
r o
SN = cos(Nr)—T,
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wo nun r den Abstand des laufenden Punktes Q der Kurve s; von P, und ¢ den
Abstand des Punktes P; von der Tangente ¢ bedeutet, die s; in Q beriihrt. Die Grofe o
ist positiv oder negativ, je nachdem bei dem in Abb. 2 durch Pfeile angedeuteten
Umlauf P; rechts oder links von ¢ liegt.

Das zweite Integral an der linken Seite von (11) hat infolge (10) den Wert

2m\‘g\/ziz + a* und durch den Grenziibergang @ — 0 erhalten wir schlieBlich

</ 2
; ovZI;i+r~
U= ’\'Q(£ - 17 ds — 2nno | z; . (12)
’

Liegt P; auBerhalb der Kurve s;, so fillt das Glied 2nkg | z; | aus naheliegenden
Griinden weg. Durch (5). (8), (9) und (12) wird die Berechnung des Feldes eines
homogenen Polyeders, oder der zu den Grundflichen eines geraden Zylinders von
beliebigem Querschnitt senkrechten Komponente der Feldstdrke auf einfache
Integrationen zuriickgefiihrt. Fiir Polyeder hat man allerdings, entsprechend der
frither getroffenen Vereinbarung, in (10) und (12) 4, statt z; und s, anstatt s; zu
schreiben. Es sei dem Leser iiberlassen sich davon zu iiberzeugen, daB sich das
Integral in (12), wenn s; ein Vieleck ist, in geschlossener Form durch elementare
Funktionen darstellen 14Bt. Ohne die Losung der gravimetrischen Aufgabe fiir
ein homogenes Polyeder hier in expliziter Form anzugeben, konnen wir also schlieen.
daB diese Losung in einer solchen, nur elementare Funktionen enthaltenden Form
angegeben werden kann. Fiir einen homogenen endlichen geraden Kreiszylinder
konnen die Komponenten der Feldstdrke in abgeschlossener Form durch die voll-
stdndigen elliptischen Normalintegrale aller drei Gattungen ausgedriickt werden.

Wir kehren nun wieder zur Anziehung durch ganz beliebig geformte Korper
— — —

zuriick, indem wir von (7) ausgehen und beachten, daBl n = dR/dn und AR = 0 ist.
Aus dem Greenschen Satze folgt dann

1 5;{ -> ¢ 1

. I — 3
fﬁ[:R on R on (R):Ids 0 (3
s

und fiir den Fall, daBB P ein duBerer Punkt ist, haben wir

nds [—> o (1 hR
S S S

Zu derselben Formel gelangt man offensichtlich auch wenn P im Innern des an-
zichenden Korpers liegt, nur hat man in diesem Falle anstatt des Greenschen Satzes
die Greensche Formel anzuwenden, also an der rechten Seite von (13) zunichst

— —

4nRp zu schreiben, was wegen Rp == 0 am Ergebnis nichts dndert. Aus (7) und (14)
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-
folgt dann cine andere Darstellung des Feldvektors F durch ein Fldchenintegral
in der Form

F = ,\-gf# R gs. (15)

Fir dic zweite Ableitung U, des Potentials eines inhomogenen Korpers mit
stetig differenzierbarer Dichteverteilung ¢ = o(&. . J) gilt sowohl im dulleren, als
auch im inneren Gebiet die aus der Potentialtheorie bekannte Formel

I o ¢ [1
= <?> cos (nx)dS — « f7 e <E> dt

und analoge Beziehungen gelten auch fiir U.. und U,, [6]. Fiir homogene Korper

~

g I

folgt hieraus erne Darstellung dieser zweiten Ableitungen durch Flichenintegrale
in der Form

e o[
U, = 1\-9#) ,‘“(: (RA) cos (nx)dS, v, = z\-gﬁ) -;:—;7— (7() cos (ny)ds,
S

S !
U, = 1\‘033 4(—\{;— (l_;) cos (nz)dS. (16)
d -

Ahnliche Formeln kénnen auch fiir die gemischten Ableitungen U,,. U,. und U.,
crhalten werden. Es ist z. B.

2
c I
U . =kKko| ——(—
! \éf ox Oy <R

und durch Anwendung des Gaufischen Satzes folgt hieraus

I I o a 1
S =K —{ - )dS =k = x)ds. I
U, r\)% o <R)cos(n_x)d5 Agfﬁ P (R>cos(n\) S (17)
3 3

Der obige Beweis gilt zwar wieder nur fir das duflere Feld. die Formeln (17)
sind jedoch auch fiir das Innere des anzichenden Korpers richtig. Schlieit man
nimlich den im Innern liegenden Aufpunkt aus dem Integrationsgebiet t, wic
frither. durch die Kugelfliche K mit hinreichend kleinem Radius aus, so ist der
Beitrag zu U, der innerhalb K liegenden Massen nach (4) gleich Null und (17)
ailt mit der Abédnderung, daBl nunmehr zum Integral iber S noch das entsprechende,
tiber A erstreckte Oberflachenintegral hinzugefiigt werden soll. Letzteres verschwindect
jedoch. wie man sich leicht iberzeugt, identisch fiir alle Werte des Kugelhalbmessers.

Fithrt man voriibergehend &, = &. 2, = n, {3 = I ein. ordnet centsprechender-
weise auch den Koordinaten v, y. = der Reihe nach dic Symbole v, x,, x; zu und

229



setzt cos (nx;) = n;. so sind. wie man sich ohne besonderc Schwierigkeit iiberzeugen

. | J 1 0 |
Ty = 5 ‘10-5,—— <F) n, + (7:,’\-(—1—{—) n,] (18

Gk =1.2.3)

kann,

die rechtwinkligen Komiponenten eines symmetrischen Tensors (77,) zweiter Stufe.

Ebenso bilden auch die {/;, einen symmetrischen Tensor (Uy). Die Gleichungen (16)
ik ik &

und (17) lassen sich dann in ciner einzigen tensoriellen Gleichung

(U = r\'g§(T;k) ds (19)
N
zusammenfassen.
Fiir den in Abb. I dargestellten Zylinder (oder fiir ein Prisma) ergibt sich aus (16)

. ) ¢ {1 . J 1
]
S> St

Beachtet man nun. dal}

7= —kp J‘—(:z— <%) ds = KQJ“:“};-jf— ds
; s

Si S,

die Z-Komponente der in P von der homogenen Grundfliche S; ausgeiibten An-
ziehung darstellt. so erhilt man

U,=272"~272, (200

eine Formel, die (9) analog ist und die Berechnung von U.. wesentlich erleichtert.
Die GroBen Z? kénnen, dhnlich wie U9 in (12), durch Integrale lings der geschlosse-
nen Kurven s; ausgedriickt werden. Beachtet man, daB3 Z" = —¢¢/' /¢ ist. so folgt
aus (12) sofort

; ods I
ZW = —koz; ) —— e -+ 2WR0
2 /2 2 Tz

JorrdzE 4y i

falls P; innerhalb S; liegt. Ist hingegen P; in Bezug auf S, ein duBerer Punkt. so muf
das Glied mit 2nrp weggelassen werden. Handelt es sich um das Feld eines homo-
genen Prismas, so ist S; ein Vieleck und die zu seiner Ebene senkrechte Komnenente
Z der Anziehung kann mit Vorteil mittels der durch Talwani und Ewing in [7]
ausgcarbeiteten Methode. oder des in [8] beschriebenen Goguelschen Verfahrens
berechnet werden.

Genauso wie (20) konnen fiir den in Abb. 2 betrachteten Fall auch die Bezichungen

L’,.' — /\,»11\_ /\,(:2 [/4 — Y(}\_ )42»

yz
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bewiesen werden, wo X und Y die Horizontalkomponenten der durch das homo-
gene cbene Fldchenstiick S; in P ausgelibten Anzichung bedeuten. Letztere kénnen
zuniichst durch die Flichenintegrale

: S

S O

und dann. nach Anwendung der Greenschen Integralformel. durch die tber die
geschlossene Randkurve s; erstreckten Kurvenintegrale

)(’“': —](Q(#,d}él_ )'“‘): I\’(_)#}Ei;‘ (2‘)

s St

ausgedriickt werden. Im betrachteten Falle reduziert sich also dic Bestimmung der
gemischten Ableitungen U . und U cbenfalls aul einfache Integrale. Ist s5; ein
beliebiges Vieleck. so lassen sich, wie man leicht nachweist, die Integrationen in (21)
in geschlossener Form, mit Hilfe elementarer Funktionen durchfiihren.

Fiir em Polyeder kann (19) mit Riicksicht auf (18) in der Form
oo y o (1 . ¢ (1
(Uy) = 71\‘@; [ni )_[‘(7? <—R—/)d5 + n} ’-[ 5. <F) dS:'

(v)
i

(v)

geschrieben werden. wo nun n;” und #," die betreffenden Komponenten des zu S,

>
gchorigen Normalencinheitsvektors n'™) bedeuten. Es ist jedoch

& |
XV = ko | ——(=)ds
‘ A <R>

Oy

dic i-te Komponente der Intensitit des von S, hervorgerufenen Feldes und mit
dieser Bezeichnung hat man

(Ui =~ X [0 + XS] @

als Erweiterung der Mchlerschen Formel (8) aufl die zweiten Ableitungen des Po-
tentials, dic iibrigens auch unmittelbar aus der letzterwdhnten Formel abgeleitet
werden kann. Da alle S, Polygone sind. lassen sich die GroBen X{” mit Hilfe des
bereits erorterten Formelapparates in endlicher Form durch elementare Funktionen
ausdriicken.

Vom Gesichtspunkt der gravimetrischen Interpretationsmethoden interessieren
jedoch nicht nur die ersten und zweiten Ableitungen des Potentials, sondern in
steigendem Mafle auch einige von seinen hdheren Ableitungen. Es wird deshalb wohl
nicht ohne Interesse sein. die Frage nach der Darstellbarkeit der hoheren Ableitungen
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des Potentials durch Integrale iiber die Oberfliche des Korpers in allgemeiner Form
zu behandeln. Zu diesem Zweck fithren wir die Bezeichnung
AN
U ,
Uy = ;,-0;,-: e (N=id k>0 i k=012 )
ax'cy’ oz

¢in und beachten, daB3 dann

~N h

: 1
U= (=1 B (~ d 23
ifk ( ) Kgfﬂ:l ,\1’7’(“75“ \R T ( )

ist. Das obige Volumintegral 148t sich mit Hilfe des GauBschen Satzes auf so viele
Arten in Integrale liber die Oberfliche S des Korpers verwandeln, wie es unter den
Kocerdinaten £. n. { solche gibt, nach denen man in (23) mindestens einmal zu diffe-
renzieren hat. Es besteht ndmlich immer wenigstens eine der Beziechungen

i (7’\‘ 1
= (-1 : s, i>0.
Ui = ( )h@f’)(’_ (7;1 (,\< )cos(n\) i>
S

*l\—l
Ui = 1" }\Q(i) o < )cos(nv)dS ;> 0. (24)
’E‘(}; ok
i ;;N
Uiy =(— ly)NI\‘Q ( )cos(n S. k> 0. (25)
o (7;1 Y,
)

Um zu beweisen, dall diese Formeln auch dann gelten. wenn sich der Aufpunkt im
Innern der anziehenden Massen befindet, setzen wir voraus, dafl etwa k > 0 ist. Wir
umschlieBen wieder, wie oben, P mit der Kugelfliche K und beachten, daf3 der Bei-
trag zu U/, der innerhalbt K liegenden Massen fiir N > 2 entsprechend (4) ver-
schwindet (fiir ¥ < 2 ist der Beweis schon erbracht). Um den Beitrag der Kugel-
fliche zum Flachenintegral (24) zu untersuchen. fithren wir Polarkoordinaten mit P
als Anfangspunkt derart ein, dal3 die Polarachse die Richtung = habe. Dann ist

oVt (1) & —xop— - 2)
(w‘éi(f’,,j(gk—l (F R2V-1 :

wo @ ein homogenes harmonisches Polynom vom Grade N— 1 in den Veridnderiichen
(E—x. n—y, {—z) ist [9]. Letzteres 1aBt sich in Polarkoordinaten bekanntlich in der

Form
N-1

¢ = RV-! Y (A4, cos mo + B, sinmp) P (cos $)

m
m=0

schreiben, wo PY_ (cos &) die Legendreschen Funktionen. 4,, und B,, irgendwelche
Konstanten bedeuten. Weiter ist

cos (nz) = P, (cos $), dS = a” sin 3dd de

]
xS
0o



und bildet man entsprechend (24) das Integral iiber K, so sieht man sofort, daf} cs
wegen der Orthogonalitdt der Legendreschen Funktionen identisch verschwindet.
Dic Giiltigkeit der Gleichungen (24) ist damit auch fiir das innere Gebiet erwicsen.

AuBer (24) gibt es noch eine Reihe anderer Moglichkeiten die Ableitungen des
Potentials durch Flidchenintegrale darzustellen. Schreibt man z. B. in (25) k statt k — 1,
NURH

oY Y
¢=RNT O (ﬁ, (N=i+j+k>0;ij,k=012_.) (26)

cE'an’ ot

cin harmonisches Polynom vom Grade N in den Verdnderlichen (¢ — x. n — v.
. — ). Da @ homogen ist, hat man

Regrad & = No. (27)

Andererseits ergibt sich aus dem GauBschen Satze, da @ harmonisch und also
div grad @ = 0 ist,

‘ l ~v¢) i 2 5 — 2N+
qp R*M! 7w 95 = J div (R™*¥" grad @) dr = j grad @ grad R™*" " 'dt
.\'

cn
und weiter, da grad R-2¥Y1 = _ QN — 1) R;RZN“. mit Riicksicht auf (27)
i 1 2 v
‘i‘zds = —N(2N - 1) 4? dr. (28)
RIN-1 on ~ RN
S T

Beachtet man nun (26), so sieht man an Hand der Bezichung (23), daBl das an der
rechten Seite von (28) auftretende Volumintegral bis auf den Faktor (—1)¥ko mit
der Potentialableitung U, ibereinstimmt. Es ergibt sich auf diesem Wege eine
weitere Darstellung der Ableitungen des Potentials durch Flicheintegrale, und zwar
m der Form
AN+ 1 ~ o
_ (=07 ke l' (Tdi ds. (29)
NQN = 1) J R an
s

ijk

die fiir das dullere Gebiet fiir alle N = 1 gilt. Man kann indessen mit Hilfe des oben.
schon mehrmals angewandten Verfahrens leicht zeigen, daB3 diese Formel fiir alle
Ableitungen, U,q, Ugao und Uyg, ausgenommen, ihre Giiltigkeit auch im inneren
Gebict bewahrt. Der Beweis stiitz sich auf die Tatsache, dal3 der Beitrag der innerhalb
der Kugel K befindlichen Massen gleich Null ist und das iiber K genommene Integral
Qt) Rz.l\‘ . (—F‘II; ds verschwindet, weil R konstant und ¢ harmonisch ist. In den

IN
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Ausnahmefillen U,po. Ugao und Ugor muld in (29) rechts noch das Glied —(4/3) nro

hinzugefiigt werden.

Eine weitere Darstellung durch Flichenintegrale, die besonders oei homogenen
Polyedern zu interessanten Bezichungen fiihrt, ergibt sich, wenn man (29) mit Hilfe
des Greenschen Satzes uimformt. Nach diesem ist ndmlich

- o C a0
<j> . —dS+J¢AR ~""dr:¢d)i ( . )us
R? (n on R’. -1

N T N

wobei zu beachten ist, dal} A® = 0. Wir sctzen hier

o < I >=< (2N = 1)h AR-2¥ 1 AN = DN =)

p2N+1 " SN
R R

wo /i wieder den (verabredungsgemif3 positiven oder negativen) Abstand des Auf-
punktes von der Beriihrungsebene zur Korperoberfliche bedeutet. und erhalten

weiter unter Beachtung von (26)

1 1
I + - N — — =
fﬁkm—' = dS + 2N - 1)(2 1)f rﬂﬁ” <R>df
S
S

Setzt man hierin fiir die links stehenden beiden Integrale ihre aus (23) und (29)
folgenden Werte ein, so ergibt sich schlielich

. DA ) ho
Uuk - ”("W —n ﬁ— _1—{-2V+Ids (30)

N

Einen bereits friithce erorterten Sonderfall der letzteren Formel stelit dic Gleichung
(15) dar, wenn man sie fiir die einzelnen Komponenten der Feldstirke hinschreibt.
Wie man sofort sieht, gilt (30) fiir alle N > 0 mit der Ausnahme N = 2. Dies erklirt
sich dadurch, daB fiir N = 2 das Integral in (30) verschwindet. Sonst gilt (30) wieder
nicht nur im AuBenraum, sondern, wie wir fiir N = 1 bereits gezeigt haben, auch
im inneren Gebiet. Fiir N > 2 erkennt man dies daran, daB fiir die Kugel K das

Integral in (30) verschwindet, weil # = R konstant und f(b dS = 0 ist fir jedes
K

homogene harmonische Polynom vom Grade N > 0.
Beachtet man wieder, dall an den einzelnen Fldachen eines Polyeders cos (nz)

konstant ist, so folgt fiir & > 0 aus der dritten Formel (24)

o1 1 ]
U = (=1)" I\OZLOS(H *)f E (7 e <F>d5'
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Es ist jedoch, wie man leicht sieht,

AN-—-1 /1
M= (=D - —‘)d 31
o= (=1) 'Q‘ PEpWp \R/ N (3hH
S.

nichts anderes. als die durch die unteren Indizes angedeutete Ableitung des Potentials
der mit der konstanten Flidchendichte ¢ belegten Fliche S, . Fiir ein Polyeder folgt also

U= —y Ul oy cos(nz). (k > 0) (32)

als eine weitere Verallgemeinerung der Mehlerschen Formel (8) und ebenso beweist
man auch die Formeln

) R ,
Uin = _Z U? 1, 7.k €08 (1,X), Uijn = _Z Uil 1 cos (nyy),
v v

dic fir i > 0 bzw. j > 0 sowohl im Aullenraum, als im Innern des Korpers gelten.
Fiir den in Abb. 2 dargestellten geraden Zylinder folgt aus (32) eine Erweiterung der
Bezichungen (9) und (20) in der Form

U= Ul oy = U3y (k=1,2,..) (33)

dic sich in praktischer Hinsicht gut bewihrt.
Da /i an den einzelnen Fldchen des Polyeders ebenfalls konstant ist, hat man an
Hand von (30) fiir N £ 2 auch

(*])Ni-l ) &
Uijk-——m—f\gzv:hv R2N+l—dS

Sy

und das Integral unter dem Summenzeichen kann infolge (26) und (31) in der Form

N
j__.. (P, —dS = (_ 1L U(\')
KQ

ijk

geschrichen werden. Man erhélt auf diese Weise
1 h (v)
Ui = *2‘_—7\;/*2 yUij (34)
v
als allgemeinere Form der Gleichung (5).
AbschlieBend sei noch bemerkt. dall der Greensche Satz auch unmittelbar cine
Darstellung des Potentials und seiner Ableitungen durch Fliachenintegrale gestattet.

Ist nimlich ¥Y(Z. 5. {) irgendeine partikulidre Losung der Poissonschen Gleichung
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AY = ko (also z. B. ¥ = 1/2 k&% W = 1/2K0(n — »)*. ¥ = koR?/6 usf.) und
beachten wir. daB (A®/R*N ') = 0ist fiir die durch (26) definierte Funktion &, so ist

[ P oY ¢ [ ,
oo— N —y—
U =(=1) ?I:Rzzh 1 on Y N <R2NH )Jd.S
S

eine solche (fiir praktische Zwecke allerdings nicht sehr handliche) Darstellung der
Ableitungen des Potentials im AuBBenraum.
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O MPEACTABJIEHUU TPABUTALIMOHHBIX TOJEN OAHOPOIAHbLIX TE.T
fFIPH TTOMOIIN MHTETPAJIOB ITO MNOBEPXHOCTHW TEJTA

Tubop Konbbenxeiep
Pesiome

B cTaTbe pa3paboTadbl TEOPETHYECKHE OCHOBbI METOHA PELICHUS MPSAMOU I'PABHMETPHUYECKOM
3a4a4M, OCHOBAHHOIO Ha MPEACTABJICHUN TPABUTALMOHHOIO MO IPOUIBOILHOIO OAHOPOIHOIO
Tesa MpU MOMOLIM MOBEPXHOCTHBIX UHTErPAJIOB. MTerpanpl, GUIrypUPYIOLINKE B U3BCCTHBLIX (OPNY-
nax (1) MOXHO npuBECTH, Npu nomolin Teopemur OcTporpanckoro-Iaycea, kK nurerpasas 1o
HOBEPXHOCTH MPUTAMUBAIOUICTO Tesid. TemM CaMbiM MOHMXKAETCS YUCIO MHTErpannid, HEOOXOAHMbBIX
JUISE BBIYMCIICHUST TPABUTALIMOHHOTO TOJISE TEJ1a, 4T0O MOXKET UMEThb, C TOUYKM 3PCHMUS MPAKTHYCCKNX
BbIMMC/ICHHH, KpynHOoe 3Hauyenue. [loTeHUMA Tejia MPOM3BOIBHON (GOPMbI MOKHO TIPEACTABHTD
fIPU NOMOUIK COOTHOMIEHMH (2) 1 (3). BEKTOP HANPSHKEHHOCTH [0S NPH NOMOLLM 0O UIMX GopMmy: 1 (7))
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u (15), 11c /1 0003HAYACT PACCTOAHUE TOUYKH. B KOTOPOH Mbl PACCMATPUBACM M0JIE M KACATCIbHON
TLUIOCKOCTH TTOBEPXHOCTH Tejla B MEPEMEHHON TOYKE, B KOTOPOH Mbl PACCMATPUBAEM IIEMEHT 110-
sepxuoctt dS. B cnenyroweit yactu paboThl BIBOAATCS COOTHOLLEHUS, TIPU MOMOLLIM KOTOPbIX
BBIPAKAIOTCS TAKXKE BTOPbIE MPOU3BOAHBIE MOTEHUHAIIA MO NPSIMOYTOJIBHBIM KOOpIMHATaM (X. y, z),
4epe3 MOBCPXHOCTHbBIE HHTErpabl. Tak Kak At UCTOKOBAHUS TPABUMETPUYECKUX NAHHBIX NMPUMEH-
SIOTCsI BCC 00J1ee HEKOTOPbIE MPOU3BOIIHBIE €LUe BBICLIMX MOPSIKOB, TO 3aKAFOUYEHHUE CTATbU MOCBsI-
HICHO BBLIBOAY OOUIMX COOTHOLICHHH TSI BBIPAXEHUS OOLIMX TPOU3BOAHBIX MOTEHIMANA OIHOPOI-
HOrO Tesla MPU MOMOLUM TTOBEPXHOCTHBIX MHTErpasioB. Ocoboe BHUMAaHHUE YICSCTCS BbIPAXKEHUIO
NOTCHUMAIA W €ro NMPOU3BOIAHBIX IJIs Cllyyasl MPOM3BOJIBHOTO MHOrOrpaHHuMka. HanpspkeHHOCTb
110151 MOXKHO BbIPA3UThb B 3TOM CJly4yae, MPU MOMOILU MOTEHLMAIOB OTAEIBHBIX FPaHEl MHOrOrpaH-
HUKQ 11 HCKOTOPBIX T€OMETPUYECKUX MapaMeTpoB M3BecTHOMN (opmysioi Mennepa (8), HO aHalo-
FHYHBIC NIPOCTbIE COOTHOMEHHs (5), (22) u (32) MOryT ObITh MOJYYEHbI U AJIS MOTEHLUMUAIA U €ro
APOU3BOAHBIX BbICUWIUX MOPSIKOB.
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