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MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK X CisSLO 4

7/ TEORIE KONECNYCH GRAFOV S LINEARNYM
FAKTOROM III

ANTON KOTZIG, Bratislava
5. Q-grafy a nasytené Q-grafy

Nech @ je Tubovolny graf s linearnym faktorom, U nech je mnozina jeho
uzlov. O grafe ¢ budeme hovorit, Ze je {)-grafom, ak Tubovolné dva jeho uzly
st v reldcii Q, t. j. ak plati Uy = {U}. Z tasti I a II tejto prace je zrejmé toto:
ak z grafu (7 obsahujiceho aspon jeden linedrny faktor odstranime vietky také
hrany a len také hrany, ktoré spojuji uzly z réznych tried rozkladu U/,
vznikne tak isty graf (prijali sme pren oznadenie (), v ktorom Iubovolna kom-
ponenta je Q-grafom; ak ( je nasyteny graf, potom Iubovolni komponenta z (/
je nasyteny Q-graf. Zatial ¢o v predoslvch Sastiach venovali sme pozornost
konstrukeii grafov s linedrnym faktorom a konstrukeii grafov nasytenych, pri
ktorej sa vychadza z daného grafu (!, teraz sa budeme zaoberat vlastnostami
komponent grafu G (t. j- vlastnostami (2-grafov), pomocou ktorych (ako sa
ukazalo v predoslych éastiach) mozno skonstruovat Iubovolny graf s linear-
nym faktorom, ktory ma isté pozadované vlastnosti. Ukazeme najmi, Ze po
urcitych redukeiach zmeni sa Iubovolny @2-graf na graf, ktorého kazdy élen
je nasvtené jadro.

Prv vsak odvodme si niektoré pomocné vety potrebné pre dalSie skiimanie.

Lemma 7. V Q-grafe, ktoryy ma viac neZ dva uzly, neexistuje takd hrana, ktord
by patrila do kaZdého linedrneho faktora tohto grafu.

Doékaz. Ak v grafe (7 existuje hrana h, ktora je hranou kazdého linearneho
faktora (7, potom o uzloch w, », ktoré tato hrana spojuje, nevyhnutne plati « Qv
a Tubovolny uzol w z (7 (kde u # w = v, nie je v relacii 2 s uzlom w. Potom
vsak bud G obsahuje prave dva uzly (a to uzly u, »), alebo ak obsahuje viac
nez dva uzly, nie je 2-grafom. To dokazuje lenmu.

Lemma 8. Graf, ktory je Q-grafom, neobsahwie Ziadnu artikuldciu.

Doé6kaz. Nech (7 je lubovolny Q-graf, w Iubovolny uzol, L, Iubovolny li-
nearny faktor grafu G.

Predpokladajme oproti tvrdeniu lemmy, Ze « je artikuldcia grafu . Oznaé¢me
znakom A ti hranu z L, ktora je incidentna s uzlom . Nech g je Iubovolna
hrana incidentnd s uzlom w» a patriaca do iného ¢lena nez hrana h. Nech »
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(resp. w) je druhy koncovy uzol hrany % (resp. hrany ¢). Plati zrejme: [ubovolna
cesta v (¢ spojujtca nzly », w obsahuje uzol w a hrana incidentnd s uzlom u
z tej Casti takejto cesty, ktord spojuje uzol w s uzlom w, patri do toho istého
¢lena grafu ¢ ako hrana g. Pretoze G je Q-graf, existuje v G cesta (' spojujiica
uzly v, w, ktora ma tato vlastnost: l'ubovolna z jej hran patri aspon do jedného
linedrneho faktora grafu . Nech f je t4 hrana z C, ktord je incidentnd s uzlom u
a patri do toho istého ¢lena grafu ¢ ako hrana ¢g. Ozna¢me znakom L, lubovolny
linearny faktor grafu (' obsahujici hranu g. Kompozicia L, x L, obsahuje
zrejme taka ~-kruznicu vzhladom na L,, ktord obsahuje aj hranu A, aj hranu f.
Cize: hrany h, f patria do toho istého ¢lena grafu (¥ a aj hrany h, ¢ patria do
toho istého ¢lena grafu (/' — spor s predpokladom. Predpoklad existencie
artikulacie v Q-grafe vedie ku sporu. Preto Q-graf nemodze obsahovat artiku-
laciu. Dokaz je vykonany.

Nech ¢ je lubovolny G-graf, V, = {v, ¢,, ..., ¢,} nech je Tubovolna trieda
rozkladu U} a nech L je Tubovolny pevne zvoleny linedrny faktor grafu (.
Definujeme si mnoziny V,, V,, ..., V, uzlov grafu ¢ takto: uzol u z  patri do
mnoziny V, prave vtedy, ked v grafe ¢/ existuje taka x-cesta vzhladom na L.
ktora spojuje uzol s uzlom v, a okremuzla» neobsahuje uz Ziadny iny uzolzV’,.

Priamo z definicie mnozin V,, V,, ..., V, vyplyva toto: ziadny uzol z I’
nepatri do ziadnej mnoziny z mnozin systému V = {V,, V,, ..., V,} a ziadna

z mnozin systému V nie je prazdna (ak totiz h; je ta hrana z L, ktora je inci-
dentnd s uzlom v;, potom druhy koncovy uzol tejto hrany zrejme patri do ¥
z V). Dokazme si tieto dalsie pomocné vety:

Lemma 9. Lubovolnyg uzol z G nepatriaci do Vy patri aspon do jednej mnoZiny
systému V.

Dokaz. Nech u je lubovolny uzol z G nepatriaci do V,. Uzol « nie je v re-
lacii A s uzlom v, (ina¢ by patril do V). Preto existuje v-cesta vzhladom na L
spojujuca nzol w s uzlom v, Nech € = wy, by 5, Uy, oo Uy, g, oy sy, Uy, (Kde
Uy = U Uy, = vy; w,; sU uzly, b, s@ hrany a hrana £, ., spojuje v grafe (/
uzly u; #* u; ,) je Tubovolna takato cesta. Co L patria zrejme tieto hrany
cesty C: hy o, by o, .o, by oy 5, Ak cesta O okrem uzla ¢ == u,, neobsahuje
uz ziadny iny uzol z V,, potom uzol w patr{ do 7, a platnost lemmy je zrejma.
Predpokladajme, ze €' obsahuje okrem uzla », eSte aspon jeden uzol z Ty. Nech
x je najmensie také ¢isloz {2, 3, ..., 2m}, o ktorom plati: uzolw, e ('patrido I',.
Je zrejmé, zZe x nemdze byt neparne ¢islo (lebo indé¢ by ¢ast cesty € spojujica

uzly u,. u,,, bola xv-cestou vzhladom na L, ktord spojuje dva uzlv z V,, a to
nie je mozné — uzly z Vs totiz v relacii A). Teda x je parne ¢islo a je u,
=vel,. Ciastotna cesta cesty !/ spojujtica uzol w, = u s uzlom u, = r, je
viak takou v-cestou vzhladom na L, ktord okrem uzla v; neobsahuje uz ziadny
iny uzol z V,. Preto uzol « patri do ¥,z V. To dokazuje lemmu.

Lemma 10. Lubovolng wzol graju G nepatriaci do Vo patri prave do jednej mno-
finy systému V.
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Dokaz. Vzhladom na platnost lemmy ¢ stad¢i dokiazat toto: fTubovolny uzol
7. (7 nepatriaci do F, patri najviae do Jedne] z mnozin systémn 1. Predpokla-
dajme oproti tvrdeniu lemmy, Ze isty uzol w z ¢ nepatriaci do V, patri naj-
meunej do dvoch mnozin syst¢ému V. Nech V;,V; st takéto dve mnoziny z V.
Podla definicie systému 7 existuji x-cesty C;, ', (vzhladom na L) také, ze
C; spojuje uzol u s uzlom v; a C; spojuje uzol u s uzlom »; a Ziadny vnitorny
uzol tychto ciest nepatri do V,. Je zrejmé, zz cesty (', C’; maji spolo¢ny
nielen uzol u, ale aj aspon jednu hranu. Tak napr. hrana z L incidentnd s uzlom
patri do oboch ciest. Plati zrejme aj toto: Ak isty uzol je spoloénym uzlom
oboch ciest, potom aj hrana z L incidentna s tymto uzlom patri do oboch ciest.

Postupujme po ceste C; vychadzajic z uzla « a najdime posledny uzol na
tejto ceste, ktory patri aj do C; (tento uzol oznacme znakom w). PretoZe hrana
z L incidentnd s uzlom w (oznaéme ju znakom g) patri nevyhnutne do oboch
ciest, poslednd hrana z ; patriaca tiez do C; patri nevyhnutne do L. Nech w
je druhy koncovy uzol hrany ¢. Pri opisanom postupe po ceste (', prideme
zrejme prv do ' a az potom do w.

A. Tvrdim: ak postupujeme po ceste (/; z nzla « do uzla v;, prideme prv
do uzla w" a az potom (po hrane g) do uzla w. Dokazme to. Keby sme prisli
po ceste ('; postupujiic smerom z uzla w do uzla v; najprv do uzla w a az potom
po hrane g do uzla ', znamenalo by to, Ze ¢ast cesty €'; od uzla @’ po uzol v,
spolu s ¢astou cesty €'}, a to od uzla w’ po uzol v;, by tvorili -cestu vzhladom
na L, ktora by spojovala uzly v;, v;. Tc¢ odporuje predpekladu, Ze v; -~ v;
patria do tej istejj triedy V, rozkladu U# To dokazuje pravdivost tvrdenia.

B. Tvrdim: Uzol w' ma tieto vlastnosti: (1) w" patri do V;; (2) w patri
do 17,5 (3) existuji v-cesty €7, ¢ (vzhladom na L) tak, Ze cesta C spojuje
uzly w’, v;, cesta '] spojuje uzly w’, v;, pricom cesty €7, €' maji spolotni
jedinit hranu (hranu g) a Ziadny vnttorny uzol ciest C;, C} nepatri do V. Do-
kizme to. Ozna¢me znakom €'/ (resp. C7) ti ¢ast cesty O; (resp. ), ktord spo-
juje uzol w’ s uzlom v; (resp. v,). Cesta C; (resp. (')) je zrejme v-cestou vzhladom
na L, ktord ma tato vlastnost: ziadny jej vntatorny uzol nepatri do V,.Z toho
ihned vyplyva platnost uvedeného tvrdenia.

Pretoze podla predoslého cesta O ovsahuje uzol ., nemdéze uzol w patrit
do mnoziny 1. Preto uzol w nie je v relacii A s uzlom v, a existuje takd v-cesta
vzhladom na L(oznadme ju (), ktord spojuje uzol w s uzlom »,.

(. Tvedim: cesty C7, (), maji okrem uzlov w, @' eSte aspon jeden uzol spo-
lo¢ny. Dokaz: ak by cesty €], (', nemali okrem uzlov w, W' a hrany ¢ uz ziadny
iny prvok spolodény, potom prvky oboeh tychto ciest by tvorili v-cestu
vzhladom na L spojujicu uzly v;, v, a to nie je mozné.

Nech ¢ je podgraf grafu ¢/, ktory obsahuje vSetky prvky ciest C;, €7, ¢,

ltory obsahuje len takéto prvky z (. Oznaiéme znakom H mnozinu hran
tohto podarafu. Definujme rozkiad B = {H,. H;, H;, Hy, H., H_,-} mnoziny {4
na triedy hrin takto: I/ cbsahuje jedint hranu ¢; do triedy H, (resp. H;) za-
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radme tie hrany z ) iné nez g, ktoré patria do ; (resp. (')); do triedy ! zn-
radme hrany z (', nepatriace ani do €] ani do ('] a napokon do triedy 1/,
(resp. ‘PZ/) zaradme tie hrany z O (resp. C}), ktoré nepatria do ('}, Ze R je
rozklad, t. j. ze ziadna z mnozin H,. /l;, II;, H,, i;, H; nie je prazdna a ze
7iadne dve z nich nemaja spoloény prvok, je zrejmé. Podla rozkladu R roz-
delme graf G na tseky takto: pod dsekom budeme rozumiet fubovolnid kompo-
nentu takého podgrafu grafu (7, ktory obsahuje vietky hrany a len hrany jednej
7 trie:d rozkladu R a okrem toho uz len uzly 7z G s tymito hranami incidentne,
Priamo 7 definicie rozkladu R je zrejmé, Ze Tubovolny dsek v (7 je cestou. e
tiez zrejmié, Ze uisek obsahujici hranu ¢ € f1 je v-cestou vzhladom na L. ktos
spojuje uzly w, w’ a dalej: Tubovoiny taky tsek z (7, ktory obsahuje hrany » #/
(resp. hrany z H ) je v-cestou vzhiadom na L v grafe ¢ (iebo dve v-vesty vahla-
dom na L s kazdym spoloénym uzlom maja spoloéni aj ta hranu z L. ktorad
je s tymto uzlom incidentnd).

Nech z je ten uzol z C7, ktory patri aj do €} (pozri tyvredenie €) a je svojim
poradim poslednym takymto uzlom, ak postupujeme po ceste (7 z uzla o do
uzla »;. Plati toto: bud je z = »,. alebo tsek (oznad¢me ho (%) spojujici uzl,
2, 1 (a obsahujiei nevyhnutne ltm. wrany z H;) ma tito viastnost: hrana z (),
incidentnd s uzlom z nepatri do L, zatial ¢o hrana z (') incidentna s ¢, patei
do L. Ostatné tseky grafu &' oznaéme znalkemi €', (', ..., (" Lubovolny taky
tisek (iny nez ), ktory obsahuje hrany a len hrany patriace do jednej z tycht
tried: fl; H H,, ma tato vlastnost: hrany patriace a nepatriace do 1 su
striedaji a prva a posledna hrana tseku nepatri do 1.

Dopliime graf ¢ o dal$ie dve hrany, a to o hranu ¢’ spojujicu uzly . -

a o hranu ¢” spojujicu uzly w’, v;. Graf, ktory takto vznikne, oznacéme zna-
kom (7. Definujme si cesty (T (r=0,1, ..., p- 1) v grafe (7 takto: pre r =-
= 1,2 ...,p je (‘ =0C,; obsalmje okrem uzlov v;, »; jedine hranu y’

v pripade, ze z = v;a () ohsahu]e usek ) a okrem toho uz len hranu ¢ a uzol
ak je z 3£ v;; C’H 1 obsahu]e hranu ¢” a u7ly s nou incidentné.

Plati toto: (a) Iubovolny uzol z @ je bud uzlom druhého stupiia, alebo je
uzlom tretieho stupna v grafe @; (b) Iubovolny uzol z (7 je incidentny prave
s jednou hranou z L: &iZe: munozina hrin z I patriacich do 7 je mnozinou hran
istého linedrneho faktora L grafu (f: (c¢) lubovolna z ciest C (r = 0, 1,

p + 1) obsahuje neparny pocet hran: (d) koncovy uzol Iubovolnej cesty (', je
uzlom tretieho stupna v grafe (7; (e) hrany patriace do L a nepatriace do /. xa
v Tubovolnej z ciest striedaju.

D. Tvrdim: V grafe ¢ existuje v-kruznica vzhlfadom na 1, ktord obsahuje
hranu ¢’. Dokazme to. Utvorme graf F' takto: nech ¥ obsahuje vietky tie nzly
a len tie uzly z (7, ktoré st uzlami treticho stupiia a nech ¥ mi tieto hrany:
fos fis oo fp 1, pricom hrana f spojuje tie uzly v /', ktoré st koncovymi
uzlami cesty v grafe (. Graf F je potom pravidelnym grafom tretieho stupna
a zrejme neobsahuje most. Nech #,. je mnozina tych hran z F, ktoré v zmysle
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vissie uvedenom zodpovedaji tym cestam z (Cy, Oy o (,/');Kl,} ktoré s

cestami vzhladom na L v grafe . Mnozina H, je mnozinou hrin ist¢ho
linedarneho faktora £, gratu F. Je zndme, ze o lubovolnom pravidelnom grafe
treticho stupiia, ktory neobsahuje most, plati: Fubovolna hrana grafa je hranou
aspon jednej «-kruznice vzhladom na dany linedrny faktor gratu. Teda [, je
hranow istej v-kruznice vzhladom na L, v grafe F. Nech fy, fi,, fi,, - ... f. st
tie hrany v £ ktoréd patria do tejto kruznice. Z toho, ako bol kongiraovany
arat Fovypiyva ihned toto: prvky grafu (!, ktoré sa vyskytaji aspoin v jednej
rociest Cy 0o 0, tvoria istt x-krazaicu b (vzhladom na —77) vograde (4.

=

/

inruznica A obsahuje prvky cesty Oy a teda aj hranu ¢'. To dokazuje nase
tvrdenie,

. Tyvrdinme: Keaznica Kz predodlého tvrdenia neobsahuje heanu ¢”. Dokaz:
kruznica A cbsahuje hranu g incidentni s uzlom ¢, Pretoze K je v-kruznicou
vzhladom na Loa ¢ nepatri do L (lebo ¢’ nepatri ani do ¢ a teda ani do 1),
musi drohd heana z K incidentnd s uzlom »; patrit do L. Touto druhou hranou
nemoze byt hrana ¢”. lebo hrana g” taktiez nepatri do L. Cize ¢” nepatri do K.
Dokaz je vykonany.

Ak z kruznice A odstranime hranu ¢, vznikne tak ista x-cesta vzhladoin
na L. ltord spojuje uzly »;, v;. Poedla predoslého tato y-cesta neobsahuje
hranu ¢” a teda celd patri do grafu (7 a tyrm aj do grafu (. Tato cesta je potom
zrejme v-cestou vzhladom na L v grafe (¢, ktora spojuje uzly v;, v;. To je spor
« predpokladom, Ze uzly v;, v; (patriace do V) si1 v grafe ¢ v relacii A.

Predpoklad existencie takého uzla w z (¢ nepatriaceho do Vy, ktory by patril
najmenej do dvoch mnozin systému I, viedol ka sporu. Preto neméze v grafe (f
existovat uzol, ktory by patril do viac nez jednej mnoziny systému . To
dokazuje platnost lemmy.

Utvorme z grafu ¢/ grat (/| takto: odstrinme z grafu (7 vSetky tie hrany, ktoré
siincidentné aspon s jednym uzlom z Vo = (e, v,, ..., »,} a okrem toho
odstranme z (¢ vietky uzly patriace do ;. O podgrafe '\ grafu ¢ plati:

Lemma L Graf (B ma prave n komponent « dva wzly = (1 patria do tej istej
komponenty prave otedy, ked patria do 1ej isto] mnoZiny systému Vo= {V,,

AT

0t
| 4

Dokaz Nech s 4 s Tubovolné dva uzly z V. € 17, 7 definicie mnoziny V;
viplvva, ze v (7 existuja také dve v-cesty vzhladom na [ (oznacme ich C,
('), 7¢ (' spojuje uzly ;.80 ¢ spojuje uzly ;. ¢ a ziadoa z nich okrem uzla v;
neobsahuje uz iny uzol = 17,. Obe cesty (', (', obsahuji ti hranu h; z L. ktord
je imcidentna s uzlom ¢ (pretoze s to v-cesty vzhladom na L), Nech w; je
druhy koncovy uzol hrany h,. Uzol w; patri aj do cesty (' aj do cesty (', Ak
preto odstrinime z ohoch ciest prvky nepatriace do /7y (st to tieto prvky:
uzol r; a hrana b)), vziiikane tak z cesty (' (resp. z cesty (') cesta (') (resp. cesta
(). ktord spojuje uzol w; s uzlom s (resp. s uziom #). Obe cesty ('], (', patria
do ¢/ ateda uzol wy sivist v grafe (¢ aj s azlom s aj s uzlom . Z toho vyplyva,
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70 uzly s, t stvisia v grafe ¢\. Cize: lubovolné dva uzly 7z tej istej mnoziny
systému I” patria do tej istej komponenty grafu (7.

Dokazme teraz (aby sme dokondili dokaz lemmy) toto: Ak uzol 8 patri do
V,eV a uzol t patri do V,eV (kde « -~ b), potom uzly s,/ patria do réznych
komponent grafu (\. Staéi zrejme dokazat toto: v grafe (i | neexistuje tak:
hrana, ktora by spojovala dva uzly patriace do réznych mnozin systému .
Predpokladajme naopak, 7e v Gy existuje ista hrana A spojujlca uzly ;. n
pricom w,; patri do V;, u; patri do V, a je¢ -~ j; 4, je{1, 2, ... n}.

Podla predpokladu existuje v G ~-cesta vzhladom na L, ktord spojuje
uzol u; s uzlom v; (oznatme ju ;) a tiez x-cesta vzhladom na L, ktora spojuje
uzol u; s uzlom »; (oznac¢me ju ;). pricom cesta C'; {vesp. (';) neobsahuje zZiadny
uzol z Vy iny nez »; (resp. iny nez «;). Cesty ¢/;, €', musia mat isté hrany spo-
loéné (lebo inad¢ prvky tychto ciest a hrana £ by tvorili v-cestu vzhladom na /.
spojujicu v (* uzly »;. »; a to nie je mozné).

Nech Ci 20, Jr,2s Vay v e Jam—1, 300 Loy
g5 01 S0 hrany; hrana g, ., spojuje uzly 2, w, ;) a nech u,
prvy uzol cesty (!, patriaci tiez do C;, na ktory narazime pri postupe po ceste (',
ak vychddzame z uzla v; smerom k uzlu u;. Keby p bolo ¢islo pirne, potom by

i

(kde ay == v;; 2y, = w;; x, s uzly,

i

je poradim

dast cesty C;, a to od uzla »; po uzol x,, spolu s ¢astou cesty (; o uzla ¢ po
uzol wx, tvorili ~-cestn vzhladom na [, ktord by spojovala uzly », ¢, (spor
s predpokladom, ze je v;,4v;). Preto p je neparne ¢islo a hrana ¢, , pntr{ do L.
Z toho vSak vyplyva nevyhnutne toto: ¢ast cesty C; (od uzla v; po uzol x, ;)
je x-cestou vzhladom na L, a to takou cestou, ktord neobsahuje okrem uzla »,
ziadny iny uzol z V,. Podobne ¢ast cesty C; (od uzla v; po uzol »,.;) je v-ceston
vzhladom na L, ktord spojuje uzly v;, x, , a okrem uzla v, neobsahuje uz
ziadny iny uzol z V. Teda uzol @, ; patri do mnoziny V;€ 1" a patri tiez do
mnoziny V, € V. To je spor s lemmou 10. Preto v neexistuje hrana spojujiica
uzly z réznych mnozin systému V. Pretoze (| je podgraf grafu (7, nemoze ani
v (I, existovat hrana spojujiica uzly z réznych mmozin systému 7 a plati:

Vi, Ve, ..o, ¥V, s mnoziny uzlov jednotlivveh komponent grafu ¢/, ¢o bolo
treba dokazaft.
Lemma 12. Nech ' je lubovolny Q-graf, Vo ==l vy, ... 0,0 Tubovol i

trieda z Uk . Rozklad V mnoZinyg uzlov z G nepatriacich do Vyna triedy 1, Vy, ..
V., nie je zdvisl j (okvem oznadenia jednotlivijeh tried) od volby linedrneho fal -
tora L.

Doékaz. Lemma 12 je dosledkom lemmy 11.

Nech ¢ je Tubovolny graf a nech U je lubovolna podmnozina mnoziny U,
vietkych uzlov grafu 2. Utvorme z grafu G graf ( takto: (1) graf & obsahuje
vietky uzly z U, —U a okrem toho obsahuje dalii uzol u; (2) graf & obsahuje
vietky hrany z (s vynimkou tych hran, ktoré v (/' spojujic dva uzly z U
(3) hrana z ¢ incidentnd v grafe (¢ s uzlom (s jedinym uzlom) mnoZiny (" je
v grafe (/ incidentna s uzlom ¥ a incidencia ostatnyeh prykov z ¢ patriacich



do @ zostava v grafe @ zachovana. Budeme hovorit, Ze graf @ vznikne z grafu ¢/
splynutim uzlov mnoziny U7 do uzla %, ak graf (¢ vznikne z grafu ¢ vy&Sic
opisanym sposobon.

Plati tato veta:

Veta 31. Nech G je Lubovolny Q-graf, 1, lubovolny jeho linedrny fakior. Nech
Vo= {00, 0y, ..., 0} je istd trieda rozkladu Uk, V = {V,, V,, ...,V } tejto
triede prislichajici rozklad wmnoZiny wzlov z (F nepatriacich do Vo na triedy uzlov.
Nech graf ¢ vznikne z grafu G splynuting uzloy mroZiny Vo do wzla w,. Plati:
(1) graf (- ma prave n Elenov; (2) uzol wy vatri do vietkgjch n élenov grafu (@ (t. §.
uy je artikuldcion, ak n > 1); (3) lubovolny élen grafu G obsahuje okrem wzla w,
wi len také wzly a vietky talké uzly, ktoré patria do jednej z tried rozkladu V:
(L) lubovolnyj Elen grafu G je Q-graf.

Dokaz. Nech () je graf, ktory vznikne z grafu ¢, ked z neho odstranime
vietky uzly mnoziny V', a odstranime ties vietky tie hrany, ktoré st incidentné
v ({ aspoit s jednym uzlom z V. Podla lemmy 11 ma graf ¢\ prave n» komponent
amnoziny Vi, V,, ..., V, st mnoziny uzlov jednotlivych komponent grafu G, .
Graf (7 ma oproti grafu G\ naviac uzol %, a isté hrany, vSetky incidentné
s uzlom wy. Z uvedeného je zrejmé, ze uzly patriace do roznych tried rozkladu
patria do réznych ¢lenov grafu G.

Nech g, k; st lubovoIné dve hrany z (7, ktoré st incidentné aspoil s jednym
uzlom mnoziny V, e V. Pretoze G je Q-graf, & neobsahuje Ziadnu artikuldciu
(pozri lemmu 8) a mnoZina V; je mnozZinou uzlov istej komponenty grafu G,
existuje nevyhnutne v ¢ cesta C; obsahujica obe hrany g¢,, h;, ktord ma tieto
vlastnosti: jej koncové uzly patria do V,, a vietky vnatorné uzly patria do V.
Pryvky tejto cesty spolu s uzlom u, tvoria kruznicu v ¢, ktora obsahuje hrany g, .
h;. 7 toho vyplyva: vietky hrany z ¢/ incideritné aspon s jednym uzlom z V,
patria do toho isté¢ho ¢lena grafu G. Z uvedeného je zrejma platnost tvrdent (1).
(2), (3) nadej vety. Dokiazme platnost tvrdenia (4): nech ; (i = 1,2, ... n)
je ten ¢len grafu (7, ktory okrem uzla u, obsahuje uz len uzly mnoziny V.

A. Tvrdim: mnozina tych hran z L, ktoré patria do ;. je mnozinou hrin
ist¢ho linearneho faktora L, grafu ;. Dokizme to. Pretoze uzly z V,

; su
v grafe (¢ incidentné s tymi istymi hranami ak) v grafe ¢, plati toto: lubovolny
uzol z V;je incidentnny prave s jednou hranou z L;. Zostiava uz len dokdzaf,
ze uzol u, je incidentny prive s jednou hranou z L. To viak je zrejmé, lebo
druhy koncovy uzol hrany z L spojujiicej v grafe (f uzol »; s uzlom z V, patri
do (; a ziadny iny uzol z ¢/, nemoZe byt v grafe ¢, spojeny hranou patriacou
do L s uzlom w,. To dokazuje nase tvrdenie.

B. Tvrdim: lubovolng taka hrana z (7;, ktora v grafe (¢ patri aspon do jed-
ného linearneho faktora grafu (7, patri aspoi do jedného linedrneho faktora
grafu ;. Dokaz: toto tvrdenie vyplyva z lemmy 12, z tvrdenia A a zo skutod-
nosti, ze graf G ma oproti grafu ¢ viac len o tie hrany, ktoré spojuji dv:
uzly z Iy, teda o hrany nepatriace do ziadreho lineirneho faktora grafu (.
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Z uvedenych tyrdeni vyplyva toto: [ubovolné dva uzly grafu (¢; st v reldcii Q,
Gize: G, je Q-graf. Tym je dokdzané aj posledné tvrdenie vety.

Veta 32. Nech G je lubovolny Q-graf s viac ne dvoma wzlami. Ak rozllad (7%
neobsahwje tali triedu, ktord by mala viac neZ jeden wuzol, potom (I je nasylené
jadro.

Dékaz. Nech ¢ je Q-graf s viac nez dvoma uzlami. Podla lemmy 7 neexistuje
v (¢ hrana, ktora by patrila do kazdého linearneho faktora grafu 7. Ak roz-
klad U * neobsahuje triedu s viac ne# jednym uzlom. potom v ¢/ nemaze existo-
vat hrana, ktora by nepatrila de ziadneho linearneho faktora grafu (7. Z toho
a z predoslého vyplyva: (¢ = ( a pretoze ziadne dva uzly nemoza byt v reld-
cii 4, ak U neobsahuje triedu s viac nez jednym uzlom. plati v tomto pripade
@ je nasytené jadro. Dokaz je vykenany.

Veta 33. Nech (F je Pubovolné nasgtené jadro, potom ¢/ je Q-graf a luborolna
trieda z U obsahuje prdve jeden uzol z (7.

Dokaz je zrejmy.

Yeta 34. Nech G jelubovolngj Q-graf, v klorom rozklad U obsahwje aspoii jednw
triedu Vo = {v;, vy, ..., 0,} s viac neZ jedngm wzlom a nech L je Tubovoln i
linedrny faktor grafu G. Nech V = {V{, V,, ..., V,} je triede Vo odpovedajiici
rozklad mnoZiny uzlov z G nepatriacich do V. N eck dalej G je graf, ktory vznikn:
z G splynutim uzlov mnoZiny V, do nového uzla wy a nech G je ten Elen grafu €.
ktory obsahuje wzly mnoginy V. (1 =1, 2, ,m). O lubovolnej dvojici wzlor
s £ t; s, te@G, plati toto: uzly s, t si v gmfe (* v reldcit A prave vtedy, ked si
v reldcis A v grafe G wzol wy ne je » reldcii A so Ziadnym ingm uzlom grofu ¢

Doékaz. Nech L, je linearny faktor grafu @; obsahujtici hrany a len hram w L
patriace do G,. Ze uzol u, nie je v relacii A so ziadnym inym uzlom z G, je
zrejmé z toho, Ze k Tubovolnému uzlu w e G, (inému nez u,) patriacemu zrejnie
do V, existuje v G takd v-cesta vzhladom na L, ktora spojuje uzly v;, v a vSetky
jej vnttorné uzly patria do V, (a tiez do &,).

Nech teraz s # t (s # u, # t) st Tubovolné dva uzly z G;.

A. Tvrdim: ak existuje v G taka v-cesta vzhladom na L, ktora spojuje
uzly s, t, potom existuje tiez v G; x-cesta vzhladom na L;, ktord spojuje uzly
s, t. Dokdzme to. Nech (' je Tubovolna v-cesta vzhladom na iL, ktora v
grafe () spojujel uzlyi s, {. Ak cesta (f neobsahuje ziadny uzol z V,, alebo ak
obsahuje jediny uzol z V, (tymto uzlom musi byt potom nevvhnutne uzol ».
z V,), je platnost tvrdenia zrejma.

Predpokladajme, Ze ' obsahuje viac nez jeden uzol z V,. Ak postupujeme po
ceste (' vychadzajiace z uzla s smerom do uzla {, musi poradim prvy a tiez po-
radim posledny taky uzol z (', ktory nepatri do (;, patrit do 17, (lebo zZiadna
hrana z @ nespojuje dva uzly patriace do roznych tried rozkladu 7). Nech | je
prvy a x, posledny takyto uzol. Zrejme x, # x,. Z oboch ¢Casti (" a (" cesty (',
kde (" spojuje uzol s s uzlom x, a C” uzol ¢ s uzlom z,, prave jedna je v-cestou
vzhladom na L. Keby obe boli v-cestami, bolo by ¢, = &, -= x,. ¢o je spor.

(
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Keby ziadna nebola x-cestou, potom zvysujics cast cesty (' medzi x, a x, by
bola x-cestou, ¢o odporuje w.dx,. Po splynuti uzlov z V, do uzla %, vznikne
zrejme 7 ciest (7, €' jedind cesta, ktord je v-cestou vzhladom na L; a spojuje
v @, uzly s, t. To dokazuje nase tvrdenie.

B. Tvrdim: ak v grafe @, existuje v-cesta vzhladom na L, ktord spojuje
t, potom v (¢ existuje v-cesta vzhladom na L, ktord spojuje tieto dva
uzly. Dékaz tvrdenia: nech (' je v-cesta vzhlacom na I, spojujica v grafe (7,

uzly s,
uzly s, 1. Ak cesta €' neobsahuje uzol u,, alebo ak (' obsahuje tento uzol a obe
hrany z (" s nim incidentné st v grafe (¢ incidentné s uzlom v;, je platnost
tvrdenia zrejma. Predpokladajme, ze v (¢, existuje len taka v-cesta (' vzhladom
na L; spojujiica uzly s, t, v ktorej u, je vnitornym uzlom a té hrana tejto cesty,
ktord je incidentnd s u, a nepatri do L, je v grafe (¢ incidentna s uzlom v; z 1,
kde v; # v; (drubd hrana z C incidentna s %, je v grafe ( incidentna s uzlom
7. 17y; tuto hranu ozna¢me znakom k). Nech hrana A spojuje v grafe ¢/ uzol ¢,
s uzlom w;. Pretoze v grafe (f plati podla predpokladu: v;Av; a uzly o, w su
v (/ spojené hranou A z L, nemdézu byt uzly ¢; w; v relacii /1. Teda v (7 existuje
istd y-cesta vzhladom na L (oznadme ju ('), ktcra spojuje uzly u;, w; tak, ze ()
okrem uzla w; a hrany A neobsahuje uz Ziadny iny prevok z ('. Ak preto ku
ceste () priddme vietky prvky z €' (okrem uzla w; a hrany h, ktoré patria uz
do ('), dostaneme tak isti x-cestu vzhladom na L. ktorda v grafe (7 spojuje
uzly s, t.

To dokazuje vetu.

O nasyvtenych 2-grafoch platia tieto vety:

Veta 35. Nech G je lubovolny nasyteny Q-graf, v ktorom rozklad U¥ obsahu
st triedu Vo == {vg, vy, .., 0}, kde n > 1 a nech U, je lubovolnd trieda z U %
ind neZ V. V grafe (1y, ktory venikne z grafu G splynutim triedy V, do uzla »,.
plati: véelky uzly triedy Uy patria do toho istého élena grafu (7.

Dokaz. Ak by trieda Uy obsahovala :ediny uzol, netreba ni¢ dokazovat.
Predpokladajme, zZe trieda (/; obsahuje najmenej dva uzly s, t. V grafe G teda
plati sAt a pretoze v nasytenom grafe také dva uzly, ktoré si v relacii A, st
spojené hranou, existuje v ¢ hrana h spojujica uzly s, t. Hrana h patri nevyh-
nutne aj do (7, a pretoze ziadna hrana v (4, nerndze spojovat uzly patriace do
roznych tried rozkladu V = {V,, V,, ..., V,}, musia uzly s, t patrit do tej
istej triedy z V' a teda (pozri lemmu 11 a vetu 31) patria do toho istého ¢lena
gratu (7. To dokazuje vetu.

Poznidmka 7. Ak v [ubovolnom grafe vykoname splynutie triedy obsa-
hujucej jediny uzol, tvar grafu sa zrejine nezmeni.

Veta 36, Nech (7 je lubovolny nasyteny L-graf. Nech grof G* vznikne z grafu G
ek, Ze neehdme splynat jedrotlive triedy rozkladu U, a to kaZdd z nich do jedi-
ného nového uzla. Plati toto: (1) Tubovolny vzol z G*, ktorij vanikol splynutim takej
triedy = U, ktord obsahuje n uzlov, patri prdve do n denov grafu G*; (2) luho-
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volng Clen grafu G* je nasytenym jadrom; (3) tvar grafu (% nie je odrvishi od
toho, v akom poradi nechdme splynit jednotlivé triedy z U .

Dokaz je zrejmy (veta vyplyva z viet 31 aZ 35).

Poznamka 8. Veta obdobnd vete 35 pre nenasyteny £-graf neplati. Tak
napr. graf G nech pozostava z jedinej kruznice o Styroch uzloch; po splynuti
jednej z tried vznikne graf ¢, v ktorom uzly druhej triedy patria do roznych
¢lenov grafu G,. Pre nenasytené Q-grafy neplati potom zrejme ani veta ana
logicka vete 36.

Poznamka 9. Veta 36 mda tento désledok: v Tubovolnom nasytenom
2-grafe (¢ existuje prave jeden rozklad mnoziny hran z (7 na triedy hran tak.
Ze dve hrany z ( patria do tej istej triedy rozkladu priave vtedy, ked tieto
hrany patria do toho istého ¢lena grafu G* z vety 36. Tento rozklad mnoziny
hran nasyteného Q-grafu moéze pripadne zohrat délezitii iilohu pri stadiu
vlastnosti nasytenych (2-grafov. Upozoriiujeme na tito skutocénost, aj ked
v tejto praci nemienime tuto moznost vyuzit. Poznamenajme, ze splynutim
uzlov triedy z U#,, aj v pripade, ked @, je nenasyteny Q-graf, vznikne vidy
graf (/;, ktorého kazdy ¢len je Q-graf. Tu v8ak vysledny graf je odvisly od
toho, v akom poradi nechdvame postupne splyntt triedy rozkladov %, U ...

Odvodené vety dokresluji vyznam rozkladu U v Q-grafe G' a tym aj vy-
znam tohto rozkladu v Iubovolnom grafe s linearnym faktorom.

Casti T a LI tejto prace boli uverejnend v Matematicko-fyzilaluom #asopise SAV IN.
(1959) na str. 73—91 a na str. 136-—159. Cast I obsahuje: lemmy 1—4, vety 1—I13, po-
znamky 1—3. Cast 11 obsahuje: lemmy 5,6, vety 14—30, poznamlky 4—6.

Pouzita literatara je citovana v cCasti I a TI, ¢ast TII sa opicra predovsetkym o vy -
sledky, ktorych sa dosiahlo v ¢asti T a TI.

Doslo 2. 12, 1959.

KNabinet matematik y
Slovenskej akadémie ried
v Bratislarve

K TEOPUN ROHEYHDLIX 'PA®OB ¢ JTITHEITHbBIM
OGARTOPOM II1

AHTOH HOIMUr
BoiBon
B jauinoi padore sark/omaores Jadbellime pesyanTaThl 0 KOHCUNBIX rpadax, KoTophie
IMEIOT 10 Kpalineil aMepe ojuri Jueiiusiit garrop, Mexojst upuroM 13 l-oil 1 L-oit yacrei,

ouyOuuKoBauiLIX B oroM syphadie, Tom IX (1959 r.), crp. 73—91, 136154, Ee riaBiny
pPesyanTaToM ABIACTCSL TeopeMa 36, KOTOpast HOKasbIBACT, UTO  KadA{ bl 1achiieibii
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Q-rpad ¢ (r.c. rpad, Kamble Q3¢ BOPIIIHLI KOTOPOrC HAXOAATCS B COOTHOIICHTHN 2, o1pe
Jeacnnom B L oii yacT® padornl) BO3MOMKIIO OIPCJICHCHHBIMI PelyKIUAAME CBecTH K rpady G*,
KL et KOTOPoro siBisiercst nacwienneM spipoM. Hpmrom rpad G* oupeneasieres
rpadom (- Beeria ojuosialio.

AUN DER THEORIE DER ENDLICHEN GRAPHE]
MIT DEM LINEAREN FAKTOR III

ANTON KOTZIG
Zusammenfassung

Vorliegende Arbeit enthilt weitere Resultate tiber die endlichen Graphen, die wenigstens
cinen linearen Faktor besitzen. Der Verfasser kniipft an die Artikeln I und 1T an, welchor
in dieser Zeitschrift IX0 (1959) s. 73—91 und 136—159 verdoffentlichte. Das Hauptergeb-
nis ist der Satz 36, welcher zeigt, dafl jeder satte £2-graph ¢/ (d. h. ein Graph, dessen je
zwel Knotten in der Relation £ [siehe Teil I] stehen) durch bestimmte Reduktionen auf
cinen Graph (/*, dessen jedes Glied ein satter Kern ist, sich tiberfithren 1a8t. Dabei ist
der Graph (* durch den Graph ¢ immer eindeutig bestimmt.
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