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\1 A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í Iv X Č í S L O 4 

Z T E O R I E K O N E Č N Ý C H GRAFOV S L I N E Á R N Y M 

F A K T O R O M I I I 

A N T O N K O T Z I G , Bratislava 

5. _Q-grafy a nasýtené .Q-grafy 
Nech G je [libovolný graf s lineárnym faktorom, U nech je množina jeho 

uzlov. O grafe G budeme hovořit, že je í^-grafom, ak 1'ubovol'né dva jeho uzly 
sú v relácii Q, t. j . ak platí U£ = {[/}. Z častí I a I I tejto práce je zřejmé toto: 
ak -z grafu G obsahujúceho aspoň jeden lineárny faktor odstraníme všetky také 
hrany a len také hrany, ktoré spojujú uzly z róznych tried rozkladu U/,, 
vznikne tak istý graf (přijali sme preň označenie G), v ktorom lubovolná kom­
ponenta je -íi-grafom; ak G je nasýtený graf, potom lubovolná komponenta z G 
je nasýtený í2-graf. Žati a! co v predošlých častiach věnovali sme pozornost 
konštrukcii grafov s lineárnym faktorom a kortštrukcii grafov nasýtených, pri 
ktorej sa vychádza z daného grafu G, teraz sa budeme zaoberať vlastnosťami 
komponent grafu G (t. j . vlastnostami .Q-grafov), pomocou ktorých (ako sa 
ukázalo v predošlých častiach) možno skonštruovať lubovolný graf s lineár­
nym faktorom, ktorý má isté požadované vlastnosti. Ukážeme najma, že po 
určitých redukciách změní sa lubovolný í2-graf na graf, ktorého každý člen 
je nasýtené jádro. 

Prv vsak odvoďme si niektoré pomocné vety potřebné pre ďalšie skúmanie. 
Lemma 7. V Q-grafe, ktorý má viac než dva uzly, neexistuje taká hrana, ktorá 

by patřila do každého lineárneho faktor a tohto grafu. 
D ó k a z . Ak v grafe G existuje hrana h, ktorá je hranou každého lineárneho 

ťaktora G, potom o uzloch u, v, ktoré táto hrana spojuje, nevyhnutné platí uQv 
a [libovolný uzol w z G (kde u / w -/- v) nie je v relácii Q s uzlom u. Potom 
však buď G obsahuje právě dva uzly (a to uzly u, v), alebo ak obsahuje viac 
než dva uzly, nie je .Q-grafom. To dokazuje lemmu. 

Lemma 8. Graf, ktorý je Q-grafom, neobsahuje žiadnu artikuláciu. 
D ó k a z . Nech G je lubovolný í2-graf, u lubovolný uzol, L0 lubovolný li­

neárny faktor grafu G. 
Fredpokladajme oproti tvrdeniu lemmy, že u je artikulácia grafu G. Označme 

znakom h tú hranu z L0, ktorá je incidentná s uzlom u. Nech g je Tubovolná 
hrana incidentná s uzlom u a patriaca do iného člena než hrana h. Nech v 
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(resp. w) je druhý koncový uzol hrany h (resp. hrany g). Platí zrejme: lubovolná 
cesta v G spojujúca uzly v, w obsahuje uzol u a hrana incidentná s uzloin u 
z tej časti takejto cesty, ktorá spojuje uzol u s uzlom tu, patří do toho istého 
člena grafu 67 ako hrana g. Pretože G je .Q-graf, existuje v 67 cesta C spojujúca 
uzly v, w, ktorá má tuto vlastnost: lubovolná z jej hrán patří aspoň do jednoho 
iineárneho faktora grafu 67. Nech / je tá hrana z C, ktorá je incidentná s uzlom u 
a patří do toho istého člena grafu 67 ako hrana g. Označme znakom L1 [libovolný 
lineárny faktor grafu (7 obsahujúci hranu g. Kompozícia L0 X Lx obsahuje 
zrejme takii v-kružnicu vzhladom na L0, ktorá obsahuje aj hranu h. aj lira nu /. 
Čiže: hrany h: f patria do toho istého člena grafu (7 a aj hrany h, g patria do 
toho istého člena grafu G — spor s predpokladom. Předpoklad existencie 
artikulácie v í2-grafe vedie ku sporu. Preto £?-graf nemóže obsahovat artiku-
láciu. Dokaž je vykonaný. 

Nech G je 1'ubovoTný 67-graf, F0 = {i\, v2, . . ., rv) nech je Tubo volná trioda 
rozkladu ř7r* a nech L je Tubo volný pevné zvolený lineárny faktor grafu G. 
Definujeme si množiny V1, V2, . . ., Vn uzlov grafu 67 takto: uzol u z G patří do 
množiny F, právě vtedy, keď v grafe 67 existuje taká ^-cesta vzhladom na L. 
ktorá spojuje uzol ws uzlom v, a okrem uzlaD neobsahuje už žiadny iný uzolzF 0 . 

Priamo z definície množin F 1 ? F 2 , . . .,Vn vyplývá toto: žiadny uzol z V0 

nepatří do žiadnej množiny z množin systému V = {VX,V2, . . ., Vv) a žiadna 
z množin systému F nie je prázdna (ak totiž h{ je tá hrana z L, ktorá je inci­
dentná s uzlom vi, potom druhý koncový uzol tejto hrany zrejme patří do F, 
z V). Dokažme si tieto ďalšie pomocné vety: 

Lemma 9. Lubovolný uzol z 67 nepatriaci do F 0 patří aspoň do jednej množiny 
systému V. 

D ó k a z . Nech n je lubovolný uzol z 67 nepatriaci do F 0 . Uzol u nie je v re-
lácii A s uzlom v1 (ináč by patřil do F 0). Preto existuje x-cesta vzhladom na L 
spojujúca uzol u s uzlom vt. Nech 67 -: ux, h1>2, u2, . . . . M2,..-I> h2m_lr2m,u2m (kde 
nx = u; u2hl = v1? u{ sú uzly, hLi+1 sil hrany a hrana h;jll spojuje v grafe G 
uzly ut -£- U-ixi) je lubovolná takáto cesta. Co L patria zrejme tieto hrany 
cesty 67: h12, h3 4 . . . . . /t2r-i,2m- ^^ cesta C okrem uzla i\ =- u2m neobsahuje 
už žiadny iný uzol z F0 , potom uzol u patří do VL a platnost lem my je zřejmá. 
Predpokladajme, že C obsahuje okrem uzla v± ešte aspoň jeden uzol z F 0 . Nech 
x je najmenšie také číslo z (2, 3, . . ., 2m}, o ktorom platí: uzol ux6 C]?atrí do V0. 
Je zřejmé, že x nemóže byt' nepárne číslo (lebo ináč by část cesty C spojujúca 
uzly ut.., u2m bola %-cestou vzhladom na LJ, ktorá spojuje dva uzly z F 0 , a to 
nie je možné — uzly z F 0 sú totiž v relácii A). Teda x je pár ne číslo a je u r 

— VJŠVQ. (Jiastočná cesta cesty C spojujúca uzol uL — u s uzlom ur = r; jo 
však takou v-cestou vzhladom na L, ktorá okrem uzla v} neobsahuje už žiadny 
iný uzol z V0. Preto uzol u patří do V j z V. To dokazuje lem mu. 

Lemma 10. Lubovolný uzol graju G nepatriaci do V0 patří právě do jednej mno­
žiny systému V. 
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D ó k a z . Vzhladom na platnosť Jemmy í> stačí dokázat toto: Tubo volný uzol 
z G nepatriaci do V0 patří najviae do jednej z množin systému V. Predpokla-
dajme oproti tvrdéniu lemmy, že istý uzol u z G nepatriaci do V0 patří naj-
menej do dvoch množin systému V. Nech V;,V} sú takéto dve množiny z V, 
Podlá definície systému V existujú .v-cesty C;, C} (vzhladom na L) také, že 
C; spojuje uzol u s uzlom vi a G} spojuje uzol u s uzlom v} a žiadny vnútorný 
uzol týclito ciest nepatří do V0. Je zřejmé, že cesty G;, G} majii spolocný 
nielen uzol u, ale aj aspoň jednu hranu. Tak napr. hrana z L incidentná s uzlonm 
patří do obocli ciest. Platí zřejmé aj toto: Ak i&tý uzol je spoločným uzlom 
oboch ciest, potom aj hrana z L incidentná s tým to uzlom patří do oboch ciest. 

Postupujme po cestě Ci vychádzajúc z uzla u a nájdime posledný uzol na 
tejto cestě, ktorý patří aj do G} (tento uzol označme znakom w). Pretože hrana 
z L incidentná s uzlom w (označme ju znakom g) patří nevyhnutné do oboch 
ciest, posledná hrana z C; patriaca tiež do C} patří nevyhnutné do L. Nech w 
je druhý koncový uzol hrany g. Pri opísanom postupe po cestě G; prídeme 
zrejme prv do w a až potom do iv. 

A. Tvrdím: ak postupujeme po cestě C} z uzla u do uzla v}, prídeme prv 
do uzla w' a až potom (po hrané g) do uzla w. Dokažme to. Keby sme přišli 
po cestě C} postupujúc smerom z uzla u do uzla ';, najprv do uzla w a až potom 
po hrané g do uzla iv', znamenalo by to, že časť cesty G; od uzla w po uzol vi 

spolu s častou cesty C}, a to od uzla w po uzol v}} by tvořili f\-cestu vzhladom 
na L, ktorá by spojovala uzly vi9v}. To odporuje předpokladu, že v; -/v} 

patria do tej istej] triedy V0 rozkladu ř/(*. To dokazuje pravdivost tvrdenia. 
B. Tvrdím: Uzol w' má tieto vlastnosti: (1) w' patří do V•; (2) w' patří 

do V;; (3) existujú N-cesty C[, 6- (vzhladom na L) tak, že cesta G[ spojuje 
uzly w', v;, cesta C/} spojuje uzly w , v}, pričom cesty C'}, C'} majú spoločnú 
jedinú hranu (hranu g) a žiadny vnútorný uzol ciest C\, 6ý nepatří do V0. Do­
kažme to. Označme znakom 6'- (resp. C}) tu časť cesty C; (resp. C}), ktorá spo­
juje uzol w' s uzlom vi (resp. v}). Cesta C[ (resp. C;) je zrejme \.-cestou vzhladom 
na L, ktorá má tuto vlastnost: žiadny jej vnútorný uzol nepatří do V0. Z toho 
ihned vyplývá platnosť uvedeného tvrdenia. 

Pretože podlá predošlého cesta 6- ovsahuje uzol w, nem.6že uzol w patriť 
do množiny I 0 . lyreto uzol w nie je v relácii A s uzlom v; a existuje taká \-cesta  
\ zhladom na L(označnie ju 6 .̂), ktorá spojuje uzol w s uzlom v.. 

('. Tvrdím: cesty C', G[. majú okrem uzlov w, w ešte aspoň jeden uzol spo­
locný. Dókaz: ak by cesty C[, G'k nemalí okrem uzlov iv, 10 a hrany g už žiadny 
iný prvok spolocný, potom prvky oboc.li týchto ciest by tvořili \-cestu 
vzhladom na L spojůjricu uzly v;, v}, a to nic je možné. 

Nech G je podgraf grafu G, ktorý obsahuje všetky ]>rvky ciest 6-, C'}, C[, 
a ktorý obsahuje len takéto prvky z G. Označme znakom II množinu hrán. 
tohto podgrafu. Definujme rozklad R == {ř/0, //-, II;, Hk, H;, H,-} množiny .// 
na triedy hrán takto: II() obsahuje jedinú hranu g; do triedy H- (resp. II}) za 
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raďme tie hrany z C'k iné než g. ktoré patria do C'{ (resp. C-);do triedy // za­
řaďme hrany z C'k nepatriace ani do C] ani do C] a napokon do triedy //,-
(resp. Hy) zařaďme tie hrany z O/ (resp. C-), ktoré nepatria do OA'.. Že R je 
rozklad, t. j . že žiadna z množin IIQ, II-, II}, H;, H,, II- nie je prázdna a ž«-* 
žiadne dve z nich nemajú spoločný prvok, je zřejmé. Pod Fa rozkladu R roz­
dělme graf G na úseky takto: pod. úsekoui budeme rozumieť lubovoínú kompo­
nentu takého podgrafu grafu G, ktorý obsahuje všetky hrany a len hrany je<liu\j 
z tried rozkladu R a okrem toho už len uzly z f í s týmito hranami incideutné. 
Priamo z definície rozkladu li je zřejmé, že [libovolný úsek v G je cestou, Je 
tiež zřejmé, že úsek obsahujúci lirami g£HQ]e v-cestou vzhladom na L. ktorá 
spojuje uzly w, iv a ďalej: fubovoíný taký úsek z G, ktorý obsahuje hrany z // 
(resp. hrany z Hy) je \-cestou vzhTadom na L v grafe G (lebo dve \-cesty vzhla-
dom na L s každým spoločným uzlom majú spoločnú aj tú hranu z L, ktorá 
je s týnito uzlom incidentná). 

Necli z je ten uzol z O-, ktorý patří aj do C[. (pozři tvrdenie C) a je svojím 
])oradím posledným takýmto uzlom, ak postupujeme po cestě (',' z uzla !/•' do 
uzla v;. Platí toto: buď je z — v;, alebo úsek (označme ho (".'0) spojujúci uzi v 
z, V; (a obsahujúci nevyhnutné len hrany z //,) má tuto vlastnost: hrana z f"0 

incidentná s uzlom z nepatří do L, zatial co hrana z C0 incidentná s r,. patří 
do L. Ostatně úseky grafu G označme znakmi CL, G>, . . ., C.,. Eubovoíný taký 
úsek (iný než 6'0), ktorý obsahuje hrany a len hrany patriace do jednej z týcht •» 
tried: II{, Hj, Hk, má tuto vlastnost: hrany patriace a nepatriace do L s.t 
striedajú a prvá a posledná hrana úseku nepatří do L. 

Doplňme graf G o ďalšie dve hrany, a to o hranu g' s})ojujúcu uzly v;, ;• 
a o hranu ť7'r spojujúcu uzhr w', v;. Graf, ktorý takto vznikne, označme zna-
kom 7̂. Definujme si cesty Cr (r = 0, l, . . ., /; 4- 1) v grafe f/ takto: pre r =--
— 1,2, . . . , p je Cr — Cr\ C0 obsahuje okrem uzlov v;, ?'• jediné hranu g 
v případe, že 2 — v} a O0 obsahuje úsek CQ a okrem toho už len hranu g a uzol >' , 
ak je z =jh v}; Č?H x obsahuje hranu g" a uzly s ňou incidentné. 

Platí toto: (a) lubovolný uzol z G je buď uzlom druhého stupna, alebo je 
uzlom tretieho stupňa v grafe G; (b) lubovolný uzol z G je incidentný právě 
s jednou hranou z L\ čiže: množina hrán z L patriacich do (7 je množinou hrán 
i stého lineárneho faktora L grafu 67; (c) lubovolná z ciest (7r(r = 0, \, . . . . 
/; -f- 1) obsahuje nepárny počet hrán; (d) koncový uzol lubovolnej cesty C. je 
uzlom tretieho stupňa v grafe G; (e) hrany patriace do L a nepatriace do L sa 
Ar Tubovolnej z ciest striedajú. 

D. Tvrdím: \r grafe G existuje v-kružnica vzliladom na L, ktorá obsahuje 
hranu g . Dokažme to. Utvořme graf F takto: nech F obsahuje vsetky tie uzly 
a len tie uzly z G, ktoré sú uzlami tretieho stupňa a nech F má tieto hrany: 
/o>/i? • . •, /p .• 1, pričom hrana /, spojuje tie uzly v F, ktoré sú koncovými 
uzlami cesty Cr v grafe G. (Iraf F je potom pravidelným graf o m tretieho stupna 
a zrejme neobsahuje most. Nech II,. je množina tých hrán z F, ktoré v zmysle 
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\ yssie uvedenou, zodpovedajú tým cestám z {C(),C\, ...,CpA1,} ktoré sú 
- cestami vzhladom na L v grafe G. Množina HF je množinou hrán istého 
lineárnelio ťaktora LF grafu F. Je známe, že o lubovoinom pravidelnou! grafe 
tretieho stu pna, ktorý neobsahuje most, plití : [libovolná hrana grafu je hranou 
aspoh jednej •>, -kružnice vzhladom na daný lineárny faktor grafu. Teda /0 je 
hranou istej \-kružnice vzhladom na LF v grafe F. Nech /0, /( l, /;.,, . . . . fis sú 
tie hrany z F, ktoré patria do tejto kružnice. Z toho, ako bol konstruovaný 
graf F. vyplývá ihned toto: prvky grafu G, ktoré sa vyskytujú aspoh v jednej 
z eiest C0, Cix, . . ., Cis tvoria istú Y-kruž;iicu k (vzhladom na L) v grafe G. 
Kružniea A" obsahuje prvky cesty C0 a teda aj hranu (/'. To dokazuje naše 
t vrdenie. 

b]. T\ rdím: Kružniea K z predošlého tvrdenia neobsahuje hranu /. Dókaz: 
kružnic i A" obsahuje hranu / incidentnú s nzloin v-. Pretože K je v-kružnicou 
vzhladom na L a / nepatří do L (iebo / nepatří ani do G a teda ani do L), 
musí druhá hrana z K incidontná s uzlom v- patriť do L. Touto druhou hranou 
nemóže byť hrana /', lebo hrana /' taktiež nepatří do L. Čiže g" nepatří do K. 
Dokaž je vykonaný. 

Ak z kružnice K odstránime liranu /, vznikne tak istá \-cesta vzhladom 
na L. ktorá spojuje uzly v;,v-. Podlá predosíého táto v-cesta neobsahuje 
hranu /' a teda celá patří do grafu G a týr i aj do grafu G. Táto cesta je potom 
zrejme \-cestou vzhladom na L v grafe G, ktorá spojuje uzly T?;, v}. To je spor 
s predpokladom, že uzly v;, v- (patriace do V0) sú v grafe G v relácii A. 

Předpoklad existencie takého uzla u z G nepatriaceho do V0, ktorý by patřil 
najmenej do dvoch množin systému V, viedol ku sporu. Preto nemóže v grafe G 
existovat uzol, ktorý by patřil do viac než jednej množiny systému V. To 
dokazuje platnost lem my. 

Utvořme z grafu G graf (7\ takto: odstraňme z grafu G všetky tie hrany, ktoré 
sú incident ne aspoň s jedným uzlom z V0 = {vx,v2, ...,vn} a okrem toho 
odstraňme z G všetky uzly patriace do V0. O podgrafe G\ grafu G platí: 

Lemma 11. Graf G\ má právě n komponent a dva uzly z G . patria, do lej istej 
komponenty právě vtedy, ked patria do lej ist°j množiny systému V — {\\, 

Dókaz. Nech s /-• l sú Tubo volné dva uzly z V. £ V. Z defiuície množiny Vt-
vy})lýva, že \ G existujú také dve \-cesty vzhladom na L (označme i c h C s , 
(\), že Cs spojuje uzly v;, .s: C( spojuje uzly r / ? / a žiadna z nich okrem uzla v; 

neobsahuje už iný uzol z V0. Obe cesty C.., (\ obsahujú tu hranu h^ z L. ktorá 
je incidentná s uzlom v; (pretože sú to -*-cesty vzhladom na L). Nech W; je 
druhý koncový uzol hrany h;. Uzol tv; patří aj do cesty (\ aj do cesty (\. A.k 
preío odstránime z obocli eiest prvky nepatriace do G\ (sú to tieto prvky: 
uzol /•• a hrana h;), vznikne tak z cesty CH (resp. z cesty Ct) cesta (r

:< (resp. cesta 
C't). ktorá spojuje uzol vr s uzlom s (resp. s uziom ř). Obe cesty C[s, C't patria, 
do G v a teda uzol ir; sinisí v grafe G\ aj s uzlom s aj s uzlom t. Z toho vyplývá, 
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že uzly s, t sňvisia v grafe 67A. Čiže: Tubo volné dva uzly z tej istej množiny 
systému V patria do tej istej komponenty grafu G\. 

Dokažme teraz (aby sme dokončili dókaz lemmy) toto: Ak uzol s patří do 
VaeV a uzol t patří do VhšJV (kde a y 6), potom uzly s. 1 patria do róznych 

komponent grafu G\. Stačí zrejme dokázat toto: v grafe G | neexistuje taká 
hrana, ktorá by spojovala dva uzly patriaee do róznych množin systému V. 
Předpokládá jme naopak, že v 67A existuje istá hrana h spojujúca uzly M,-,", 
pričom Uf patří do Vj, u-} patří do V-, a je i -/- j ; i, /€{!, 2, . . ,, n}. 

PodTa předpokladu existuje v G v-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje 
uzol ti,- s uzlom v; (označme ju C;) a tiež \-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje 
uzol Uj s uzlom Vj (označme ju 6;y). pričom cesta C; (resp. Cj) neobsaliuje žiadny 
uzol z V0 iný než v- (resp. iný než v;). Vesty C;, C} musia mať isté hrany spo-
ločné (lebo ináč prvky týchto ciest a hrana h by tvořili \ -cestu vzhladom na L 
spojujúcu v G uzly v{, •?;• a to nie je možné). 

N e c h 67. ==- xí9 g1>2, x2, . . ., g2m-X2m, x2m (kde ;rL — v;; x2i„ =-- u;; xf. sú uzly, 
gktl,n sú hrany; hrana gktkn spojuje uzly xk, xk.n) a nech xp je poradím 
prvý uzol cestyr 67- patriaci tiež do C;, na ktorý narazíme pri postupe po cestě (\•, 
ak vychádzame z uzla v} smerom k uzlu u}. Kebyr p bolo číslo párne, ]>otom l)y 
časť cesty O?;, a to od uzla v.; po uzol xp, spolu s časťou cesty G} od uzla v po 
uzol xp tvořili v-cestu vzhladom na L, ktorá b3r spojovala uzly v.} c} (s])or 
s predpokladom. že je v:iÁVj). Preto p je nepárne číslo a hrana g„tP.n patří do L. 
Z toho však vyplývá nevyhnutné toto: časť cesty C; (od uzla v; po uzol x .,) 
je (X-cestou vzhladom na L, a to takou cestou, ktorá neobsahuje okrem uzla r, 
žiadny iný uzol z V0. Podobné časť cesty 67y (od uzla v; po uzol xpi.1) je \-cestou  
vzhladom na L, ktorá spojuje uzly v}, xpn a okrem uzla v; neobsahuje už 
žiadny iný uzol z V0. Teda uzol xp.n patří do množiny V;€ V a patří tiež do 
množiny V, € V. To je spor s lemmou 10. Preto v 67 neexistuje hrana spojujúca 
uzly z róznych množin systému V. Pretože G\ je podgraf grafu 67, nemóže ani 
v G\ existovat hrana spojujúca uzly z róznych množin systému V a platí: 
V!, V2, . . ., Vtt sú množiny uzlov jednotlivých komponent orafu G,, co bolo 

třeba dokázat. 
Lemma 12. Nech G je T libovolný ÍJ-graf, V0 — jfj. r2, . ...r,,} fiibovoínó 

trieda z Ufi . Rozklad V množiny uzlov z G nepatriacich do V0 na triedy \\ , V,, . . . 
Vn nie je závist j (okrem oznacenia jednotlivých tried) od volby lineárně ho fak­

tor a L. 
D ó k a z . Lemma 12 je dósiedkom lemmy 1 l. 
Nech G je [libovolný graf a nech (/ je lubovolná podmnožina množiny 6\ 

všetkých uzlov grafu G. Utvořme z grafu G graf G takto: (1) graf G obsahuje 
všetky uzly z U(;—U a okrem toho obsahuje další uzol u; (2) graf G obsahuje 
všetky hrany z G s výnimkou tých hrán, ktoré v G spojujú dva uzly z U\ 
(3) hrana z 67 incidentná v grafe G s uzlom (s jediným uzlom) množin}' U je 
v grafe 67 incidentná s uzlom u a incidencia ostatnýeh ])rvkov z 67 patriaeieh 
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do G zostáva v grafe G zachovaná. Budeme hovoriť, že graf G vznikne z grafu G 
splynutím uzlov množiny U do uzla u, ak graf G vznikne z grafu G vyššie 
opísaným s])6sobom. 

Platí táto veta: 
Veta 31. Nech G jelubovoíný Q-graf, Llubovolný jeho lineárny faktor. Nech 

I o = {*'i> v-n - • •> vi>} Je istú trieda rozkladu Ujf, V = {F 1 ? F 2 , . • ., F„} tejto 
triede prisliíchajúci rozklad množiny uzlov z G nepatriacich do V0 na, triedy uzlov. 
Nech graf G vznikne z grafu G splynutím uzlov množiny V0 do uzlu u0. Platí: 
( l) graf G má právě n clenov; (2) uzol u0 patří do všetkých n clenov grafu G (t. j . 
u{) je artikuláciou, ak n > 1); (3) TubovoTný clen grafu G obsahuje okrem uzla u{) 

uz len také uzly a všetky také uzly, ktoré patři a do jednej z tried rozkladu V; 
(í) l!libovolný člen grafu G je Q-graf. 

D o k a ž . Nech 67A j e graf, ktorý vznikne z grafu G, keď z něho odstraníme 
všetky uzly množiny F 0 a odstraníme tiež všetky tie hrany, ktoré sú incidentné 
v G aspoň s jedným uzlom z V0. Podlá lemmy 11 má graf G \ právě n komponent 
a množiny Vly F 2 , . . ., Vn sú množiny uzlov jednotlivých komponent grafu G\. 
Craf G má oproti grafu G.\ naviac uzol u0 a, isté hrany, všetky incidentné 
s uzlom H0. Z uvedeného je zřejmé, že uzly patriace do roznych tried rozkladu 
patři a do roznych clenov grafu G. 

Nech gt, h} sú [libovolné dve hrany z G, ktoré sú incidentné aspoň s jedným 
uzlom množiny Vi € F. Pretože G je Q graf, G neobsahuje žiadnu artikuláciu 
(pozři lemmu 8) a množina V.; je množinou m.lov istej komponenty grafu čr^, 
existuje nevyhnutné v G cesta Gi obsahujúca obe hrany gt, h{, ktorá má tieto 
vlastnosti: jej koncové uzly patria do F 0 a všetky vnútorné uzly patria do F, :. 
Prvky tejto cesty spolu s uzlom u0 tvoria kružnicu v G, ktorá obsahuje hrany g;, 
//.,•. Z toho vyplývá: všetky hrany z G incidentné aspoň s jedným uzlom z V; 

patria do toho istého člena grafu G. Z uvedené 10 je zřejmá platnost tvrdení (1). 
(2), (3) nasej vety. Dokažme platnost tvrdenia (4): nech G; [i = 1, 2, . . ., n) 
je ten člen grafu G, ktorý okrem uzla u0 obsahuje už len uzly množiny V;. 

A. Tvrdím: množina tých hrán z L, ktoré patria do (?,, je množinou hrán 
istého lineárneho faktora L; grafu G;. Dokažme to. Pretože uzly z V; sú 
v grafe G incidentné s tými istými hranami ak o v grafe 67, platí toto: lubo volný 
uzol z F ? je incidentnný právě s jednou hranou z L;. Zostáva už len dokázat, 
že uzol H0 je incidentný právě s jednou hranou z L;. To však je zřejmé, lebo 
druhý koncový uzol hrany z L spojujúcej v grafe G uzol vi s uzlom z V{ patří 
do G; a žiadny iný uzol z GY nemóže by i v grafe G; spojený hranou patriacou 
do L s uzlom H0. To dokazuje naše tvrdenie. 

B. Tvrdím: [libovolná t£iká hrana z G;, ktorá v grafe G patří aspoň do jed-
ného lineárneho faktora grafu Gh patří aspoň do jedného lineárneho faktora 
grafu G;. Dókaz: toto tvrdenie vyplývá z lemmy 12, z tvrdenia A a zo skutoc-
nosti, že graf G má oproti grafu 67 viac len o tie hrany, ktoré spojujú dva 
uzly z V0, teda o hrany nepatriace do žiadrieho lineárneho faktora grafu G. 
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Z uvedených tvrdení vyplývá toto: [libovolné dva uzly grafu G; sú v reiácii Q, 
cize: G{ je íi-graf. Tým je dokázané aj posledné tvrdenie vety. 

Veta 32. Nech G jelubovoTný íi-graf s viac nez dvorná uzlanii. Ak rozklad Uf; 

neobsahuje takv triedu, ktorá by malá viac nez jeden uzol, potom G je nasýtené 
jádro. 

Dok a z. Nech G je í2-graf s viac než dvoma uzlami. Podlá lemmy 7 neexistuje 
v G hrana, ktorá by patřila do každého lineárneho faktora grafu G. Ak roz­
klad Vff neobsahuje triedu s viac než jedným uzlom. potom v G nemóže existo­
vat hrana, ktorá by nepatřila do žiadneho lineárneho faktora grafu G. Z toho 
a z predošlého vyplývá: G = G a pretože žiadne dva uzly nenióžu byť v reiá­
cii A, ak U* neobsahuje triedu s viac než jedným uzlom, platí v tomto případe: 
G je nasýtené jádro. Dókaz je vykonaný. 

Veta 33. Nech G je TubovoTné nasýtené jádro, potom G je ÍJ-graf a [libovolná 
trieda z Uf: obsahuje právě jeden uzol z G. 

D ó k a z je zřejmý. 
Veta 34. Nech G jelubovoTný ÍJ-graf, v ktorom rozklad F7;: obsahuje aspoň jednu 

triedu V0 = {vl9 v2, . . ., v,J s viac nez jedným uzlom a nech L je TubovoTvý 
lineámy faktor grafu G. Nech V == {Vl9 V2, . . ., Vn) je triede V0 od pověda) úc i 
rozklad množiny uzlov z G nepatriacich do V0. Nech dále) G je graf, ktorý vznikne 
z G splynutini uzlov množiny V0 do nového uzla u0 a, nech G; je ten clen grafit G. 
ktorý obsahuje uzly množiny V; (i = 1, 2, . . ., n). O lubovolnej dvojici uzlov 
s z£ t; s, t€G{ ptati toto: uzly s, t sú v grafe G( v reiácii A právě vtedy, ked sú 
v reiácii A v grafe G; uzol u0 nie je v reiácii A so žiadnym iným uzlom grafu G;. 

D ó k a z . Nech L; je lineárny faktor grafu G.; obsahujúci hrany a len hrany z L 
patriace do Č7-. Že uzol u0 nie je v reiácii A so žiadnym iným uzlom z G; je 
zřejmé z toho, že k lubovolnému uzlu w eG; (inému než u0) patriacemu zrejme 
do Vi existuje v G taká \-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje uzly v;, iv a všetky 
jej vnútorné uzly patria do V{ (a tiež do G;). 

Nech teraz s ^ t (s ^ u0 ^ t) sú lubovolné dva uzly z G;. 
A. Tvrdím: ak existuje v G taká \-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje 

uzly s, t, potom existuje tiež v Gi %-cesta vzhladom na Lt, ktorá spojuje uzly 
s, t. Dokažme to. Nech C je lubovolná \-cesta vzhladom na [L, ktorá v 
grafe 67̂  spojuje] uzlyj s, t. Ak cesta C neobsahuje žiadny uzol z V0, alebo ak 
obsahuje jediný uzol z V0 (týmto uzlom musí byť potom nevyhnutné uzol rv 
z V0), je platnost tvrdenia zřejmá. 

Predpokladajme, že C obsahuje viac než jeden uzol z V0. Ak postupujeme po 
cestě C vychádzajúc z uzla s smerom do uzla i, musí poradím prvý a tiež po­
radím posledný taký uzol z C, ktorý nepatří do G;, patřiť do V0 (lebo žiadna 
hrana z G nespojuje dva uzly patriace do róznyeh tried rozkladu V). Nech .rs, je 
prvý a xt posledný takýto uzol. Zrejme xs ^ xt. Z oboch častí C' a C" (4csty C, 
kde C spojuje uzol s s uzlom xR a C" uzol t s uzlom xt, právě jedna je \-cestou 
vzhladom na L. Keby obe boli \-cestami, bolo by v; = x^ -- x(, co je spor. 
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Keby žiadna nebola %-cestou, 'potom zvysujúcč, časť cesty (J medzi xH a xt by 
bola Y-eestou, co odporuje xsAxt. Po splynutí uzlov z V0 do uzla u0 vznikne 
zrejme z ciest C, G" jediná cesta, ktorá je \.-cestou vzhladom na L; a spojuje 
v Gi uzly7 s, t. To dokazuje naše tvrdenie. 

B. Tvrdím: ak v grafe 67,. existuje x-cesta vzhladom na L{, ktorá spojuje 
uzly s, t, potom v G existuje \-cesta vzhladom na L, ktorá spojuje tieto dva 
uzly. Dokaž tvrdenia: nech C je \-cesta vzhTaciom na L; spojujúca v grafe G; 

uzly <s\ t. Ak cesta (7 neobsahuje uzol u0, alebo ak C obsahuje tento uzol a obe 
hrany z G s ním incidentná sú v grafe G incidentnc s uzlom v;, je platnost 
tvrdenia zřejmá. Predpokladajme, že v G; existuje len taká ^-cesta G vzhladom 
na Li spojujúca uzly s, t, v ktorej u0 je vnútornýin uzlom a tá hrana tejto cestyr, 
ktorá je incidentná s u0 a nepatří do L, je v grafe 67 incidentná s uzlom v} z V0, 
kde v-t ̂  vf (druhá hrana z C incidentná s u0 je v grafe G incidentná s uzlom v; 

z V0; tuto hranu označme znakom h). Nech hrana h spojuje v grafe G uzol v; 

s uzlom w{. Pretože v grafe G platí podlá předpokladu: v^Avj a uzly v;, w; sú 
v G spojené hranou h z L, nenióžu byť uzly E- w, v relácii A. Teda v G existuje 
istá v-cesta vzhladom na F (označme ju C.L), která spojuje uzly u-r w; tak, že (\ 
okrem uzla w{ a hrany h neobsahuje už žiadny iný prvok z G. Ak preto ku 
cestě (\ přidáme všetky7 prvky z C (okrem uzla H:? a hrany h, ktoré patria už 
do (\), dostaneme tak istú \-cestu vzhTadom na L, ktorá v grafe G spojuje 
uzly s, t. 

To dokazuje vetu. 
O nasýtených íi-grafoch platia tieto vety: 

Vela 35. Nech G je UubovoTný nasýtený Q-graf, v ktorom rozklad U«* obsahu 
istú triedu V0 ----- {vx, v2, . . ., vn}, kde n > 1 a meh U0 jeVubovoTná trieda z U *" 
iná nez V0. V grafe G0, ktorý vznikne z grafu G splynutím triedy V0 do uzla, v0, 
platí: všetky uzly triedy U0 patria do toho istého člena, grafu G0. 

Dokaž. Ak by trieda U0 obsahovala jediný uzol, netřeba nič dokazovat. 
Predpokladajme, že trieda F0 obsahuje najmenej dva uzly 6', t. V grafe 67 teda 
f)latí sAt a pretože v nasýtenom grafe také dva uzly, ktoré sú v relácii A, sú 
spojené hranou, existuje v 67 hrana h spojujúca uzly s, t. Hrana h patří nevyh­
nutné aj do 670 a pretože žiadna hrana v 670 nemóže spojovat uzly patriace do 
roznych. tried rozkladu V — {Vx, V2, . . ., Vri], musia uzly s, t patriť tdo tej 
istej triedy z V a teda (pozři lemmu 11 a vetu 31) patria do toho istého člena 
grafu G0. To dokazuje vetu. 

P o z n á m k a 7. Ak v Lubovolnom grále vykonáme splynutie triedy obsa-
hujúcej jediný uzol, tvar grafu sa zrejme nezmění. 

Vela 3(>. Nech G jelubovolný nasýtený ÍJ-graf. Nech graf 67* vznikne z grafu 67 
lak, ze necháme splynut jednotlivé triedy rozkladu U*, a to kazdú z nich do jedi­
ného nového uzla. Platí toto: (1) UubovoTný uzol z G*, ktorý vznikol splynutím takej 
triedy z F,*, ktorá obsahuje n uzlov, patři právě do n cle nov grafu 67*; (2) Tubo" 
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volný clen grafu G* je nasýteným jadrom; (3) tvar grafu O* nie je odvislý od 
toho, v akom poradí necháme splynut jednotlivé triedy z U/*. 

Dókaz je zřejmý (veta vyplývá z viet 31 až 35). 
P o z n á m k a 8. Veta obdobná vete 35 pre nenasýtený .Q-graf neplatí. Tak 

napr. graf G nech pozostáva z jedinej kružnice o štyroch uzloch; po splynutí 
jednej z tried vznikne graf GQ, vktorom uzly druhej triedy patria do róznyeh 
členov grafu G0. Pre nenasýtené í3-grafy neplatí potom zrejme ani veta ana­
logická vete 36. 

P o z n á m k a 9. Veta 36 má tento dósledok: v [iibovolnom nasýtenom 
.íQ-grafe G existuje právě jeden rozklad množiny hrán z G na triedy hrán tak. 
že dve hrany z G patria do tej istej triedy rozkladu právě vtedy, keď tieto 
hrany patria do toho istého člena grafu G* z vety 36. Tento rozklad množiny 
hrán nasýteného Í3-grafu móže připadne zohrať dóležitú úlohu při studiu 
vlastností nasýtených .Q-grafov. Upozorňujeme na tuto skutočnosť, aj keď 
v tejto práci nemienime tuto možnost využit. Poznamenajme, že splynutím 
uzlov triedy z Í7*0,aj v případe, keď (?0 je nenasýtený .Q-graf, vznikne vždy 
graf Oj, ktorého každý clen je .Q-graf. Tu však výsledný graf je odvislý od 
toho, v akom poradí necháváme postupné splynut triedy rozkladov Uf;o, Ufh.... 

Odvodené vety dokreslujú význam rozkladu Ú§ v Í2-grafe G a tým aj vý­
znam tohto rozkladu v 1'ubovolnom grafe s lineárnym faktorom. 

Č a s t i l a I I te j to práce boli uveřejněno v Matematicko-fyzikálnom časopise SAV I X , 
(1959) n a str. 73—91 a na s tr . 136—159. Časf I obsahu j e : lemrny 1—4, v e t y 1—13. po­
z n á m k y 1—3. Casť- I I obsahu je : l e m m y 5,6, vety 14—30, p o z n á m k y 4—6. 

Použ i ta l i te ra tura je c i tovaná v časti I a I I , č á s t I I I sa opiera p r e d o v š e t k ý m o vý­
s ledky, k torých sa dosiahlo v časti I a I I . 

Došlo 2. 12. 1959. 
Iv ab in et mate matik // 

Slovenské) akademie ried 
v Bratislavě 

К Т Е О Р И И К О Н Е Ч Н Ы Х Г Р А Ф О В С Л И Н Е Й Н Ы М 

Ф А К Т О Р О М I I I 

А Н Т О Н К О Ц И Г 

В ы в о д ы 

В данной работе заключаются дальнейшие результаты о конечных графах, которые 

имеют по крайней мере один линейный фактор, исходя притом и., 1-ой и 11-ой частей, 

опубликованных в этом журнале, том IX (1959 г.), стр. 73—91, 136—-159. Ке главным 

результатом является теорема 36, которая показывает, что каждый насыщенный 
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42-граф (} (т. с граф, каждые две вершины которого находятся в соотношении О, опре­
деленном в ! ои части работы) возможно определенными редукциями свести к графу 6*. 
каждый член которого является насыщенным ядром. Притом граф О* определяется 
графом С, всегда однозначно. 

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN GRAPHEN 
MIT DEM LINEAREN FAKTOR I I I 

A N T O N K O T Z TG 

Z u s a m m o n f a s s u n g 

Vorliegende Arbeit enthält weitere Resultate über die endlichen Graphen, die wenigstens 
einen linearen Faktor besitzen. Der Verfasser knüpft an die Artikeln I und I I an, welcher 
in dieser Zeitschrift IX (1959) s. 73—91 und 136—159 veröffentlichte. Das Hauptergeb­
nis ist der Satz 36, welcher zeigt, daß jeder 3atte i2-graph G (d. h. ein Graph, dessen je 
zwei Knotten in der Relation U [siehe Teil I] stehen) durch bestimmte Reduktionen auf 
einen Graph 6'*, dessen jedes Glied ein satter Kern ist, sich überführen laßt. Dabei ist 
der Graph (7* durch den Graph G immer eindeutig bestimmt. 
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