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MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK X ¢isLo 3

VYPOCET LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE
SUCINU DVOCH ZLOZENYCH FUNKCII

JULIUS CAMBEL, Bratislava

Nech u(t) a v(t) st dve komplexné funkcie realnej premennej ¢, o ktorych
urobime v dal§om potrebné predpoklady, a nech u(z) a v(z) st ich Laplaceove
transformacie. Je prirodzené sa pytat, ako mozno pouzit znalost funkeii
%(z) a v(z) pre vypocet Laplaceovej transformécie sdéinu u(t) »(¢). Odpoved
na tuto otdzku dal G. A. Grinberg [4] vo svojej praci, ktora uverejnil r. 1943.
Nasiel vzoree, pouzivajici integraciu v komplexnej rovine, ktorym tento
problém vyriesil. Vr. 1949 A. V. Ivanov [5] uverejnil vzorec, pouzivajici opét
integraciu v komplexnej rovine, pre vypolet Laplaceovej transformacie su-
éinu u[f(t)] v(t).

V predloZenej praci je dokazand veta, z ktorej predchadzajice vzorce vy-
plyvaji ako S8pecidlny pripad. Dokazeme vetu pre vypodet Laplaceovej
transforméacie sidinu dvoch zloZenych funkeii u[f(f)] v[g(f)], za presne stano-
venych podmienok pre uvazované funkecie wu(t), v(t), f(t) g(t), u[f(t)], v[g(t)]
a ul (1)) olg(t)]

Napred si dokazeme dve pomocné vety.

Lemma 1. Nech @(p,t) je komplexnd funkcia dvoch premennijch p,t, definovand
na kartézskom sicine (¢) X {a, oo), kde (c) je po tusekoch hladkd Ciara koneénej
dizky v komplexnej rovine od bodu O, a po bod C, a {a, o) je polouzavrety
interval na redlnej osi, v ktorom je a> — oo.

Nech @(p, t) splivuje tieto podmienky:

Q,. Je spojitd ako funkcia dvoch premenniych ma kartézskom sucine (c)X
X {a, A pre katdé A > a.
Q5. Integral

0

[ @(p, t)at

@

rovnomerne konverguje vzhladom na premenni p, leZiacu na Eiare (c).
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Potom plati:

'y © B C»
1) owndfdp= [[ [ Pp,0)dp|adt (1)
Cyle) a a  Cyc)

Dokaz. Rovnost (1) dokazeme z rovnosti

Oy

r x Cs
[ @@ td]dp= [] [ P, 1) dp]d, (2)

Cy(e)  «a a Cy(e)

v ktorej & <z < A, tak, Ze z obidvoch jej stran vypoéitame limitu pre x — co.
Najprv si ukdzeme, zZe obidve strany rovnosti (2) existuji. Za tymto ucelom
ukazeme, Ze integral

J0) = [ P, 1) dp

Cy(e)

je spojitd funkcia premennej ¢ v intervale <a, 4).

Nech je z€ <a, 4). Mame ukazat, Ze ku danému ¢ > 0 existuje § > 0, Ze
pre |t —z| < dje |J (t)—J(x)| < e Oznadme znakom L dlzku &ary (c).
Kedze (c) X <a, 4> je kompaktnd mnozina, je @(p,t) na tejto mnoZine

rovnomerne spojita. Teda existuje ku éislu% > 0 také ¢islo 6, > 0, Ze ne-

&€
L
|t —2x | < 8, a pre vietky p na ¢iare (c). Tvrdime, %e 6, ma hladant vlastnost
¢isla 8. Skutodne, pre vietky ¢, ktoré splitaji nerovnost |t —x | < 8, je

rovnost | D(p, 1) — D(p, x) | < je splnend pre vietky ¢, spliiajiice nerovnost

1) —J(@)| =] [ [®(p, ) —B(p, )] dp | =

Cyle)

< max | ?(p, t)—@(p,x)].L<—EEL =ce.

Pec)

Podobne sa ukaze, Ze aj integral

I(p) = [ D(p, t)dt

je spojitou funkciou premennej p na &iare (c). Kedze kazda funkcia, spojita
v uzavretom intervale, je v tomto intervale integrovatelna, integraly na.
obidvoch stranach rovnosti (2) existuji.

Pre ¢ < x < 4 zavedme oznadenie

He) = [Ip)dp a K@) = [J@Od.

Cy(e)
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Chceme dokdzat, ze H(x) = K(x) v intervale <(a, A>. Aby sme toto dokazali,
spoditame deriviciu obidvoch stran tejto rovnice.
Najprv spoditame derivaciu K(x). Pretoze

K@p:f}mdt

a J(t) je spojita funkcia, —dl(i(f) existuje a plati
dK (z) o

2 = J(x) = f D(p, x) dp.

()

Teraz poéitajme derivaciu H(z). Tvrdime, Ze aj H(x) ma v bode x derivaciu
a tato sa rovna integralu
Cy

[ ®(p, @) dp.
C1(e)
Za tym tcelom vysetrime rozdiel
s
1
Ul = e + 1) — @) — [ 0,0 dp -

Cqle)
Cy x+h Cy

=y [| Jowna]aw— [owaan-
Cile) ()
Cy x+h
1
— [{; | 10w.0— 0w oaap
Cy(e) T
Mame
xr+h

|U(k) | <L .max.

PE(c)

%f[@pn—@@wnmy

Aby sme dokéazali naSe tvrdenie, staéi ukazat, Ze k Iubovolnému & > 0
existuje 0 > 0 také, Ze pre vietky |2 | < 6 je |U(R) | < e.

Nech ¢ > 0 je dané. Na zadiatku tohto dokazu sme ukazali, Ze ku kazdému
% > 0 existuje d, > 0, Ze nerovnost | D(p,t) — @ (p, x) | < % je splnend pre
vietky |t —a | < 6, a pre vietky p “(c). Tvrdime, Ze za 9 stadi zvolit toto &,.
Akonahle je totiZz | b | < 6,, interval (x, x 4+ k> leii vo vnitri intervalu (x —

- 61’ x + 61>
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Potom je
x+h

t f [cﬁ(p, t)—D(p, x)] d¢ l <h ;— pre vietky pé€(c).

x

1
Heﬁmq}M<ﬁﬂew®|UWI<%h%uL=e
Tymto sme dokézali, Ze

(lH ~
MO~ g = [ o, 2)dp.
C1(e)

Zatial sme dokazali, Ze obidve strany rovnice (2) maji rovnaka derivaciu pre
vietky x: (a, 4>, ak pritom derivaciu v bode a rozumieme ako derivaciu
sprava a derivaciu v bode 4 ako derivéiciu zlava. Kedze kazdé funkecia, ktora mé
v danom bode derivaciu, je vtomto bode spojita, sa funkecie H(x) a K(x) spojité
v uzavretom intervale (a, 4). Spojité funkcie H(x)a K(x) majice v uzavretom
intervale rovnakt derivdciu v kazdom bode mdzu sa lisit na tomto intervale len
o additivnu konstantu. Kedze v bode « je zrejme H(a) = K(a) = 0 je H(x) ==
= K(x) pre kazdé xe {«, 4). Tymto sme dokazali rovnost (2).

Teraz dokazeme rovnost (1). Vysetrime limitu lavej strany (2), t. j.

(s

lim f ['[J.(D(p, t) dt] dp.

T ((e)
Napred poznamenajme, Ze integral

(‘2

[T/ o, 0 a dp

i) a

existuje. Za tym tdéelom dokazeme, Ze integral

Li(p) = [ ®(p, 1) dt

je spojitou funkciou p na ¢iare (c). Je dané ¢ > 0, madme najst 6 > 0, Ze ne-
rovnost | I,(p) — L,(p,) | < € je splnend, akondhle je | p — p,| < ¢ a pc (c).

Z podmienky @, vyplyva, ze k ¢islu ; > 0 existuje také ¢islo B, Ze pre kazdé
A > B a kazdé pe(c) je

[ D, t

o nd] <y
Zvolme A > B. Potom je

A

LW—JMQthm)*WmJ&+f¢p ty dt — f@m t) dt.

“
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Kedze @(p, t) je spojita funkeia na (¢) X <@, 4), teda na kompaktnej mnozine,
je D(p,t) na tejto mnozine aj rovnomerne spojitd. To znamend, Ze k ¢islu

3(4 i a) > 0 existuje také d,, Ze pre | p — p,| < d;, Pe€ (c) a pre kazdé t€

€la, 4) je

| D(p, t) — D(po, t) | < a < A4 < oo.

€
3(4—a)’

Tvrdime, Ze toto 6, m4 hladant vlastnost. Nech je pe (c) také, Ze spliuje ne-
rovnost | p — p, | < ;. Potom plati

| Ly(p I(py) | <
< [ [ D(p, ) — P(py, ¢ 1dt+|f¢>p, ydt |+ | [ ®(py,t)dt | <
a A
€ , & € o
< (A I a/) '7("A"'7 ’7') 'I’" § + ’3“ e 6.

Z prave uvedeného vyplyva, Ze integral

'y

f2 Lip)dp = [ | [ ®(p.t)dt]d

Cy(e) Cy(e) a

existuje. Ozna¢me jeho hodnotu M,.
Po tejto poznamke ukizeme, Ze existuje lim H(z) a Ze sa rovna ¢&islu M.

XT—>00

VySetrime rozdiel

| M, — H(A {_|f[fq>p, dt]dp—f[f@p,t)dt]dp}ﬁ
Cy(e) a
=| ['1f ow.0a]ap|.
Oie) A

Je dané & > 0. Mame najst N >0, ze | M, — H(A4) | < ¢ pre vietky x > N.

Z podmienky @, vyplyva, Ze existuje ku éislu% > 0 také ¢islo B > 0, Ze pre
A > B je

a0

u D(p, t) dt | <%.

Tvrdime, Ze B je hladané ¢islo N. Zvolme 4 > B. Potom je | M, — H(A4) | <

< L. % = ¢.
Z tohto vyplyva, Ze existuje lim H(x) a %e sa rovnad M,.

200
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Teraz vysetrime limitu pravej strany rovnice (2), t.j. lim K(x). Z rovnosti

>0

H(x) = K(x) pre kazdé kone¢né x a z existencie lim H(x) vyplyva aj existencia

XT—>00

lim K(x) a rovnost lim H(x) = lim K(x). Ale

T—>0 T —00 ar—o0

o0

lim K(z) = [ | (vzd)(p, t) dp] dt.

Teda o "o
Oy © © Cq
[ [ o nan)dp =[] [ Dp, t)dp]dr.
Cie)  a a Cy(n)

Tymto je prva pomocnd veta o zamene integra¢ného poradia za nevlastnym
integralom dokéazana.

Lemma 2. Nech @(p, t) je komplexnd funkcia dvoch premenniych p, ¢, defino-
vand na kartézskom sicéine (¢) X <{a, oo), kde (c) je po tisekoch hladkd &iara ne-
koneénej difky v komplexnej rovine od bodu C, do co a {a, oo) je polouzavrety
interval na redlnej ost, v ktorom je a > — oo.

Nech @(p, t) splivuje podimienky predchddzajicej vety @y, @, pre katdy koneény
usek na Eiare (c), lefiaci medzi bodom O a lubovolnym bodom C,, lefiacim na
Giare (c). Okrem tychto nech si splnené este tieto podmienky:

Q5. Integral ‘

[ o, vdp

Cy(0)

rovnomerne konverguje vzhladom na premenni t v kaZdom koneénom intervale
{a, 4y, a < 4 < oo.

Q,. Integral

o0

[ [ow 0 dp]a

a Cy(e)

rovnomerne konverguje na wuzavretej mnoZine Cisel C, leZiacich na &iare (c),
bodom C, poémic a oo kondiac.

Potom plati:

/ [fm(ﬁ(p, t) dt| dp = f[ [ @, ) dp| dt. (3)
Cye) a a Uy

Dékaz. Kedze st splnené podmienky predchadzajicej vety, podla nej pre
kazdé koneéné C, na diare (c) bude platit:

Cn © ) Cn
([ o tydijdp = [ [ [ ®(p, t) dp] dt. (4)
Cyle) « a C(c)
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Rovnost (3) dokdzeme z rovnosti (4) tak, Ze spoéitame limitu pre C, idice do
nekoneéna po diare (¢) z obidvoch stran rovnosti (4).
Najprv vySetrime limitu pravej strany rovnosti (4), t. j.

lim f [ ]"qb(p, {) dp] dt.
Cn>©g "oy

Ukazme si, Ze integral
o0

[ [ ®p.t)dp| dt

a Cy(0)

existuje. Za tym ucelom si dokaZzeme, Ze integral

[ o, t)dp

C1(0)

je spojitou funkciou parametra ¢ v kazdom konedénom intervale <a, 4>, kde
a < A < oo. V predchadzajucej vete sme dokazali, Ze integraly pre kazdé

koneéné C,:
Cﬂ

[ ®(p, 1) dp
Cy(e)
st spojitymi funkeiami parametra ¢z { a, A>. Podla predpokladu @; rovno-
merne konverguji vzhladom na ¢ v danom intervale pri C,, — oo po ¢&iare (c).
KedZze rovnomerne konvergentna postupnost spojitych funkecii ma spojita
limitna funkeciu, integral

[ @(p, 1) dp

Cy(0)

je spojitou funkciou parametra ¢ v kazdom koneénom intervale ¢: (a, 4),
kde a < A < oo. Z tohto vysledku a z podmienky @, vyplyva, %e integral

o0

A f @(p, t) dp| dt

a Ci(e)
existuje. Oznac¢me jeho hodnotu M,.
Teraz si ukdzeme, Ze limita,
(2o}

im = [ -/q"@(p, t) dp| dt

Cp—>0 o ol

existuje a Ze sa rovna ¢islu M,.
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Za tym tdelom vySetrime rozdiel

U(©C,)=M,— [ [ [ ®(p.t)dp]dt =

= [ [ [ownaga = ][ [ownd]at [ [ o0d)d

@ Cale) a Cale) 4 Ca(e)
f[f@p @$ﬂ+/[f¢mnm+ﬂwf[fbmn@pm
a Cnle) - Cy(0) A Cyle)

Mime
A

ey =[] wa(p, t) dp] dt | +
a  Cal)

0

| [ ] ownasa] +| [] [ ow.0dra)

('1(0) PR ENG)
Aby sme dokazali nase tvrdenie, stadi ukazat, Ze k Iubovolnému é&islu ¢ > 0
existuje ¢islo Cy na dGiare (c¢) také, Ze pre vietky ¢isla C,, leZiace na Ciare (c)
poéniic bodom C, a nekoneénom konéiac, je | U(C,) | < e.

Nech je dané ¢&islo ¢ > 0. Z podmienky @, vyplyva, Ze k &islu g > 0 existuje
¢islo A, > 0 také, Ze pre kaizdé 4 > A4, plati:

o0 o0

f[f@@ @p4<— a,1f[f¢n @Mﬂ<-

A C'y(e) 4 Cy(c)

Z podmienky @5 vyplyva, Ze k ¢islu > 0 existuje také ¢islo B na Ciare

€

3(A—a)

(c), ze pre vetky &isla C, leZiace na &iare (c) medzi bodom B a oo je
€

I
Cnle)

pre vietky ¢ z kazdého koneéného intervalu <a, 4>. Tvrdime, Ze toto ¢islo B m4
hladant vlastnost éisla C, na éiare (c). Skutoéne. Nech je 4 > A4, a C, nech lezf
medzi bodom B a co na ¢iare (c). Potom je

| U(C,) |<f Sttt
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Z tohto vyplyva, Ze limita

e}

lim [ [ [C'qb(p, t) dp] dt

Y B
Cp>o (e

existuje a Ze sa rovna &islu M,.
Teraz vySetrime limitu lavej strany rovnosti (4), t.]. limitu

lim f[[qsp, t) dt] dp.

Cn=© i) “a

Z rovnosti (4) pre kazdé koneéné C, a existencie limity pravej strany a jej hod-
noty M, vyplyva aj existencia limity lavej strany rovnosti (4) a jej rovnost
éislu M,.

Nakoniec dostdvame:

0

/ [fwd’(p, t) dt] dp = fw[ fw O(p, t) dp| dt.

(i) @ a  Cye)

Tymto je dokaz druhej pomocnej vety o zamene integraéného poradia pri
nevlastnych integraloch hotovy.

Pre dalsie t¢ely pripomenme nasledujtice zname veci. Majme nejaki funkeciu
F(t), ktord splha tieto predpoklady:

P,. F(¢) je komplexna funkcia redlnej premennej ¢, definovana v intervale
(— oo, o0) a rovna nule pre ¢ < 0.

P,. F(t) a F'(t) s v kazdom koneénom intervale spojité, okrem koneéného
podtu bodov nespojitosti prvého druhu.

P,. Existuje také realne &islo g, Ze integral

[ e~ F(t) dt
0

absolutne konverguje.
Potom jej Laplaceova transformacla ma tieto vlastnosti (pozri [1] str. 78):
a) Laplaceov integral

L{F(t)},= f e F(t) dt = F(p)

konverguje absolitne a rovnomerne pre vietky komplexné &isla p, spliajice
nerovnost Re(p) > o, a v oblasti Re(p) > o, je reguldrna funkcia premennej p.
b) Ak integral

[ et | F(t)|dt
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nekonverguje pre vietky p, existuje realne &islo ¢,, tzv. tsedka absolditnej
konvergencie, ze pre Re(p) > o, tento integral konverguje a pre Re(p) < o,
tento integral nekonverguje. Zrejme je o, = o,. V pripade, Ze uvedeny integ-
ral konverguje pre kazdé p, mézme polozit ¢, = — oo.

¢) Pre vypodet origindlu, t.j. funkcie F(t) plati tento vzorec (pozri [3],
str. 212):

_ [F(t+0)+F(t~0)’t>0’

o+iw 2
111?0 oi | F(p).erdp =1 F ;L 0), f— o,
0, t < 0.

Integruje sa po priamke, rovnobeznej s imaginarnou osou, pricom je ¢ = a,.
Teraz pristipime ku podstatnej casti tejto prace.

Veta. Nech si splnené tieto podmienky:

1. Nech funkcie u(t), v(t), u[f(t)], v[g(t)], u[f(t)] . v[g(t)] spliaji predpoklady
P,, P,, P,

2. Nech funkcie f(t) a g(t) st kladné a spojité v polouzavretom intervale
<0, o). :

3. Nech existuji &isla y =0, 6 =20, ¢ =0, a v =0 také, te Laplaceove
tntegrdly

o0 o0
f et . el ¢, f et . 90t df,
0 0

o+i0 T+1i0 y+io

1 1 1

— R It I y

ot [ Biwonan oo [ Lods o [ Lgdio), de
g—io T—io0 7100

absolitne konverguji. V poslednijch troch integrdloch sa integruje po priam-
kach, rovnobefnyjch s imagindrnou osou.

3

Potom Laplaceova transformdcia sdéinu dvoch zlofenyjch funkcit sa vypolita

podla vzorca:
7410

1
LOAf0) - a0, = o [ ) Tp — w)dw, (%)
y—io '
kde Re(p) =y + 4,
o+i0 1 7+ 10
1 _ — — —
Ji(w) = ot f u(z) . p(w, 2) dz, Jy(p —w) = omi / o(s).y(p—w,s)ds,
P(w, 2) = f e~ . el -z d¢, w(p —w,s) = f e—(r—wt gi0-s d¢,

0
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u(z) = fw e~ u(t) dt, (s) = fwe—“.v(t)dt,

0 0

Re(z) = o, Re(w) =y, Re(s) = 7, Re(p —w) = 6.

Vo wvzorci (5) a v integrdloch pre J(w) a Jy(p — w) sa integruje po priamkach,
rovnobezngch s tmagindrnouw osou.

Poznamenavame, Ze integral vo vzorci (5) a integraly pre J,(w) a J,(p—w)
st obyc¢ajné nevlastné integraly v dosledku urobenych predpokladov na za-
ciatku tejto vety.

Doékaz. Do J,(w) dosadime za p(w, z) a dostaneme:

o+ i ©
JI(W) = Q;L'l f ﬁ(Z)[ f e—wt  ef(t).z dt] dZ, Re(w) >

Tento integral splnuje podmienky pre lemmu 2 o zaimene integracnéno poradia.
Skutoéne. Podmienka @, Ziada, aby funkcia u(z) e~ . e/“-z bola spojita ako
funkcia dvoch premennych pre vietky dvojice (z, t), pre ktoré plati te (0, 4),
0 < A < oo a z je lubovolny bod na integra¢nej priamke. KedZe wu(z) je regu-
larna v oblasti Re(z) > ¢, 0, < o a f(t) je spojita podla predpokladu 2 v polo-
uzavretom intervale < 0, co), tato podmienka je zrejma splnena.

Podmienka @), Ziada, aby integral

f e~ . e/ u(z)dt, Re(w) =y,

0

rovnomerne konvergoval vzhladom na premennd z na priamke Re(z) = o.
Tento integral je na nej podla predpokladu 3 absolitne konvergentny. Odtialto
vyplyva i jeho rovnomernd konvergencia vzhladom na premenni z na priamke
Re(z) = o.

Podmienka @, Ziada, aby integral

o+t

1
27mi

o—10

u(z) . ef®-z e~vtdz

rovnomerne konvergoval vzhladom na premennt ¢ v kazdom koneénom inter-
vale <0, 4>, kde 0 < 4 < oo. Tento integral, podla predpokladu 3, absolatne
konverguje pre vSetky hodnoty ¢, ktoré lezia v kazdom koneénom intervale
0, 4, kde 0 < A < oo. Odtialto vyplyva i jeho rovnomerna konvergencia
vzhladom na premenni ¢ v kazdom koneénom intervale {0, 4>, kde 0 < 4 < co.
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Podmienka @, ziada, aby integral

© 1 ot+lo
f e—t [z_m f e/®z ﬁ(z) dz] dt
0 o—iw®

rovnomerne konvergoval na uzavretej mnozine ¢isel w, leZiacich na priamke
Re(z) = . Tento integral je podla predpokladu 3 absolitne konvergentny pre
vSetky hodnoty o z intervalu (0, co) a aj pre v = oo. Odtialto vyplyva i jeho
rovnomernd konvergencia na uzavretej mnozine ¢isel o, leziacich na priamke
Re(z) = o.

Pouzijic vysledok lemmy 2, po zamene integra¢ného poradia dostavame

<< 1 o+ i B
J(w) = f e—w‘[ﬁ;ﬁ f e/®z y(2) dz] d¢, Re(w) = y.
0 g—i©

Zavedme oznadenie t* = f(t). Po dosadeni do predchadzajiceho integrilu
dostaneme

© o+1io

Ji(w) = f et [2%@ f ev*z 4 (z) dz] d¢t, Re(w) = ».

Pri pouziti vlastnosti c), f(t) je kladnd podla predpokladu 2, J,(w) bude mat

tento tvar

Jyw) = [ e . u(x*) dt = Lfu(z*)},, Re(w) = 7.
v
Nakoniec po dosadeni 7* = f(t) dostaneme

Ty(w) = LEulfOT, Re(w) = 5.

Analogickou tpravou dostaneme
Jop—w) = [ e=o=2t w[g(t)] dt, Re(p — w) = 0.
0

Tieto vysledky dosadime za J,(w) & Jy(p — w) do pravej strany vzorca (5),
Dostaneme

F(p) = 5% f L{ulf)]}, { f e~ plg(t)] dt} dw, Re(p) =7y + 4.
7 =10 0



Analogicky, ako pri J,(w) Citatel si lahko dokazZe, Ze aj tento integral sphiuje
podmienky pre lemmu 2 o zdmene integraéného poradia. Po zdmene dostaneme

© i ]

) = [eotgn|g; [ e Lauif, dw|d, Rep) =7+ o.

0 7—1i00

Pri pouziti vlastnosti ¢) z tohto dostdvame
F(p) = [ e . o[g®)] . ulf(t)] . dt, Re(p) =y + o,
0

¢o bolo treba dokazat.
Pozniamka 1. Polozme v (5) f(tf) = ¢, g(t) =t a dostaneme vzorec pre

Laplaceovu transformaciu st¢inu dvoch jednoduchych funkeii:

7+ i©

Lfult) . i)}, = o f Tw) . B(p—w)dw, Re(p) =y +0.  (6)
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Tento vzorec uverejnil Grinberg [4].

Poznamka 2. Vo vzorci

L{ul f@)].2lg(]}, = fe’”‘ ulf(1)] . v[g()] . dt, Re(p) =y + 9

poloZzme f(t) = ¢. Dostaneme
o0

Lu(t) . v[g)]}, = [ e - ult) . vlg()] dt, Re(p) =y + 4.

0

Oznadme znakom t** funkeciu ¢(t). Po dosadeni do predchadzajiceho vyrazu
dostaneme

L {u(t) = [ et . wu(ft) . v(r**) dt, Re(p) =y 4 6.
0

Vzhladom na to, 7e 7** > 0, g(f) > 0, podla predpokladu 2, mbzeme s pouzi-
tim vlastnosti ¢) pisat

T4i0
1 r
'I/(T**) — 57::‘11 -} er**z U(Z) dz
T—i0
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Po dosadeni tohto vyrazu do predchadzajiceho integralu dostavame

0 T+iw
L,{’lt(t) . 'L'('[**)}p — f et | u({) [—2—% j er' e, 5(2) dZ] dt, Re(p) = Yy + 0.
0

T—10

Analogicky, ako priJ,(x) si ¢itatel lTahko dokéze, ze aj tento integral spliiuje
podmienky pra lemmu 2 o zdmene integraéného poradia. Po zamene dostavame

7+ 10 ©
L{u(t) . v(z*%)}, = %” f 7&7(2)[ f ePt etz | yt) dt—| dz, Re(p) = y -+ 0.
T—1i® 0

Po dosadeni za t** = ¢(t) a

f e~ erW:  y(t) dt = L{e” V-2 u(t)},,
0

dostavame
T+10
1 _
Ljutt) . v[g0)]}y = 5 f v(2) . L{e"9-z . u(t)}, dz, Re(p) =y + 0. (7)

Tento vzorec uverejnil Ivanov [5].
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NMPEOBPABOBAIINE JIATIJIACA IIPOUBBEIEHUS IBY X
CJIOKHBIX OYHRI[UI

I0JHNYC IIAMB EJI

Bunoant

B aroii craTbe n0BoIUTCA TeopeMa o npeoOpasoBanui Jlaiiaca MIPOUIBENEHHUS IBY X CJIOHAL-
HeIX Qynrumuid. 13 sToil Tcopembl BuiTeRaloT pesynbrathl 'punbepra [4] m Wsawosa [5].

DIE LAPLACESCHE TRANSFORMATION EINES
PRODUKTES ZWEIER
ZUSAMMENGESETZTEN FUNKTIONEN

JULIUS CAMBEL

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Satz iiber die Laplacesche Transformation eines Produktes
zweier zusammengesetzten Funktionen bewiesen. Aus diesem Satz folgen die Resultaten
von Grinberg [4] und Ivanov [5] als spezieller Fall.
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