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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VIl CisLO 1

O ISTYCH PRIESTOROCH RADOV
S BATROVSKOU METRIKOU

TIBOR SALAT
Katedra matematiky Univerzity Komenského v Bratislaove
Nech
() 4 Uy =y — o a, =L (1)

je rad s kladnymi ¢lenmi. Nech

Epe B Eg ol E (2)
je postupnost. v ktorej pre kazdé prircdzené n je ¢, - | alebo - L.

Oznacme znakom X mnozinu vietkych radov x. kde
B P N L N (I e

X je zrejme nespoéitatelnd mnozina mohutnosti kontinua. Dalej definujme
na mnozine X % X tunkeiu g(x, y) takto: Ak a. y € X.

X ey A Eslly b L e,

, . | ,
Yoo ey A ety g,

potom o(x.y) 0. ak @ =y, ak vSak @ =4 y. potom o(x. ¥) kde k je

|
e
najmensi index s vlastnostou: e, == ¢.. V praci |3] je dokdzané. 7e takto defi-
novana funkeia je metrikou na X. O priestore (X. o) je taktieZ v |3| dokdzané.
7¢ je to kompaktny priestor. Metrika o(x. ) je zrejme analogickd s metrikon
Biairevho priestoru.

Voprvyeh dvoch odsekoch tejto prace budeme predpokladat. ze rad (1)
konverguje. Votretom odseku podame isté zovieobecnenie vysledkov price |4
pre- divergentné rady.

Nceh (1) je konvergentny rad. Pre kazdé x € X S(a) znadi siéet radu ..
N(a) je funkeia definovana na celom priestore X. V praci |3] je dokdzané.

. . . i}
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ze S(x) je spojita na (X, o). Oznaéme znakom W mnozinu viethyeh tych
realnych ¢isel. z ktoryeh kazdé je suctom nejakého radu »€ X, toda W

S(X). Zrejme WC - A0 A4 > kde 4 je sucet radu (1).

V' tomto odseku budeme vysetrovat podmienky. za ktorveh je S(a) prostym
(alebo homeomorfnym) zobrazenim.

Pre struénost vyjadrovania zavedieme toto pomenovanie: Postupnost [,0 .
kde index I prebicha nejaka spocitatelnt mnozinu prirodzenyeh cisel a o,
je pre kazdé [ jednym z ¢isel 0. 1. 1. budeme nazyvat postupnostou typu (4).

Dokazeme tato pomoent vetu:

Lemma 1. Nevyhnutna o postacugice podmienka pre to. aby funkeio S(a) holo
prosta na X . je.aby pre bade privodzend Ioa pre baZdic postupmost Ly, dype (1)
platil vijrok: Rad

R (P N TR
nut nenwloryj sidcet,
Dokaz.
I. Nech funkecia S(@) nie je prosta na (X. o). Potom existuju dva rozne
rady vy € X také. 7e plati: S(a) = S(y). Nech

2 Ely Ealy o EM (3)
YRR e, L el e (+)
, ! ,
Neeh o(a. y) - e koo 1 Potom rad
I
A e K A L N € T I

ktory vznikol odéitanim radov (3). (4). md nulovy stcet a ten isty sucet ma

zrejme aj rad

R VU N P
¢ . , . .
kde . Pritom y;, nado aje z hodnot 0. 1. - 1.
kd " Pritom 4, nadobada jednu z hodnot 0.1 |

¢,
2. Nech existuje privodzené ¢isto b a postupnost [y, typu (y) taka. ze
plati: Rad

L ) P UL B e RV

ma nulovy sucet. Zostrojme rady

Xy e e s e e o E e (D)
Yoyt b, o, Ep 4y TP (6)
. . Ly s ‘ . & “
také. aby @,y € X aaby pre kazdé ! - L = 1ok v 20000 platilo sy, ,
To je zrejme mozné. Ak totiz 4, = 0. kladieme ¢ - ¢ S hoak oy, I
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kladieme &, 1. ¢ = 1 a konecne. ak y, == - 1. kladieme ¢, - l.e - 1.
Rady (5). (6) stt dva vozne body priestoru (X, o) a pritom zrejme S(x) - S(y).
Oznacéme v dalsom znakom R, zvySok po k-tom clene v rade (1).

Veta |.

a) Neeh aspoii pre jedno privodzend éislo koplati a, - R,. Polom S(x) nie
Je prosta funkcia.

h) Nech pre véetky privodzend Eisla koplati o, > R,. Zobrazenie S(a) je otedy
proste. dokonce homeomorfaé.

¢) Nech existuje privodzené Eislo nos vlastnostow takow. Ze pre vietly pri-
rodzend 2w je a, < R, Potom S(x) nie je prosti funkecia.

Dokaz.

a) 7 podmienky «, - R, vyplyva. ze rad
A T C I T (Y
"y, Iopre kazdé Tk 10 L — 20 .0 ma nulovy sucet. a teda podla

femmy 1 S(a) nie je prosté zobrazenie.

h) Pre kazdé privodzené L a pre kazd( postupnost {i,), tvpu (i) plati:

s
w, oD ety g = Ry 0,
F
s
v doxledku toho vad a, -+ > 0, ma nenuiovy stcet a tvrdenie vyplyva zase
R

7 lemmy. Zobrazenie S(x) je teda podla lemmy I prosté. Kedze S(a) je podla
dokiazaného a podla |3] spojité prosté zobrazenie priestoru (X. o) na W
(M = cuklidovskou metrikou). je S(a) podla znamyeh viet o spojitych zobra-
zeniach kompaktnych priestorov homeomorfnym zobrazenim priestoru (X, o)
na W (Pozri [1]. str. 135.)

¢) Nech existuje prirodzené cislo n také, ze pre vietky prirodzend & = w

plati «, = R,. Potom podla [3] existuje taka postupnost (e typu (2). 7e
1 s
. : . ' & L1
steet radu D e, je nula, Potom vad a, -4 yu,. kde pre kazdé
koon lowl &,
I b tow b 20 0000 ma nulovy stcet a postupnost ), je zrejme postup-

nostou typu (). Z lemmy 1 vyplyva spravnost tvrdenia.

*)

V' tomto odseku budeme zase predpokladat. ze rad (1) konverguje.

Predpokladajme. ze pre kazdé privodzené cislo b v rade (1) plati «, - R,.
Podla vety 1 je S(z) prosté (dokonce homeomortné) zobrazenie priestoru
je dokdzandé. Ze p(W) — lim 200 R aj v |5

"e—>r

(X o) na mnozinu IV oprded [H
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s

vidime. 7e ku kazdému nezapornému &islu v mozno zostrojit rad >« taky.
1

ze k tomuto radu prislugnd mnozina W ma mieru w(W) = .

V' tomto odseku sa budeme zaoberat Stadiom mier niektoryeh Specialnyeh
podmnozin mnoziny H'.

Nech &. &). ... & je pevne zvolena koneénda postupnost. ktorej ¢leny su |

24 /,‘

. . .y < .. . ’ : v
alebo —1. Ozna¢me znakom Jl/[( o “) mnozinu vietkveh tyveh cisel
I

e, &) ... e
€ W. pre ktoré plati « = S(x). kde
x =g+ Say -+ A e o ey,

pricom postupnost (g7 ;. , prebieha vietky mozné postupnosti. ktorych
cleny st 1. resp. —1.

)

. . : . L2 . | .
Veta 2. Pre ndery (M) mnoZiny M (5“ R (”) plati. Ze (M) = (W),
1 6':. e & =

Dokaz. Zrejme w(M) = w(W, ;). kde W, ., je mnozina vietkych t:7eh redl-
nveh disel. ktoré st saétami radov tvaru

Epoqgfllp oy & oty = o E

kde ¢ = 1L alebo —1 pre kazdé | =Lk 4 1.k -+ 2. ... Podla |5] je w(1V,. )
im 2491 RE kde R¥ je zvyiok po a-tom ¢lene v rade

H=>L
ey 4 ey Pl
Teda
I ! | )
RE =y 0 st o by R, ,
takze
iy ~lim2'" R ! lim 28« v R : (
() —=iim 2 P 2 Ry, o ).
H—a Ll =>4 -

Tym je dokaz hotovy.

Tento vysledok mozno fahko zovseobeenit. Nech ji. j,. ... jp =i privodzend
cislay 4, <7 o= o2 i Neeh 6P €. 00 ) Je pevie zvolend koneéna po-
L . . o IR
stupnost. ktorej ¢leny s 1. resp. —1. Oznac¢me znakom M 7 Y

R
J 72 il
munozinu vietkveh tych cisel w € W.opre ktoré plati v - S(e). kde

. . B _t 1 . B _,l'J N I . . K L
3 “0ly Cee R e gy E o, Eip a1t EGGL e E

pricom ¢, I alebo -1 pre vietky indexy [ & joj, ... .

/

Veta 3. P ndera n( MY mnoZing M I;’Il' :/('f' o "}/';, ) plati u( M) o).
Epe Eiae o Ey =

-
am
Ne)
<



Dokaz. Zrejme plati. ze

! N Dae oo Ip ) 2. TR
M 0 W0 0 v 0 L0 0 K
e e -8 e E )
0 0 Kl 0
(e )

Zjednotenie vpravo treba braf cez vietky mozné konecné postupnosti
(e e el ), ktoryeh Eleny st Ealebo 1. Teda ide o zjedno-
tenie 277 mmozin, Tieto minoziny st po dvoch disjunktné. Skutodéne. nech
jedna z nich patri k postupnosti

Epe e S E e e E (a)
a druha k postupnosti
0 0 O 0
e & E e g (h)

a nech (). (b) s0 dve rozne postupnosti. Nech 1 je najmensie prirodzené déislo

s viastnostou: ' == & a nech & =1 a & = —1 (v opacnom pripade je dokaz.
analogicky). Vtedy zrejme vietky prvky mnoziny prislachajicej k postup-
nosti («) lezia vpravo od éisla &a, - ...+ & ¢, kdezto vSetky prvky
mnoziny pristiehajiucej k postupnosti (b) lezia viavo od éisla &, !

VAR

Preto

. 1.2 ] . I I
N ' 2 ip k . .

n( M) R wlM Q) 241 i ) 2 p(1).

]/I.

K KU K i
(I N T EEE e, )

Tym je dokaz hotovy.

Poznamka. Pri pevhom £ je mnozina W

. , . , I '.2. ce . .‘,
zjcdnotenim mnozin M ”h /“ j/“ )
‘!‘|‘ ‘Qj'l‘ e
teda
’ jl-J"‘z:'-'!.A-'
1 UM (w ooy
P Ejaee e Eip
0 0
(e - ‘j/.-)
Vpravo sa séituje cez vietky koneéné postupnosti (. . 0.0 &) ktoryeh
J . /1 2 ik .
cleny =t Foresp. 1
Neceh welX.
£ ey el e (7)
Neeh f(ro @) znaci pocet Clenov -1 v postupnosti (e. . ... ¢,). podobne

(. v) znacipocet lenov - v tejistej postupnosti. Teda pre kazdé privodzend
cislo e plati f(n. vy o gl a) == .
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Pre strucnost budeme hovorit. ze rad (7) je znamienkovym rozvojom ¢isla
(vzhladom na rad (1)). ak « - S(r).
Zavedme dalej oznacenie

f(n. x)

DE(foe)y  limosup DE(foa)y — liminf fin. x) _

pes s n
. . g(n.x . e g(nox)
D¥(g.w) - lim sup " ) o DF(go ) - Himint ! .
"t I n
Cisla D*(f. ). vesp. D*(g. ) budeme nazyvat hornou hustotou cisel 1. oesp. 1
vopostupnosti {g,17. podobne ¢isla D¥(f. a). resp. D*(g. x) dolnou austotou
cisel 1ovesp. — 1 v postupnosti fe ) 7. Zrejme D¥(foa) € <2 0.1 > podobne pre

DE(]w). D*¥g. x). D*(g. ).
Plati veta:
Veta 4. Nech W* je mnoZina vsethijeh tych w Sy €N pre ktord wie i

splnend aspoii jedna = nasledwjicich nerovnosti:

DRIy DR

Potow pre wiera p(W#) soZinyg W plati: w(W7¥) = 0.
Poznamka.

a) Analogické tvrdenie plati aj pre cisla D¥(g. ). D*(g. @) a je jednoduchym
dosledkom vvslovenej vety.

b) Teda podla vyslovenej vety pre skoro vietky cisla o S(e) €117 plati

DE(f.x) = L < DE(L ).
Dokaz vety.
Zrvejme W& - WEGWE kde ' je mnozina vietkyveh w€W. pre ktoré plati:
e SGe) o DR ‘I). W% je mnozina vietkyeh tveh w€ll”. pee ktore

plati v S(v). D*(fo0) > . Ukdzeme. ze (W) 0. podobne i dd do-

kazat. ze w(W¥) - 0 a potom aj p(J7*) == 0.

Nech 7 je pevne zvolené kladné ¢islo. 0 <2 7= °. Nech .V je pevine zvolend

prirodzené ¢islo. Oznac¢me znakom HWEr, N) mnozinu vietkveh ty:h well”.
B f(n. x)

pre ktoré plati oo = S(v). a pre vSetky » 20 NV je “=27 w070 Teda f(n. x) -
‘ " :

[Tn] pre vietky » - V. Teda v znamienkovom rvozvoji ¢isla vt jov o
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Eyly o Esty oo e, F o0 je napryveh womiestach (n - V) najviac
[71] ¢lenov rovnyeh 1. Myslime si »# pevne zvolené. Zrejme

s , 1.2, ... m
Wi Ny ul (}_?. L d:)'

(). .o e)

kde (. e o0 &) (8) prebieha vietky také konecéné postupnosti o u ¢lenoch.
ktoryeh éleny st 41 alebo —1 a ktoré neobsahujt viac nez |tn] ¢lenov 1,

Kedze existuje jedind postupnost (8) neobsahujica Ziadny ¢len £ 1. dalej
existuje prave | postupnosti tvaru (8). ktoré obsahuji jediny ¢len -1 atd..

zrejme plati. ze

. n R 1.2, ...on )
(T, N)) = Il 'Li(l) 4. ﬂ-(nl)l/t(;l[(#‘,‘ o F“)).

(¢ &0 L e je pevine zvolenda postupnost tvaru (8)

. 1 n '
any [l Redze 0< v <0 0o~ (N) = (“) pre visetky ¢ =00 1020 000w
2 ? " '
Teda
W Ny = (4o (") o) 9)
(T, . = (I +n ('"1) o - . (¢

Nerovnost (9) plati pre vSetky n = V. Ukazeme, Ze limita pravej strany v (4)
pre n - 4 oo je 0. Za tym Geelom oznaé¢me znakom g(n) sacin (1 4 ).

n , - .. .
( ) o vtedy podla Stirlingovej formuly dostavame
] 2 ! ' :

() (0o ]2nnn"v (I 4+ o(L)).2™
q(n = Ny) Sammoierin e e
l ._)“._v,n/] 7"'1(' P [ 4_:(," o ,)L]) ‘(," . ,n])nv;al e e (l 4 ()(l))

Kedze
2 (1 4 ol
(14 ony) ITZE,( ,,,,‘,,”( ) =0 ('né)
| 2mmy | 2r(n — ny) (1 - o(1))
je
3 nte .2
(’(n) (n ) n:lzle nl(,n ,_‘,”])’r—ule [TZRTEY}
1
S0 (n%). O (el o Tz gy
kde

p(r) (1 1) log (1 — 1) + (T — )ll) log (T : I) )I < T
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Uvazme dalej. ze

. I 1
hm |7 -} log |t 7 log 7.
PN n "

preto
y(T) (1 7) log (1 T) -+ Tlog T - o(l).
Polozme
i) (0 ) dog (1 — ) - log
pre
| , Y
Oy py) - log 0
z ~ 1 Sl
. I . . 1
\ (H. 5 ) g yn(y) klesd (H. _)),
a teda
) |
1/11(‘() > (/v] ()) '()g’ 2.
teda
() log 2 )
ke
0 ()
Potom
(T) () = o(l) log 2« o - o(l).
a preto
1

g(n) O m2).0@e ™) 0.2 ) ),
takze
3
g(u) O (m2e o) o(l).
Vodosledku toho (W .N)) 0 pre kazdé privodzené V.
L . 1
Oznacme pri peviom 7. 00 7<" Sznakom W (7) mnozinu vietkyeh tyveh

well pre ktord plati v N(e). D¥(f. )< 1. Zrejme vtedy
W) ¢ u e N,
N

a preto

AW () 0.
Nech tevaz je 7,4 Tubovolnd postupnost klednyeh realnveh cisel 1
B I B D I I > . . . .
pre vietky o 12030 0 wenech 70 - 50 Potom podla dokidzaného je

i ”Yx*(T,A)) 0

pri kazdom pevnom .
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Zrejme

W¥ c u Wgr,).
v

'

a teda
w(WE o

Tvin je dokaz vety hotovy.
Pozndamka. Podla dokazanej vety podstatnd éast (¢o do miery) mnoziny 117

tvoria sucty tyeh radov €N pre ktoré platia sti¢asne tieto nerovnosti:

1
D) < = DG,

D¥(g. x) <

o . o e x) L

Ak oznacime znakom D*(f. @) limitu lim [, ) (za predpokladu. ze tato
H=>t n

limita existuje). z uvedenych nerovnosti vidiet: Spomedzi radov 2€X. pri

ktoryeh existuje D*(f, ) (prirodzend hustota ¢lenov 4 1 v postupnosti (e} /.

v zmysle terminoldgie obvyklej v tedrii ¢isel). neprispievaja k miere mnoziny 1’

. . L s ] - S
tie rady. pri ktorveh je D*(f. x) + 5 - (Pri tychto radoch je tiez D*(g. x) =+ -

kde D*g. ) ma podobny vyznam ako D*(f. x)).
Dokdzana veta je v istom zmysle analogon nasledujicej znamej vety Cesa-
rovej o rozdeleni znamienok v neabsoltitne konvergentnych radoch:

”*
Nech oy oy =0 o0 Zoa, = oo w00 a, -0 2 a, - co. nech rad
1
Doea, e, i1 alebo 1. konverguje. vtedy pre dolnd 1) a hornt /) hustotu
mamienok 1 v postupnosti fe )" plati D <~ D (pozri |6]).

3.

Predpokladajme. Ze rad (1) diverguje a «a, - - 0. Potom. ako je zname (pozri
[4]). existuje nespoc¢itatelna mnozina X, tych radov x€X. ktoré majasacet (viast-
ny alebo nevlastny). a nespoditatelnd mnozina X, tych radev @€ X ktoré nemajn
stcet, teda osciluju. Vopraci [4] je dokazané. Ze mnozina X je mnoZinou prvej
kategorie v (X, p). a teda X, je mnozinou druhej kategorie v (X. o). kedze
(X, 0) je neprazdny aplny priestor.

V' tomto odseku podame isté zovieobecnenie citovaného vvsledku,
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Nech velN.

X e ey o T g,

Pre kazdé privodzené n polozme N (x) — eo; -+ o0 e, 0N () je spojitou

funkeciou na (X. o) (pozri |4]).

Nech dalej A je pevne zvolené realne ¢islo. Znakom A(N) oznacime mnozinu
vietkych tyeh radov a€.X. ktoré maji viastnost taka. ze ku kazdému reA(A)
existuje prirodzené ¢islo n(x) také. ze plati S, |7 > K. Oznacme dalej makom
A.resp. A mnozinu vietkyeh tyveh v2X. pre ktoré postupnost S () nie je
zhora. resp. zdola ohrani¢ena.

Lemma 2. Jnofinyg A, A" si mnoZinamd (y(N).

Dokaz. Ukazeme predovietkym. ze mnozina A(A) je pre kazdé redlne A
otvorend. Nech x,€A(K). Potom existuje prirodzené ¢islo n(x,) také. 7¢ plati:

N ro) ~. A

w(ry)
Zvolme o — n(;n). vtedy pre wgQ(x,. o) plati S, 7Nt teda
PEA(K). Teda celkom O(x,. 0) € A(K). t.j. A(K) je otvorend mnozina. Zrejme
.
A - n AN). a tvm je dokaz hotovy.
Ko
Podobne sa dokaze tvrdenic pre mnozinu A"

Lemma 3. Nech B A n AL Potom I je husti (X, o).
Dokaz. Nech x,€X.
0

Xy ooy ESay b e,

Ukazeme. ze 0, € 3. Nech o = 0.0 Tubovolné redlne ¢islo. Nech .V je prirodzend

L 1
cislo. = = 0.
N
Podla Riemannovej vety existuje rad
Exaqflly ¢ &y ofly o7 Ey gy T
kde & = I alebo —1 pre vietky 7 =N — 1.V = 2000 taky. ze pre jeho
Ciastoné sacéty 8§ plati
lim sup SF F oo, liminfNF o - oo,
o Jr—ris
Polozme
e, Wy ey gy Ey oy
Zrejme
limsup S, (@) - - oo a liminf N () oo, rE(x,. I).
H=>7

2—s

KedZe o je Tubovolné kladné cislo. je tym dokaz hotovy.
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Veta 5. Neeh X, je mnoZina vSetlijeh tich radov XX pre Ltoré jo postipmos!
C o
W)

ich Flastocngeh sactor bud zhora. alebo zdola ohranifend. Potom X
oo mnofing preej kategorie v priestore (X. o).

Dokaz. Zrejme je X, = X — B, teda X, je mnozina F (X). kedze 53 je
podla lemmy 2

23

mnozinou (/;. Dalej mnozina X — X, = B je podla lemmy 3

husta v X. Teda (pozri |2]. str. 66) je X; mnozinou prvej kategérie v .\

Dosledok. Mnozina X, tych radov »*€X. ktoré maju stucet (viastny alebo
neviastny). je prvej kategorie v (XX, g). To vyplyva z toho. ze X ¢ X,.
7 dokazanej vety na zaklade znamych vlastnosti aplnyeh priestorov taktiez

ihned vyplyva. ze mnozina 3 vietkych tych radov x€X. ktorych diastoené
sucty tvoria postupnost neohranicent zdola i zhora. je mnozinou druhej
kategorie v (X, o).
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UBER GEWINSSE RAUME DER REITHEN MIT BATRESCHER
METRIK

TIBOR SALAY

Zusammen fassuny
S

LN . - - . .. . C e Ay
o8 sei 2 oy, (1) eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. ks bedeute X die Menge
|

o
. S . .
aller Reihen o, welehe die Cestalt & = 2 giai. & - 1 oder - -1. haben. S(x) bedeutet die
1
Sume der Rethe .

Im ersten Teil dieser Arbeit untersucht der Verfasser die Bedingugen, bei denen S(r)
cine cin-eindeutige (resp. Homeomorfismus) Funktion im Raum (X, 0) definicrt, deren
Werte in £ sind, wo o die Bairesche Metrik ist, die vom Verfasser in der Arbeit [3] einge-
tithrt war. Das Hauptergebnis dieses Teiles der Arbeit ist der Satz:

) Fs sel wenigstens fir ein natiivliches k: ayp = Ry [ Ry sind Rethenreste der Reihe (1)),
Danre ist S(v) keine ein-eindeutitge Funktion.

h) s sed fiir alle k: ap > Ryp. Dann ist S(x) ein Homeomorfismus.

¢) Es existiere eine natiivliche Zahl n derart, daf fir alle k = n. ap <> 1y ist. Dann st
N(2) keine cin-eindeutige. Funktion.

Im zweiten Teil setzen wir voraus, daf3 fur alle & ap > R ist. Im diesen Teil der
Arbeit studiert der Verfasser einige Eigenschaften der Menge W aller derjenigen reellen

o

. . . w

Zahlen w, welche die Gestalt « - S(), @~ 2 ga;. ¢; = 1 oder -1, haben.
1

71’ j"' BRIRE] y.k ) . . . .
X5 bedeute ( 0 o o | diec Menge aller dervjenigen « €W welche die Formowe  S(x).
&5 Ej. e E R
J1s Ejus ik

e et s ey G s}),a,j[ Ao Ej Ay 1+ F;-)ka]-k -+~ ... haben, d. h. die
Falktoren «f ey, ... s?k sind fest gewiihlt, die tbrigen &;, ¢ & 4y, 75, .. .4 durchlaufen
. . . ; . 1
die Zahlen Lo~ -1, Dann gilt fiir das Maf p(M) dieser Menge, daf (M) -5 (W), wo
(1) das MaB von W bedeutet. Ty sei wzZX, @ = gay + ... -+ &,a, - ... Fs bedeute
f(n. o) die Anzahl der Zahlen -1 in der Folge ). &,, ... #,. Wir bezeichnen
. n. @) e . f(n, w
D*(f, ) —: liminf [0 ) . DE(f. ) - limsup 1, )
n—>x n H—=>o n

r

Dax Hauptergebnis dieses Teiles der Arbeit ist der Satz:

Fiir fast alle o S()EW (im Sinne des Lebesgueschen Mafes) gilt:

. o .

D*(foe) == D¥(La).
Dieser Satz ist cine Analogie (fiir absolut konvergente Reihen) eines bekannten Natzes
von Cesaro tber die Verteilung der Vorzeichen in nicht-absolut konvergenten Reihen.

o

. . . . w . . . .

Lo dreitten Teil der Arbeit setzen wir voraus. dall = «, cine divergente Reihe mit po-

]
<itiven Clicdernoist, @, -~ 0. Konstruiert man wieder den Raum (X, 0), wo o dic Bairesche
Motrik ist, die vom Verfasser in der Arbeit [4] eingefithrt war. Wir bezeichnen mit .|

L. . . . e g . . N oo

resp. o7 die Menge aller devjenigen Reiken . 2X, fir die die Folge {S,(2)}7" eine nach oben
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(resp. nach unten) unbeschrinkt ist. Dabei S () die p-te Teilsunmune der Rethe bedeatet.
Man beweist, dass dic Mengen A, {7 die Mengen Gy in (XL o) sind und da® die Mence
B A in (Xoo) dicht ist.

Das Hauptergebniss dieses Teiles der Arbeit ist der Satz:
Die Meage X, aller derjewigen X, fiir die die Folge {S,(x)}| irach oben oder vach wnten
beschrankt est, (st eine Menge von erster Kategorie (n (N, o). Infolge des vorheraehenden
Satzes ist die Menge B aller derjenigen 2N, welche die beiden Bedingungen

i int N, () <. lim osup N

"= s

erfidlen. cine Menge von zweiter Kategorie in (N o).
Diese lirgebnisse sind cine Verallgemeimerung der fritheren Frgebuisse des \ erfassers,

(Siehe [4].)
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