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VI A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y C A S O P I S 
n o (: NIK v r i č i s i, o i 

O I STÝCH P R I E S T O R O C H RAD OV 
S B A I R O V S K O U M E T R I K O U 

T I B O R SALÁT 
Katedra matematiky Univerzity Komenslaího v Bratixlave 

Xoch 

«i r «« 4 «* — . . . + «,i -- . . . 0 ) 

jo rad s k l a d n ý m i č lenmi. Nech 

*V <4 * : i ^ • . . (--) 

jo p o s t u p n o s t , v ktore j pře k a ž d é pr i rodzené n je t:H I a lebo l. 
Označme znakom X množinu vše tkých r a d o v x. k d e 

.r /•',//, 4 t-2O2 4 <V;> + • • • + eit«n 4 . . . 

X je zrejme n e s p o č í t a t e r n á množina m o h u t n o s t i k o n t i n u a . Dalej definujme 
na množino A" xX í u n k c i u Q(X. y) t a k t o : Ak x. y € X. 

X •— ťja j 4- £-2a'> + • • • 4 e:ta.i + 

;// --- í-y/, 4 F-ia2 -[• • • • 4 £ / ' , , [ .... 

potom o(x. y) 0. ak x ^y, ak však x + ?/, po tom o(.r. y) . kde k je 

' k 

najitu nsí index s v las tnosťou: t:k + F[.. X prác i | 3 | je dokázané, že t a k t o defi­
n o v a n á funkcia je m e t r i k o u n a X. O pr ies tore (X. o) je t a k t i e ž v | 3 | dokázané, 
ze je to k o m p a k t n ý ])riestor. M e t r i k a Q(X. y) je zrejme analogická s metr ikou 
!>airovho priostoru. 

Y prvych dvoch odsekoch te j to práce b u d e m e před] >ok lad ať. že rad (1) 
konverguje. Y t reťom odseku p o d á m e isté zovšeobecnenie v y s k d k o v práce | 4 | 
pro d ivergentně rady . 

I . 

Xcch (I) jo k o u v e r g e n t n y r a d . P r e každé x€X S(x) značí súčet radu ,r. 
S(x) je funkcia definovaná na celom pr ies tore X. V práci [ 3 | je d o k á z a n é . 
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že S(x) je spoj i tá na (X. o). O z n a č m e znakom IJr množinu vsetkých tých 
reálných čísel, z k torých každé je súčtom nějakého radu x € X. t (la W 

S(X). Zrejme IV C < - A. A >. kde A je sucet radu (I) . 

V t o m t o odseku budeme vyšetřovat' p o d m i e n k y . za ktorých je S(.r) prostým 
(alebo homeomorfným) zobrazením. 

IVe stručnost- vy jadrovania zavedieme t o t o p o m e n o v a n i e : Pos tupnos t \t(,\ h 

kde index / prebieha nejakú spoě í ta teh iú množinu prirodzených čísel a /y, 
je pre k a ž d é / j edny ni z čísel 0. \. \. b u d e m e n a z ý v a t postupnosťou typu (/y). 

Dokážeme t u t o pomocnú v e t u : 

L e m m a I. Nevyhnutná a potfačiijúcit podtnienka pre to. aby funkci a S(x) boht 
prostá na X. je. aby pre každé pri rod zené k tt pre každít postupnost \t/, ,-typtt (/,) 
phttil výrok: Rad 

( ( , [ >i. i ",;• i Í- • • • ' >//, , ( ( k . ; • • • 

naí ne-ntdorý súéet. 

D o k a ž . 

1. Nech funkcia S(x) nie je prostá na (X. o). Potom existujú dva róznc 
rady x. //6 X t a k é . že ])latí: S(x) -~ S(y). Nech 

x }•-((} í ť.2a2 . . . : ťu(< t * . . .. (3) 

// F\(t] i rjt., -•- . . . r /jf^ - . . . (4) 

Nech o(x. //) . k I. Potom rad 

2e,al: + (<<-,. . - 4 i K ; i "I" • • • V (*-'H, ~ n- .>'/, , ' 

ktorý vznikol odčí táním radov (3). (4). má nulový súčet a ten istý súčet má 
zre jme aj rad 

"/, "! >h-\\«..- I "I" • • • "i '/,-/'/, -. ' 

kde /// ' ' . Př i tom //, n a d o b ú d a jednu z hodnot u. I. - I . 
~£j, 

2. Necli existuje prirodzené číslo k a ])ostuj)nosť '•///!/ t y p u (//) t a k á . že 
p l a t í : Had 

"/, r li,- i"/, i r . • • - >//•../'/• .. - . . . 

má nulový súčet. Z o s t r o j m e rady 

X <tx i a, : . . . v a,. ., r "/, 4- *>.,«•;..! . . . 

// -•- O, -{ a, -i- . . . !- ah._ x - ttj, > FI . ^ . . - - I i . . . 

t a k é . aby x. y 6 X' a aby pre k a ž d é / k \- 1. k \- 2. 

To je zrejme možné. Ak tot iž //; ----- 0. k ladieme t--, 
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>-•/, ,/'/, ., • . . (.-») 

W ,/</- ,. | f i ) 

p l a t i l o /// 

• i . a k , 
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kladieme /--, I. r] -- - I a konečné, ak t]h — J. kJadieme t:, - J, /-•/ 1. 
P á d y (5). ((i) sú dva rózne hody pr ies toru (X, o) a př i tom zre jme S(x) S(y). 

O z n a č m e v ďalšom z n a k o m R, zvyšok po k-tom cleno v r a d ě (I ) . 

Vela I. 

a) Xech ospoh pre jedno prirodzene cisto k platí a,. R,.. Potom S(x) ni< 
]<' prostá funkcia. 

h) Xech pre cšetky prirodzene cista k platí «,. > H,. Zobrazeni? S(x) je cfedy 
proste, dokonce homeotnorfne'. 

c) Xech existuje prirodzene číslo n s vhtstnosťou takou, ze pre r.setky pri­
rodzene k : n je <(,. < H,. Potom S(x) nic je prostá fnnkciff. 

D o k a ž . 

a) Z podmienky <(,. H,. vyplývá, že rad 

ij, I pre každé / k \ \. k 2. . . . má nulový súéet . a teda podlá 
lem my I S(x) nie je ])i'osté zohrazenie. 

h) Pro každé prirodzene k a pre k a ž d ú |)ostu])iiosť \iy\ , t y p u (tj) p l a t í : 

«,. | ^ tj,a, ; • «,. — R, > o. 
/• i i 

v doslodku toho rad <(,. 4 _^ (/,<(, má nenulový súoet a t v r d e n i e vyplývá zase 
/ T i i 

z lemmy. Zohrazenie S(x) je t e d a podlá lemmy 1 ])rosté. Kedze S(x) je podlá 
d o k á z a n é h o a podlá | 3 | spoj i té p r o s t é zohrazenie priestoru (X. o) na IV 
(IV s eukl idovskou metr ikou) , je S(x) p o d í a z n á m ý c h viet o spoj i tých zobra­
zen iaeh lvompaktných ])riestorov homeomorfným zohrazením priestoru (X. o) 
na W. (Pozři |1 |. s t r . 135.) 

c) Neoh existuje pr i rodzene číslo n t a k é . že pre vsetky prirodzene k k n 
platí <(;. R,.. Potom p o d l á | 3 | existuje t a k á ])ostu])nosť \r,.} (J t ypu (2). že 

X X 

súčet radu ^ r,aj: je nula. Potom rad a t 4- _^ ////,. kde tj, ' pro každé 
/ • , / ' " ' ' i „ \ \ ' r t 

l n \ \. n 4 2 má nulový súoet a postupnost ' \-tj,\, je zrejme postup-
nosťou typu (tj). Z lemmy I vyplývá správnost ' t v r d e n i a . 

\' t o m t o odseku b u d e m e zase předpokládat-, že rad (I) konverguje. 
Pi( (Ipokladajme. že pre k a ž d é pr i rodzene oísJo k v radě (J) p la t í a,. R,. 

Podlá vety I je S(x) p r o s t é (dokonce homeomorfné) zohrazenie priestoru 
(A', o) na množinu JV. \T])ráci [5 | je d o k á z a n é , že //(W) — lim 2 l , i . R t aj v | 5 | 
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vidíme, že ku každému n e z á p o r n é m u číslu v možno zostrojiť rad _ // ( t aký . 
i 

že k t o m u t o radu příslušná množina IV m á mieru ju(W) — A. 
V t o m t o odseku sa b u d e m e zaoberať s túdiom mier n iektorých špeciáluych 

p o d m n o ž i n množiny IV. 

N e c h e". 4'. . . . ř-g je p e v n é zvolená konečná postupnost ' , ktorej členy sú I 
I 1.2. ... k \ 

alebo — V Označme z n a k o m M I ' n „I množinu vše tkvch t v c h čísel \e{l 4. . . . 41 
tr £ W. p r e k to ré p la t í tr S(x). k d e 

X ------ ř > 2 + 4a2 4 . . . + ř;»aA. + ťk :.íf(k L 4 • • • + >V :/'/• .. " • • • • 

pr ičom p o s t u p n o s t [ef) f k , ])rebieha všetky možné p o s t u p n o s t i , k torých 
členy sú 1. resp. — I. 

Vela 2. Pre mieru fi(M) množiny M ( 0 ^ ( )) platí, že // (M) 1 a(W). 

D ó k a z . Zre jme fi(M) fi(Wk rl). kde PVA. ^ je množina vsetkých t ý c h reál­
ných čísel, k t o r é sú s ú č t a m i radov t v a r u 

^•'•1^:1 u <4,2% 2 4 - • • • +- n.Jh ... -f- . . . . 

kde e.i —- 1 alebo ---1 ])re k a ž d é / -—• k -j- V k -f- 2 Podlá |f>| je //(IV, .) 
J i m 2 t : i H * . k d e .R* je z vy šok po w-tom člene v r a d ě 

" * • 1 + "/• "> + • • • J « * -.< T- . • . 

r.reda 
# * = " / • ; , 1 * ^ - .-. • 2 4- . . . 4 //7. f í . -í . . . / / , ; . 

takže 

fi(M) ----Jim 2' ' . ///, „ :>-x. liin 2* •' ' . H 

T ý m je d ó k a z hotový . 

T e n t o výsledek možno lanko zo vseobecn.it'. -Nech y3. j . , . . . . j k sú prirodzenč 
čísla, ý, < y2 < . . . 4 y'/,. Nech řfi- ^V • • • ř<// J e p c v n e zvolená konečná po-

h- )•!• • • • //, \ st upnosť. ktorej členy sú 1, resp. — 1. Označme z n a k o m J / j ( 

množinu všetkvch tých čísel /r € W, pre k toré pla t í vr ----N(.r). kde 

•'' <4"i !- . . . 4- /-, ,ajv , i ť > y j 4 . . . i *> ^ x 4 ^ / / . . .- ,,... .,/. , 

pričom /-7 I a lebo 1 ])re všetky indexy / f j 1 . j 2 . . . . y7. 

Vela l\. P,r miem //(J/) množiny M i h' ^ ' ' '-?* I y;/O4/ u(M) 
U/V ^2- • • -'/V ' - ' 
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D o k a ž . Zrejme p lat í , že 

l/,0 ,.<> f ) ,,<> \ 
v'-1 • • • M M i - -^Ji i- • • • > ]> 

Zjednotenie vpravo t ř e b a b r a t eez vše tky možné konečné pos tupnost i 
(F{Í . . . f()

h .,. ř^Lj. . . . tfk t), k torých cleny sú I alebo — 1. T e d a ide o zjedno­
íenie 2'/ ;' množin. Tie to množiny sú po dvoch d i s junk tně. S k u t o č n e . necb 
jedna z nich p a t ř í k ])ostu])nosti 

' " ] • • • • '\>y T <\/, T • • • ' / / . 1 " ' O 

a d r u h á k pos tupnos t i 

a necb (a), (b) sú dve rózne p o s t u p n o s t i . Nech / je najmenšie pr i rodzené číslo 
s v las tnosťou: ?-)* -4= ?" a nech ff -̂ 1 a F)} --- --1 (v opačnom p ř í p a d e je dokaž 
analogicky) . Ytedy zrejme v š e t k y p r v k y množiny pris lúchajúcej k p o s t u p ­
nosti (a) ležia vpravo od čísla ^Vt. -j- . . . -I- f-X) ^((ri, k d e ž t o všetky prvky 
množiny pris lúchajúcej k pos tupnos t i (b) ležia v lavo od čísla t-jVt, ! . . . 

' 'V .«/ T 

-''•••*2, t-/'(ll') 

I'ret o 

^ "(•HU'l:::\)) 
/„o .o ,.o „o \ 

V T • • • *-./, T <"/, . 1 • • • l - ) k V 

rYý\\\ je d o k a ž hotovy . 

P o z n á m k a . Pri ])evnom k je množina W 
z j ( d n o t e n í m m n o ž i n M I 0 *" ,» I 

V71* <c"ř^ • • • ' " > ' 
teda 

iV uM (h'hr"h) 
K. • • • • -?/,)' 

Vpravo sa sčituje cez všetky konečné p o s t u p n o s t i (^V /-'/o. . . . /-''/,.). k torýeh 

členy sú I. resp. I. 

Necb x£X, 

.ť /y/, ! ř\//o -\- . . . ; ř* / / 1 - j . . . ( 7 ) 

Nech /(//, x) značí počet členov -(-I v p o s t u p n o s t i (s, . t-;.,. . . . /-•_,). ])odol)ue 
f/(H,. x) značí ])očet členov -- I v tej istej ])ostu])iiosti. Teda. pře každé prirodzené* 
číslo n platí f(n. x) \ (j(n. x) -------- v. 

197 



IVe stručnost ' b u d e m e hovořit', že rad (7) je z n a m i e n k o v ý m rozvojom čísla /!' 
(vzhladom na rad (I)) . ak ir ^(x). 

Z a ve dm e < Ta I e j o z n a č e n i e 

D*(f. x) lim sup l(<n'X) . D*(f. x) lim inf ^ - - , ť ) . 
//--.-/ n ,,-»v u 

/>*(.,..«•).- l i n 1 . s u , , í / ( , ' " , : ) . />.<„..,:> l i m i „ ť í / ( ' " - ' , : ) . 
,/--.-/ H ' „.-, / n 

( ísla />*(/.#), resp. L>*(/y. .*-') b u d e m e n a z ý v a t hornou hustotou čísel I. e.-p. I 
v p o s t u p n o s t i {t:u\\'. podobné čísla D*(f. x). res]). D*(g. x) dolnou nis totou 
čísel V resp. 1 v p o s t u p n o s t i \rt}(J. Zrejme D*(f. x) € < 0. 1 •. pod)bne pre 

D*(f. x). D*(g,x). D*(g.x). 

Platí veta: 

Vel« 4. Nech W* je množina vsetkijch tých ir S(x) €W. pre ktoré nic )< 

xphiená un-poň jedna z nasledujíícich nerovnosti: 

/ > * ( / . , • ) , ', . / > * ( / . , • ) ;: ', . 

Dofom pre mieru //.(IV*) množiny IV* ptati: //(IV*) — I). 

P o z n á m k a . 

a) Analogické tv rdenie platí aj pre čísla D*(g. x). D*(g. x) a je j e d n o d u c h ý m 
dósledkom vyslovenej ve ty . 

b) Teda podTa vyslovenej vety pre skoro všetky čísla ir S(,r)íW platí 

/>*(/. ,r) < '( -.; />*(/. r ) . 

1) ó k a z v e t y. 

Zre jme IV* li f u H -?- kde Wf je množina všetkýeh /r€lV pi'c k toré pla t í : 

ir S(.r) a /)*(/ . x) < ^ . I I* je množina všetkýeh tých / r€ lV p ' e ktoré 

platí ir S(x), D*(f.x) > # . Ukážeme, že //(IVf) i). ])odol)ne s.i dá do­

káza t , že //(IV*) 0 a potom aj fi(W*) =.--(). 

Xech T je pevné zvolené k ladné číslo. 0 < T < . Xech A' je pevné zvolené 

prirodzené číslo. O z n a č m e znakom IV*(r. N) množinu vsetkých tý jh // '€lV 

/(w, x) 
pře k t o r é p la t í //' — S(x). a pre \ ršetky n -; N je v r. Teda /(//. .r) : 

\vn\ pre všetky // V N. Teda \' z n a m i e n k o v o m rozvoji čísla //\ t . j . v x 
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r,O1 • í-yí., ; ... 4 - ft(( t 4 . . . je na prvých ?? mies taeh (n 4; X) najviae 
| T / / | členov rovných + 1 . Myslíme si n p e v n é zvolené. Zrejme 

r. Л')C U.V 
1. 2. 

^ . f i j . Ч 
ŕ) 
c H I 

kde (4,1 . / + . . . F\\) (8) prebieha všetky t a k é konečné p o s t u p n o s t i o n č lenoch. 
ktorých cleny sú + 1 alebo — I a k t o r é neobsahujú viac než \rn\ členov + 1. 
Kedze existuje jediná pos tupnos t (8) neobsahujúca ž iadny clen 4 1. ďalej 

existuje právě I I p o s t u p n o s t í t v a r u (8). k t o r é obsahu jú jediný clen -\-\ a t d . . 

zrejme plat í , že 

i#(lľ*(т. Л ) (T) > • - < : , 4 - ( ' M ; 4 ' - . : : . * 4 ) 
.{•-") je pevné zvolená p o s t u p n o s t tvaru (8) 

V- ("M.».),,pe vňetk-a /,, [TH\. Kedze 0 < T • 

Teda 

/ / ( H 7 ( T . - V ) ) < ( J + H 1 ) | ^ ) - l . i 

v i ---• 0, I, 2, 

(») 

Nerovnos t (9) platí pre všetky n 4: N. U k á ž e m e , že Limita práve j s t r a n y v (9) 
pře n - -i- co je 0. Za t ý m účeJom o z n a č m e znakom y(n) súčin (1 4- w,). 

I i v t edy pod Fa St ir l ingovej formuly d o s t á v á m e 

\2Tznnue •'(! + O(l)) . 2 "• 
'/(«) ( i - ",) 

2~w,, «"> e""i | 2~(n — »-,) (w — «,)" '"г e""'" "•'•' (I 4- o ( l ) ) 

Kedze 

( 1 \ •/-•,) 

|"2iTO (1 + 0(1)) 

<f(n) •- 0 (n 

2 - W l | '2J-(«. -•"»,)(! -- o(I)) 

A 

: O (W-

w;í e 
n'/1 e / ť l (n — H, )'* w l e "' " "» 

kde 

< O (r?~ ). 0(e'"'/'1 " /"" 2 •<'""). 

I/{T) (1 T) log (1 -- T ) + ( T - [) log ( T -- -) : * 
\ n I \ 9?4 u 
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U v a ž m e ďalej. že 

p r e t o 

'oložme 

])re 

a teda 

teda 

kde 

Potom 

a p r e t o 

t a k ž e 

lim ( т - | log Iт ) r '°K r -

y(т) • (1 т) l o g ( í т) -f т l o g r - o(\). 

V,(//) - ( ! //) log (l - //) - // log // 

<»•'' '/ V .' . (/-,(;/) log '' < o 
I // 

*' ( 0 1 | <• j- r.(v) kl^» v (o. -'•), 

V'.(T) > ? ' . ( > ) log i . 

V.(r) log 2 - д. 

<) < 0. 

У>(т) чҷ(т) •; o(\) l og 2 , <) • o ( I ) . 

(w) 0(nè).()(eh^ •<*>). 0 < ťV< л. 

7(n) O (w?e "d« ) o(\). 

V dósledku t o h o //(IVf(T. N)) 0 pre každé prirodzené A. 

O z n a č m e pri pevnom T. 0 < T< ^-znakoin Wf(T) množinu v š e t l < c h tveli 

l/*6lF. \>ve k toré platí //- S(x). /1*(/. .r) < r. Zrejme vtedy 

I F ? ( T ) C U 117(7. N). 
A" I 

a ]>reto 
l/(irr(r)) o. 

Xech teraz je ; < } / [libovolná pos tupnos t k ladných reálných čísel r ( 

\)W všetkv n I. 2. 3. . . . a nech rt - } . Potom podlá d o k á z a n é h o je 

/'(H?(0) 0 
pri každom pevnom •//. 

:юu 



X re jme 

! c (т. 

a leda 

//(!!'?) «»• 

Týni je dókaz vety ho tový . 

P o z n á m k a . Podlá dokázane j ve ty podstatná cant (co do miery) množiny H 

t voria súoty týcli radov r £ A \ pre k toré p la t ia sučasne t i e t o nero\ 'nos t i : 

"*(/. -0 < ] < I) •(/• *)-

/>*((/. r ) < | < / } % . x). 

Ak označíme z n a k o m />*(/. r ) l imitu lim '—-—-- (za předpokladu, že t á t o 

l imita existuje), z u v e d e n ý c h nerovnost í v idieť: Spomedzi radov r £ A \ pri 

ktorýcli existuje l)*(f. x) (pr i rodzená hus to t a čJenov -f- J v p o s t u p n o s t i [vj [ . 
v zmysle terniinoJógie obvykle j v teorii čísel), neprispievajú k miere množiny IV 

tie rady. pri k torých je />>*(/. x) < -—- . (Pi i t ý c h t o r a d o c h je tiež />*((/. x) 4-" . 

kde />*((/. x) má p o d o b n ý v ý z n a m ako />*(/. x)). 

Dokázaná veta je v i s tom zmysle analogon nasledujúcej známej vety Cesá-
rovej o rozdělení z n a m i e n o k v neabso lútne k o n v e r g e n t n ý c h r a d o c h : 

Nech O, _•-•_ a., \"j . . . \: a{ < . . . . a t > 0. a t - 0. ^ a , -í- oo. uech rad 
i 

^ t\taA. t-\t H alebo — l. konverguje. v t edy pre dolnú /) a h o r n ú I) hus to tu 

znamienok I v p o s t u p n o s t i \t\t\ [J p l a t í /) < - - I) (pozři |t>]). 

:\. 

P r e d p o k l a d a j m e , že r a d (1) diverguje a a t > 0. P o t o m , a k o je z n á m e (pozři 
14J), existuje nespočí ta te íná množ ina X1 t ý c h r a d o v x£X. k to ré m a j ú s ú č e t (vlast -
ný alebo nevlas tný) . a nespočí ta te íná množina A"2 t ý c h r a d o v x£X. k toré nemá jú 

súčeť. teda oseilujú. V práci [4] je d o k á z a n é , že množina X1 je množinou prvej 
kategorie v (X. o), a t e d a A\> je množinou d r u h e j k a t e g o r i e \' (A\ o), kedzo 
(A\ o) je n e p r á z d n ý úplný ])riestor. 

V t o m t o odteku ])odáme isté zo\ seobecnenie ci tovanél io výs ledku. 
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Nech x£X. 

Pre každé prirodzené n ])oložme S,(x) ~ /y/j 4 . . . -!- F ji t. Sjx) je spojitou 

ťunkciou n a (X. o) (])ozri |4]). 
Nech dalej K je pevné zvolené reá lné číslo. Znakom -4(7v) označíme množinu 

\ še tkých tých radov x€X. ktoré majú vlastnost ' t a k ú . že ku každému r€A(K) 

existuje prirodzené číslo n(x) t aké , že plat í \ ( n
r > > K. Označme dalej znakom 

A. res]). A' množinu vsetkveh tých x€X. pre k toré pos tupnos t (^ ( . r ) ! '{ nic je 

zhora. res]). zdola ohraničená . 

L e m m a '2. Množiny A. A' ,sú iiniozinanii dd(X). 

D ó k a z . Ukážeme p r e d o v š e t k ý m . že množina A(K) je pre každé reálni1 K 
otvorená. Nech x{)€A(K). Potom existuje pr i rodzené číslo ?i(x{)) t a k é . že ])Iatí: 

Zvofme () = - • - , , . v tedy ]>re xzíJ(x{). O) plutí S„uJ
r) - •= S^J^ :• K. a teda 

n,(x*0) 

xEA(K). Teda celkom ÍJ(x{). O) C A(K). t. j . A(K) je otvorená množina. Zřejmé 

A n A(K). a t ý m je dokaž hotový . 
K I 

Podobné sa dokáže tv rdenie pre množinu A'. 

L e m m a •{. Xech H A n A'. Pot on) H je huMú v(X. o). 

D o k a ž . Nech x{)€X. 

Ukážeme, že x{)€H. Nech d > n. r> fubovolné reálné číslo. Nech A' je pr irodzené 
1 

ČlS lO. -r-r > ť). 

' A "" 
Pod fa I l iemannove j vety existuje rad 

- .V : \ a X 1 -*' -\v , 2 « \ . li " j • • • • > - V ^ . V /• -T 

kde Ej ~ I alebo — 1 ])re všetky / ^ N -L- I. N l 2. . . . t a k ý . že pre jeho 
č ias točné súčty S* p l a t í 

lim sup Sf -i- oo. lim i n ť S * .--. oo. 

'olozme 
.r r v i " v i 

Z rej ni e 

lim sil]) St(x) -f oo a lim lni Sjx) - o o . .r€í2(..r0. O). 

Kedze O je flibovolné kladné číslo, je t ý m dokaž hotový . 
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\ <-lÍI .">. Xech X:] je množina v.setkfjch tffch rtttlov xZX. pre ktoré je poxtn\yno.sf 

!,s\.(,r)Vi'" 'ivn ěiftxtočnfjch tt úcto v Irttff zhortt. ftlebo zdola ohraničená. Potom X, 

jf množinu prvej ktttetjórie v prieMore (X. o). 

D o k a ž . Zrejme je A\, — X — J>, t e d a A\> je množina Fo(X). kedže H je 
podlá lemmy 2 množinou (ld. Dalej množina X — A\> ----- Ji je podlá tam my 3 
hustá v X. T e d a (pozři | 2 ] . s tr . (>()) je A\} množinou prvej kategorie v X. 

D o s l ed o k . Množina A\ tých radov xEX. k toré majú súcet (v lastný alebo 
nev las tný) . je prvej kategor ie v (X. j). To vyplývá z t o h o . že I , C A\.. 

Z dokázane j vety na zák lade známých v las tnost í úp lných priestorov t a k t i e ž 
ihned vyplývá, že množina H všetkých t ý c h r a d o v . T € A \ k torých éiastocné 

siicty tvoria postupnost ' neohranicenú zdola i zhora . je množinou druhej 

kategor ie \' (A", ij). 

L I T E R A T U R A 

I. K u r á t o w s k i , Wstop do teorii mnogosei i topologii , Warszawa 1955. 2. ( 1 cch K, 
Bodové množiny, P r a h a 193r». 3. S a l á t T\, O súc toch istých konvei^rentnvch radov. 
Mat.-fy/ , čas. SAV IV, 1954, 20.T 211. 4. S a l á t T., P o z n á m k y k R i e m a n n o v e j vc tc 
o divcrgcntných radocli, Mat.-fyz. čas. SAV V, 1955, 94—100. 5. S a l á t T. . O istych 
vlast nost iach r a d o v s k ladnými clenmi. Sborník ])rác Pr í r . fak. U K (v t lac i). (i. R a d o -
m a c h c r , U b c r die a s y m p t o t i s c h c Vcrťmuno- uewisscr kraivergenzerzcugcndc i . Kaktorvu. 
Matli. Z., xv. I I , 1921, 27H—2SK. 

D o š l o -2-i. •:. m r . 7 . 

O H E K O T O P f a l X n P O C T P A H C T B A X P J l f l O B 
C M E T P H K O H B 3 P A 

T I H . O P I N A . i l A T 

I) u B O ; I U 

MVCTI. -* ttlL ( I ) CXOTHlUHlicH [)H;t C I IO/lO/KUTc . l l . l l l . lMlI M.KMia.MH. MVCTI. \ OOOBHM 
n \ 

' i ; i r r M H O H Í C C T B O BCC.X p n ^ o B Bii; i ,a: 

V i i 
T _ <*•/<!/. f-7 I , 11:111 ----- 1 . 

/ 1 

N(.c) o ó o ; } i i a i i a c T cv.v iMy p>i;i.a .c. M n c p u o i i ' l a č n i a r o i i p a ó o r u a i r r o p i i c c . i e ; i y o T V C . I O -

m i n , n p i i KOTopi. ix AS'(,T) HB.mcTCH o ; i n o o ; u i o ; u i a I I H U M n;H)6pa/KeiureM n | ) o c r r p a n ( T B Í I ( A " , n) 

H F.. i AV fj MCTpi iKa M a p a . B B c ; i c n a a B T o p o M B c r o n p e ; t n i e c T B V i o n i e n p a o o T c |3|. O C H O B -

I I I . I M pe;>y.ii.TaTo.\i ; r r o i i i i a c T H p a o o T u H B . I H C T C H Teopo.\ ia: 

a) I I V C . T I . n o K p a i u i c n M c p e ; i : iH o ; t i i o r o H a T v p a . i i . i i o r o k H M C C T \ i e c r o t//. Iík. (H/. o c i a 

T O K p n ; i a | l ] i i o c . i e k o r o M . i c j i a ) . I I O T O M S(.*;) n c H B . i n c T c n ( u n o - o j i í o a i i a M H U M n;>oopa-

HícHIIc.M. 

Ó) I IVCTI, ,UIÍI BCcX l i a T V p a . l B H U X l." HMccT .McCTO: a/\> A'/- • MoTO.M S(.ť) HB.IHCTCH 

f ().\ieoMO|)(])iiu.M n;u)ópa>KeHi ieM. 

B ) M V C T I . c y m e c r B v e T n a T y p a . n a i o c M H C . I O n o ó . ia,i,aioiHee C B O Í I C T B O M : , I . I Í I I I C C X /• • n 

'// /'/.. I I O T O . M S(,c) ne HB.ríieTCH o ; t n o (),uio.5na' iHUAi i r . ioópaHíe i i i re .M. 

203 



Г>о второй части предполагаете и для каждого /.•г//. * Л/г. 1> ;>той части работы ангор 

исследует некоторые свойства .множества IV всех вещественных чисел //- 6 И * которые 

возможно выра;штк в виде: ><> • - >Ч(.г). где 

.Г - . С}(.1^ Ь'; - • I , 11.111 I . 
/ I 

u / l r h- >-, h\ 
\ F_h, F}.,.. . .FjA.I 

(Гшнчи.м через М | () ~ ( ) () I множество всех таких /гЕП\ которые имеют кп. 

a ,,o и: Н(Л)Щ .Г Ь'](11 -- . . . ' ^ . ,"•;, , ' Л / / * ; , ; - . . . : ^ Т ^ и . , -; У, 1,4},, . . . . г. с-

факторы ь;-)Г

 ь).?. . . . Е]к фиксировании, }х -:. /2 ~-. . . . -^ //.. 

Остальные факторы С) ') • /,, . . . //-. принимают .шажчшя I и I. Мотом ми меры 

атого .множества имеет .место: 

'(•"(:V.'..;:::.i))- *• ."<"'). 

где //( IV) мера множества IV. 

ПУСТК .1' 6 Л ' , .С Ь\(1Л '- Ь'2(12 . . . ; Ь\{(1.( ; . . . 

Пусть /(дс .с) обозначает число членов -,- I в последовательности: <-д. «'-'•.>• ••• «с Означим 

черен /)"*(/, .с) 1 п 1 1 « п 1 ) ' ( - ' , 1)*(}ч .г) \\т т Г ^ ' ' ' * ' ' , !)*(},.г) йш '^"* -'--- (если 

существует). 

Основным результатом зтои части работы является теорема: 

Почти для всех IV X(;г) (ЕЙ (в смысле меры Лебега) имеет место: />*(/,п 

/>*(/, х-). 

•)ту теорему .можно считать как определённую аналогию (дли абсолютно с\одящи\ся 

рядов) известной теоремы Чезаро о рас преде, кчпти знаков в релятивчо сходящемся ряде. 
.х-

П третьей части :)то|"1 работы предполагается, что ряд -^ а,, расходящийся [) п с но. ю 
/ 7 - 1 

жительными членами, г/„ - о. Построил» опять пространство (Л",о), где о метрика Пара. 
.7 

введена авторо.м в работе (ч) на множестве Л' всех рядов вида — *•;<!,. где с 1. 
/ 1 

или - 1 для каждого / I, 2, . . . 

Означи.и через Л. или же Л' множество всех рядов .г€Л". д, |я которк1\ носледо 

ватслыюеть [Мц(х)}н \ сверх\ пли-же спину неограничена. />\Д.г) притом обозначае! 

и тую частичную сумму ряда с. Лвтор покапывает, что множества А, .V являются 

множествами чипа (7^ (Л'), и .множес I во И Лр\Л' плотное Н(Хщо). 

Осповныл! результатол! является доказательство теоремы: 

Множество Л'.} всех таких рядов .г € (Л", о), для которых !»^,,(.с)!,, , \\.\\\ сиср\\ . 

1,ли си иву ограничена, является .множеством мерной категории Н (X, о). 

Таким образом .множество Х.} всех таких [)ядов ,г 6 Л' для которых м^д..•),,." ] не 

ограничена ни сверху, ни сни;,\• (т. с . для которых П т ^пр^мДс) : . . П т 11 ГХ.Д.с) 

---оо) является, к а к следствие приведенной теоремы, множество.м второй к а т е г о р и и 

К (-V, о). 
.')та 'тео[)ема является обобщением одного результата полученного апторол в пред 

шествующей уже опубликованной рабочо | \ |. 

204 



( H E R ( V K W I S S E R Ä U M E D E R R E I H E N M I T BAI R E S C H E R 
M E T R I K 

T I B O R S A L A T 

Z u s a m m e n f a s s u u g 

Fs sei -_ uu (1) eine konvergen te Reiht4 m i t posi t iven Gliedern. E s bedeute X die Menge 
1 

CO 

aller Roihon .r, welche die Gesta l t x ----- __ £,-«,-, «s; 1 oder -1 , haben. S(x) bedeutet die 
i 

Summe der Re i he x. 

Im ersten T e d dieser Arbeit un te r such t der Verfasser die Bedingungen, bei denen S(x) 

eine eiu-eindeu t ige (resp. Homeomorfismus) F u n k t i o n im R a u m (X, o) definiert, deren 

Werte in K, sind, wo o die Bairesche Metr ik ist, die v o m Verfasser in der Arbei t [3"| einge­

führt war. Das Haup te rgebn i s dieses Teiles der Arbeit ist der Sa t z : 

a) Es* sei iretrigstens für ein natürliches k: ak •= Rk \Rk sind Reihenieste der Reihe (1 ) \ . 
Dann ist S(x) keine ein-eindeutitge Funktion. 

b) Es sei für alle k: ak > Rk. Dann ist S(x) ein Homeomorfismus. 
c) Es existiere eine natürliche Zahl n derart, daß für alle k J> n. ak < I*k ist. Dann :>st 

S(x) keine ein -eindeutige Funktion. 

Im zweiten Teil setzen wir voraus , daß für alle k ak > Rk ist. i m diesen Teil der 
Arbeit s tudiert der Verfasser einige Eigenschaf ten der Monge W aller derjenigen reellen 

<x 

Zah len u\ we lche die Gestal t ic S(x), x - 2li £,;«,-, e-i =- 1 oder - 1 , haben. 
l 

Fs bodeute I J 2
() 0 I die Mengea l le r derjenigen wcWwelcho die Fo rm w S(, 

Ц P , Єj2, . . .ЄjkJ 
•ťh 

/y/, . . . -i- ey-i-i«/i-i -r- eJVň + • • • -r t'jk -i«;* i < *f*a/*~r . . . haben, d. h. die 
F a k t o r e n /'/,, r(/2* • • • ?% s ind fest gewäh l t , die übrigen £.-, i =+- /i« j-i* • • • //• durch laufen 

die Zahlen L - l . Dann gilt für das Maß ;i(M) dieser Menge, daß /i(M) — /i(W), wo 

//(IT) das Maß von IV bedeute t . E s sei xzX, x =-•-. f1«:/1 f . . . -{- fnan ' . . . . Es bedeu te 

/(>/. .»•) die Anzah l der Zahlen -JA in der Folge ev f2, . . . /••„. Wir bezeichnen 

/.)*(/, x) •_•-- l iminf---—— ; 77*(/. .r) ,- : lim sup ^ - ^ 
,,->o_ ""• „->«: " 

l)as Hauptergebnis dieses Teiles der Arbei t ist der Sa t z : 

Für fast alle ir S(r)cW (im Sinne des Lebesgueschen Maßes) gilt: 

/)*(/, x) < l < / .* ( / , .r). 

Oieser Satz ist eine Analog ie (für absolu t konvergente Reihen) eines bekannten. Satzes 
von (Vsaro über die Vertei lung der Vorzeichen in nich t -absolut konvergenten Reihen . 

CO 

In» dr i t ten Teil der Arbeit setzen wir voraus , daß __ a,, eine d i vergente Reihe mit |>o-
i 

sit i\< n Gliedern ist, au - 0. Kons t ru ier t m a n w ieder den R a u m (X, o), wo <j die Bairesche 
Metrik ist, die vom Verfasser in der Arbeit | 4 | eingeführ t war . Wir bezeichnen mit .1 
ros|). A ' die Menge aller derjenigen Re ihen .ecK , für die die Folge {Sn(x)}rf eine nach oben 
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(resp. nach unten) unbeschränkt ist. Dabei Sn{.c) die n-te 'IVilsumnic der Hei he bedeute t . 
M a n beweist, dass die Mengen A, A' die Mengen (*,) in (V. <j) sind und ihi'i die Menire 
li . A n A' in (A\ />) dicht ist. 

Das Haiiptergebniss dieses Teiles der Arbeit ist der S a t z : 
Die Menge X:i aller derjenigoi vzX\ für die die Folge {Sy,(.tO! 1" nach oben oder räch unten 
beschränkt ist, ist eine Menge eon erste)' Kategorie in (A\ o). Infolge (\v^ vorherüvhenden 
Satzes ist die Menge fi aller derjenigen .v-SX, welche die beiden Bedingungen 

lim inť N,,(.r) lun sup .V,(.r) 

erfüllen, eine Menge- von zweiter Kategorie in (A\ o). 
Diese Hrgebnisse sind eine Veral lgeme inerung der früheren Kigebnisse <\t>± \ erfäss 

(Siehe |4 | . ) 
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