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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 3, 1961

OSKULACNI KVADRIKY KRIVEK
V EKVICENTROAFFINNIM PROSTORU

CESTMIR VITNER, Praha

V ¢lanku je studovan styk kiivky v ekvicentroaffinnim prostoru s kvadrikou se
stfedem v pocatku prostoru. V kazdém bodé je jednoznaéné stanovena jedna osku-
laéni kvadrika a podle jejiho charakteru jsou body kfivek roztfidény do sedmi
skupin. Dale jest v praci nalezena podminka pro to, aby kfivka leZela na kvadrice
se sttedem v pocatku, a podminky pro to, aby kfivka byla soucasti base nekuzZelovych
kvadrik se stfedem v pocatku.

1. Oskulaé¢ni kvadriky

Budiz r = r(t) analytickd kfivka s ekvicentroaffinnim obloukem 7t jako para-
metrem. Determinant [r, r’, r”] je tedy roven | a kazdy bod kfivky je tedy také
obeeny (t. j. [r, r', "] £ 0). Pro kfivku pak plati, jak znamo,

(1.0 r” = Air + vr',
kde 2, v jsou ckvicentroaffinni kfivosti, které jsou dany vzorci
)v — [r/’ r//, r//!], v — _[r, r'/’ r//l].

Budeme vysetfovat styk kiivky s kvadrikami se stfedem ve stiedu prostoru 0.
Rovnice kvadriky miZeme psat ve tvaru

(1,2) A(r, r) = ¢,

kde A(a, b) je n¢jaky symetricky bilinearni funkcional a ¢ je bud 1 anebo 0. V pfipadé
A(r, r)y = | mame nekuZelovou kvadriku. V pripadé A(r, r) = 0 se omezime na
kuzele, tj. bilinearni funkcional 4 nesmi byt singularni (det. A + 0).

Reckneme, e kfivka ma v bodé t = 1, s kvadrikou A(r, r) — ¢ = O styk Fddu n,
jestlize plati

(1.3) A(r(z), r(@)) — & = o((r — 70)"),

kde o je znamy symbol malé o.
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NckuzZelova kvadrika se stfedem v pocatku prestaru se nazyvé oskulacni kvadrikou
ke kiivee v bodé t = 14, jestlize ma v ném s kiivkou styk 5-t¢ho fadu. Tuto kvadriku
nazveme /’l’/lt/u?kL(/(.'(n., mé-h s kiivkou styk dokonce 6-tého radu.

Kvadraticky kuZel s vicholem v pocatku nazveme oskulacni ke Kiivee v bodé
T = 14, jestlize ma s kiivkou v tom bod¢ styk 4-tého radu. Tente kufel nazveme
hyperoskulacni, mé-li s kfivkou v tomto bod¢ styk dokonce 5-tého fadu. Nyni plati

Véta 1,1. V bode r, = r(0) kifivky tvorii vSechny nekuZelové kvadriky. které muji
s krivkou styk 4-tého radu, svazek, ktery md v kartézské souiadné soustavé, sianovené
pocdatkem prostoru 0 a priitvodnim ekvicentroaffinnim trojhranem vy, ri, vy v bode

= 0 kriviky, rovnici
; 2
2 L 2 s 2
(1.4) N T2t - Ty —ag(— 0 vzt 4+ 2xn) = 0.

)

Dikaz. Z rovnice (1,1) 1ze v soufadné soustaveé {o, ry, ry, ro} odvodit pro kiivku
r = x(t)r, + p(t) ry + z(1) ry rozvoje:

(1.5)
i Fovi s AT AE N+ A (
v=1 oty LT )
g ( 57 T R 720 o)
Ly i+, + 24+ N 327+ 4+ 4w + 2 "4 o).

=T 4 1 - - (
) 6 2% " 2o ° 720

I, L S A U /A S S RGN o
=TTt 1T T+ 1 + 0(7").

7Tt 0 ¢ 720 o)

Odtud pak snadno nahlédneme, 7¢ plati rozvoje

(1.6)
A 2y AU vA AT TV RS § Vi
=14+ =17+ — 1 + — — 1% 4 o(z").
LT T I VR 360 )
) ’ S AL )2
5 5 Vo4 Ay g 0. 4 3v 4+ 8v o
= =5 —= + Y T o(t),
R T R 180 +olt)
ety g o(z"),
4 24
v SA+ v
NV =T+ 6 3 “732 ™+ o(eh),
L, O B B [ A L S
Nz =t + 54T T BT + 70 0+ of{th),
_ Iy Voo 7/ + 9" 6
bz =yt + raa a0 + o)
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Viechny nekuzelové kvadriky se stifedem v pocatku prostoru maji v soutadné
soustave {0, ry, rg, rg} rovnici

2 2 2 .
A N7+ Ay )T 4 a3zt 4 2a,,X) 4 2a,3x2 + 2a,3vz = 1.

Vezméme rozvoje (1,6) az do Ctvrtych mocnin parametru t véetné a dosadme je
do této rovnice. Po upravé dostaneme

A v
(1.7 dyy — 2a4,T + rz(azz + dys) + r"’(-—z—a” + —6~cl,2 + a“) +
of # Si 4+ v v 1 4
4 T dy sy, o dyy ol - dss )+ o(nY) = L.
<l2 24 3 12 4 )

Pro kvadriky. které maji s kiivkou styk 4-tého radu, musi tedy platit

A v
dyy =1, ay, =0, Gay + U5 =0, j—clu—i—?au%—auzo,
a N Si+ v N v L N 1 0
- a e —a —=d —dy3 = 0.
(I 24 T3 Rl o4
Odtud dostaneme snadno a,, = 1. a;, =0, a,; = —4/3, a;3 = —a,,, a3y =

= —7'/3 = va,,, c. b.d.

Zkoumejme nyni, zda ve svazku (1,4) mohou existovat oskula¢ni kvadriky. Do-
sadme za tim ulelem rozvoje (1,6) do vyrazii x? — A'/3z% — 27/3yz — |; —y* +
+ vz? + 2xz. Po apravé dostaneme

(1.8)
P VA LA VI LR ) Sy LN VLR .
A | = 0 S 360 74 0 (1°),
5 24— 24— .
(1.9) P+ 2xz = 35 4 30 ° + o(7°).

Nyni plati

Véta 1,2, Plati-li v bodé krivky 22 — v' = 0, existuje v ném pravé jedna nekuZelovd
A" — 4y
324 =)

Plati-li 22 — V' = 0, neexistuje v bodé krivky nekuZelova oskulacni kvadrika prdavé
rehdy, jestlize plati 37 — 42v % 0.

Viechny kvadriky svazku (1,4) jsou v bodé krivky oskulacni prave tehdy, plati-li
o= =0, — 43y = 0. )

Dikaz. Dosazenim (1,8) a (1,9) do svazku (1.4) dostanecme

" — 4y 2 — v
s <g“_ 3, f:) +o(e%) = 0.
)

oskulacni kvadrika. Dostaneme ji z (1,4) pro a,, =

Odtud plyne snadno dokazované tvrzeni.
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Abychom i v pfipadé 24 — v = 0 dostali jednozna¢né stanovenou kvadriku se
stykem dostateéné velkého fadu, vezméme vedle nekuZelovych kvadrik v Uvahu
také kuZele. Plati nasledujici

Véta 1,3. V kaZdém bodé kiivky existuje prdavé jeden oskulacni kvadraticky kuZel,
ktery md v soufadné soustavé {0, ry, ry, ro} rovnici

(1,10) —y* + vzt 4 2xz =

Tento kuZel je hyperoskulacni prdavé tehdy, plati-li 2/ — v' =
3
Dukaz. Dosazenim rozvoji (1,6) do rovnice ) a;xx; =0 (x; = x, x, = ),
ij=1
x; = z) dostaneme v podstaté vzorec (1,7) s tim rozdilem, Ze na pravé strané v ném
je misto jednicky nula. Plati tedy

a; =0,a,, =0, a3 = —ay,, a3 =0, a5 = —va,,.

Odtud plyne okamzité rovnice (1,10).

Ze vzorce (1,9) plyne, ze v pfipadé 24 — v/ = 0 a jenom v tom ptipadé je kuzel
(1,10) hyperoskulacni, c. b. d.

Spojime-li dosud obdrzené vysledky, vidime, Ze v kazdém bodé€ krivky existuje
bud jednoznaln€ stanovend nekuZelovd oskulacni kvadrika se stfedem v pocatku
prostoru, anebo jednoznaéné stanoveny hyperoskulaéni kvadraticky kuzel rovnéz
se stfedem v pocatku.

Body kfivky mizeme rozdélit do sedmi skupin:

1. Do prvé skupiny dame kuZelovy bod s hyperoskulacnim kuzelem. Tato skupina
je charakterisovana vztahem 24 — v’ = 0. Déli se na dvé podskupiny podle toho.
zda o) A" — 4Av =0, B) A" — 4y £ 0.

Charakterisaci zbyvajicich Sesti skupin dostaneme diskusi rovnice oskulacni ne-
kuzelové kvadriky

A—div 5 NQRA=V) 4+ v(A - 4hy)

(111 x4 y° - z° -
324 —v') 324 =)
2 A —4hy 22
— = e Xz — ——yz = 1.
3 22— 3
Pro struc¢nost pouzijeme oznaceni
(1,12) a=2-, b=2"— 4.
Mame tedy pro oskulacni kvadriku rovnici
b Aa+vb , 2D 2/
1,13 4y e - Sy = 1.
( ) v 3a ) 3a 3a y
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Potom plati
a(3 = Ay + b(1 —v)

1.14) Al =d + ayy + a33 =
( 1 11 22 33 3a
. | Gyp dyp | Gyq Ay L dp; djs |
(1.15) A2=; =+ | +‘ | =
p Ay dyp 1 Qg3 dzz 0 0 dy3 dsg
a?(PF 4+ 32) + ab(—=3 4+ 3v + A') + b1 + v)

9a? ’
S Ayy dyp dys | ) ,
i 3a®A% + 3a’bi’ + 3ab*v + b°

(1116) ‘43 = dyy Ayy djyy i == 27(13

a3y Az, disz |

Zc znamé diskuse kvadrik dostaneme pro Sest zbyvajicich skupin bodia kfivky
podminky:

2. Skupina ..clipsoid*“: 43 > 0, 4, > 0, 4, > 0.

3. Skupina ..dvoudilny hyperboloid*“: A; > 0; aspoil jeden z vyrazii 4,, 4, je
nckladny.

4. Skupina ,,jednodilny hyperboloid*“: 45 < 0.

5. Skupina ,,clipticky valec*“: 43 =0, 4, > 0.

6. Skupina ,,hyperbolicky valec*“: 45 = 0, 4, < 0.

7. Skupina ,,rovnobézné roviny*: 45 ma hodnost 1.

Pomoci vzorca (1,12), (1,13), (1,14), (1,15) lze odtud dostat charakterisaci skupin
pomoci relaci mezi kiivostmi a jejich derivacemi. Lze také nahlédnout, Ze vsech
sedm pripadi maze skuteéné nastat.

Najdéme nyni podminky, za kterych se fad styku oskulaéni kvadriky resp. hyper-
oskula¢niho kuZele s kiivkou zvysi. Plati

Véta 1,4, Oskulacni kvadratika v nekuzelovém bodé (1j. 22 — v' % 0) je kvadrikou
hyperoskulacni pravé tehdy, je-li splnéna podininka

(1.17) Q4 — V)" — div)y + 220 — )] — (3 — 4)(24 — V') = 0.

Hyperoskulacnl kuZel v kuZelovém bodé obou typit md s krivkou sivk rddu Sestého
prave tehdy. je-li splnéna podminka

(1.18) (24 — vy = 0.

Svazek oskulacnich kvadrik v kuZelovém bodé s 2" — 4iv = 0 je tvofen samyiii
kvadrikami hyperoskulacnimi pravé tehdy, jsou-li splnény soucasné podminky

(1.19) 2L =) =0, (A" — 4vi)y = 0.
Dikaz plyne snadno z rovnic (1.4), (1,10), (1,11) a z rozvoju (1.,8), (1,9).

165



2. Krivky na kvadratick¥ch plochach
Zabyveime se nyai otazkou, jaké podminky musi splhovat kiivost kitvky. aby
kfivka leZela na kvadrice sc stfedem v poZatku prostoru.
Nejdfive provedeme n€které predbgznd dvahy. Soutadnice bodu R v souratiin
systému {0, r, r', '} oznadme uy, uy, u,, takze plati R = u, . r'" 7 = 0.1, 2. Polic
znamé konvence vyncchavaime sumadni znameni. Dale plati zFejing vzoree

2.1 = Bl ™
kde

By =0, Bl=1, BY=0 B)=0. Bl =0,
(2.2) B, =1, c=i. Bi=hs. B;=0.

"y

Hledejme nyni vztah meazi soufadnymi systémy  [O0rg, ror) bodd + = 0
a {0.r ' r") v bodé 1. Ziejmé plati

() i o)
2.3) v = A () ry
Pro stanoveni koeficientl A4, plati

Pomocna véta 2,1. Koeficienty A(v) dostaneme jako jednoznaca? fosenl sousiuvy
’ k .
linedrnich diferencidlnich rovnic

(2,4) Al = Bl AL

pFi pocdtecnich podminkdch
(2,5) A(0) = o},
kde o} je Kroneckerovo delta.

Dikaz Budtz A4, definovany rovnici (2,3). Derivaci (2.3) dostaneme ' =
= Ajrk. Odtud pak pomoci (2,1) plync Bir'” = A.rl}" a podle (2.3) jo redy
BiAlr) = Alr. Z této posledni rovnice pak porovadnim koeficentd dostaneme.
7e pro A musi platit (2,4). Z rovnice (2,3) také snadno plyne vztah (2.5). Z jedan-
znacnosti FeSeni A, soustavy (2,4) pfi poateénich podminkach (2.5) plyns potom
okamzité¢ dokazované tvrzeni.

M¢&jme nyni kvadriku se stfedem v pocatiku prostoru, ktera ma v soufadnd sou-
stavé {0, ro, ry, ) se soufadiicemi v, x,, v, rovnici a"v;x, = ¢ kde & = O.1.
V soufadné soustavé {0, r(t), (1), r"(t)] se soutadnicemi uy, ;. v, Mma tato kvadrika

rovnici

ij gk 1
(2,6) av A () AL ) weu, = e.
Dikaz tohoto tvrzeni plyne okamzit¢ z transformacnich vzorcu x; = 7y,

pro soufadnice v; a i, . Tyto transformacni rovinice dostaneme snadno z rovnic (2. 3).
Nyni odvodime pomocaé véty, které mayi pro dalSi vysetfovani zakladni vz




Pomuacna vita 2,2. Nechr'ke kaZdému bodu kifiviy je prifazeaa ackuzelovd kvadrika
s stiedem v poddtku prostoru, kterd mii v souradadm systémiu (0, #{t), r'{t), r'(c)]
S souradiicomi iy, iy, s fovRIc

(2,7 P (), = 1,

Li . . . p ’ P )
kde DM(T) jsou analviickd funkce. Potom nuind a postacujici podminka &k tomi, aby

vsechny uvazovand kyvadriky splynuly, je
Y0 kol ' 3 IR
(2.8) BiH" + Bfl) Y= (H).

Dukaz Kvadrika AM0) vox, = 1 ma v soufadn? soustave {9, v(7). r'(t), r'(0)}

podle {2,6) rovnici

L

bU(0) Aj() Al ), = 1.
Qdtud plyne sroviaanim s rovnici (2,7), 7¢ nutna a postacujici podminka k tomu,
aby kvadriky v bodé r a v bodé t = 0 splynuly, jest
(2.9) hU(0) Ai(t) Al(x) = bM(x).
Derivact iéto rovnice obdrzime
(2.10) BI(0) [AY(x) Alfr) + AND) AY(5)] = (BM())"
Pomoci (2,4) odtud dostaneme

B(0) [ BY(z) AL(2) AY(z) + AXz) BY(x) A(2)] = (B(2))'.

Odtud pomoci (2,9) dostaneme hledanou podminku (2,8).
Je-li naopak spinéna podminka (2.8), dostaneme obracenym postupem (2,10)

a pak integraci
h'(0) A¥(x) A'{z) = b*(1) + konst.

Dosazenim AY0) = 6% dostaneme snadno konst. = 0 a tedy (2.9). Tim je véta do-
Kazdna.

Pomocna véta 2,3. Necht ke kaZdému bodu t kiiviky je prirfazen kuZel s vrcholein
v opocdtkn prostoru, kter\ mda v soufadném systému {0, r(z). ¥'(v), r'(t)} se sou-
Fadniceni iy, . lis rovaici

(2.1 () uu, = 0,

kete bM(t) jsou analviické funkce. Potom nutnd a postacujici podminka k tomu. aby
vicelnie wuZele splynuly, jest, aby existovala funkce k{t). Ze plati

(2.12) K(BEP" + BB = (kbMY,
(2.13) k(0) = 1.
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Dikaz. Podobné jako v pfedchozi vété se dokaZe, Ze nutna a postacujici pod-
minka k tomu, aby kuzZele v bodé 7 a v bodé © = 0 splynuly, jest, aby existovala
funkce k tak, Ze plati k(0) =1 a

(2,14) b¥(0) Al(x) A7) = kb*(2).

Odtud derivaci a uZitim (2,4) a (2,14) dostaneme podminku (2,12).
Je-li naopak splnéna podminka (2,12) a (2,13), dostaneme obracenym postupem
a integraci
b'(0) A¥(x) Al(x) = kb*(z) + konst.

Dosazenim A4%0) = o%, k(0) = 1 dostaneme konst. = 0, tj. (2,14). Tim je véta
dokazana.

Pomocna véta 2,4. Necht ke kaZdému bodu t kfivky je pFifazen svazek kvadrik
se stiedy v poldtku prostoru, ktery md v souradném systému {0, r(z), r'(z), r'(t)}
se souradnicemi uy, u,, U, rovaici

(2,15) (b(2) + a(0) wu, = 1,

kde b*(z), *(t) jsou analytické funkce a o je parametrem svazku. Potom nutnd
a postacujici podminka k tomu, aby vSechny uvaZované svazky splynuly v jediny, jest,
aby existovala funkce f(t, ), ktera md ndsledujici viastnosti:

X

1. Pro kaZdé pevné © nabyvd f(z, a) kaZdé rediné hodnoty prdavé jednou.
2. Plati:

(2~16) B(O, [X) = .
3. Plati:
(2517) Bl:(blr + ﬂclr) + Bi(bks + ﬁcl\s) — (blk 4+ ﬂ(‘“‘)'.

Dukaz. Snadno se nahlédne, Ze nutna a postacujici podminka k tomu. aby
uvazované svazky v bod€ 7 a v bodé t = 0 splynuly, jest, aby ke kazdému = existo-
valo vhodné f(z, ), takZe plati f(0, %) = 2 a

(2,18) (bY(0) + ac(0)) A5(z) A'(z) = bi(z) + Pz, %) ¢}(2).
Odtud plyne diikaz véty zcela analogicky jako dukaz pomocnych vét 2,2 a 2,3.

Véta 2,1. Necht 24 — v & 0. Nutnd a postacujici podminka k tomu, aby kiivka
lezela na nekuZelové kvadrice se stfedem v poldtku prosioru, jest, aby pro kazdé t
platila rovnice

(2.19) (24 — V)[(A" — 44v) + 2020 — V)] — (A" — 4iv)(20 — ') = O.

Dikaz. a)Jestlize v pfipadé 22 — v' & 0 lezi k¥ivka na kvadrice, je tato kvadrika
jeji hyperoskulaéni kvadrikou v kazdém bod¢€ a tudiZ podle véty 1,4 plati v kazdém
bod¢ kfivky s 24 — v/ £ O rovnice (2,19).

168



b) Necht v kazdém bodé& kfivky plati 24 — v 4 0 a (2,19). V kazdém bodé pak
podle véty 1,4 existuje nekuZelova hyperoskulacni kvadrika s rovnici

, i’ 27
(2,20) X* 4 ay,yt - <—/;— + uuv> 2% — 2a,,xz — =z yz= 1,
pfi CemZ
(2.11) 4y, = T
324 =)

Jestlize dokazeme, Ze vSechny tyto hyperoskula¢ni kvadriky splyvaji, bude tim
dokdzano, Ze kiivka leZi na nekuZelové kvadrice se stfedem v pocatku prostoru.
K dikazu pouZijeme pomocné véty 2,2, kde za kvadriky tam zminéné vezmeme
hyperoskulacni nekuzelové kvadriky (2,20). Snadnym vypoétem zjistime, Ze tam
uvedené podminky se pomoci (2,2) redukuji na podminky

a) 2a,, = ay,, b) a,, + a3 = a),, ) 2a,; = aj,,
d) a,; + Aa, + va,, = a}s, e) ayy + Aay, + va,, = ay;,
(2.22) f) 2(a 5 + va,s) = ass.

Dosazenim za ay, z rovnic (2,20) a (2,21) plyne, Ze rovnice (2,22) se redukuji,
za predpokladu vyjadieného rovnici (2,19), na identitu. Tim je véta dokazana.

Véta 2,2. Nutnd a postacujici podminka k tomu, aby krivka leZela na kuZeli se
stiedem v pocdrku prostoru, jest, aby pro kazdé t platila rovnice 22 — v' = 0.

Dukaz. a) Jestlize krivka lezi na kuzeli, je tento jejim hyperoskulaénim kuzelem
v kazdém bodé a podle véty 1,3 plati tudiz v kazdém bod€ rovnice 24 — v’ = 0.

b) Necht v kazdém bodé krivky plati 22 — v = 0. Pak podle véty 1,3 existuje
v kaZdém bod¢ hyperoskulacni kuZel s rovnici
(2,23) -y 4 vzt 4 2xz = 0.

Jostlize dokadzeme, Ze vSechny tyto hyperoskulacni kuzele splyvaji, bude tim
dokazano, 7e kiivka leZzi na kuZeli se stfedem v pocatku prostoru. K dikazu po-
uzijeme pomocné véty 2,3, kde za kuzele tam zminéné vezmeme oskulacéni kuZele.

Snadnym vypoltem zjistime, Ze tam uvedené podminky (2,12) se pomoci (2,2)
redukuji na podminky

a) 2ka, = (kay,), b) k(a,, + a,3) = (ka,,), ¢) 2ka,y = (ka,,)',
(2.24) d) k(ays + Zayy + va,,) = (kags),
¢) Alasy + Aay, + vay,) = (kays), £y 2k(Aa,; + va,;) = (kass) .

Dosadime-li za a;; z rovnice (2,23) a polozime-ii k£ = 1, plyne, Ze rovnice (2,24)
s¢ za piedpokladu vyjadfeného rovnici 22 — v = 0 redukuji na identitu. Tim je
véta dokédzana.
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Véta 2,3. Nuind a post:
svazky nekuZelovyel lovadrik se sifeden v poddike prostorn jest. aby o pro Latdl

plaiilo 21 — v =0, A" — 44y = 0.

witel podinka k otom, aby iFvica bele souldsti base

Duakaz. a) Jestlizz kiivka jo souldstt base svazku S
stfredem v pocatku prostoru, ivori tvio kvadriky v kazd ‘h

nekuzetovyeh kvadrik se stiedem v podiika prosiorn a podiz véry 107 ol ady
v kazdém bodé 24 — v =0, A" — 47y = 0.
L

by Necht v kazdém bodé kiivky plaii 24— v =0 2" — &)y =0V

bodd kiivky existuje podle véty 1,2 svazek oskuladaich nzkuzoiovich

Jejich rovnice miZeme psat ve tvaru (2,20), kdo @y, o parametrom svazig, Jostlize

1

dokazeme, Ze vSechny svazky kvadrik splynou v rediny, buds tim dokazino, z2 kfivka
jesoucasti base svazku nekuzelovych kvadrik se sifedem v pocitku prostoru. K dakaza
pouzijeme pomocné véty 2.4, kde za zminéné svazky kvadrik vezmeme svazicy prave
vzpomenuté, Snadnym vypodliem zjistime, 2ot uvedend podminky (2,075 > ro-

dukuji na rovnice (2,22), kdz ovSem za a,, jo tfeba polozit fi(z, «-,). Polak

T
Blx, ay,) = ay, —3 | Adt. Prvni dva pozadavky kladené na funkel S, a .0 v »o-
0
mocné vaté 2,4 jsou trivialn? splnény. Dosazenim do (2,22) za a,, 7 roviice {2.29)
plyne, Ze rovnice (2,22) se za piedpokladu vyjadieného rovinicemi 24 — v = 0,
A" — 4dv = 0 redukuji na identitu. Tak je spinén i tfeti pozadavek kladany v po-

mocné vét& 2.4 na funkci fi(z, a,,). Tim jc vita 2,3 dokizina.
Poznidmka 2,1. V pomocnych vitach jsime nijak podstatné nepouzivali toho,
7¢ prostor je ekvicentroaffinni, VEty lze ziejmée vysiovit a dokazat pro libovolny

prostor zaloZeny na nékteré podgrupé centroaflfinni grupy. Pritom se oviem zméni
vyznam koeficientd B). V&ty s¢ také daji bezprostiedn& rozsifit na prostor libo-
volné dimense.

Poznamka 2,2. Podminka {2,19) byla odvozena pro pfipad kfivek s 22 — v = 0.
které lezi na nekuZelové kvadrice. J: vSak vid@t, Ze tato podminka je spindin 1 v pri-

padé 22 — v = 0, kdy kiivka le7i na kuZeli se stfedem v pocatku. Muzeme tedy

vyslovit vétu: Nuitnd a postacujici podminka k tomu, aby kfivka lezela na kvalrice
(kuZelové nebo nekuZelové) se stiedent v pocdatku jest, aby byla spinéna podminka (2.19)
pro kaZdé t.

Poznamka 2,3. VSimnéme si, Z2 kfivky s 1 = Ospliuji podmirku (2.19) a 1e7i
tedy podle poznamky 2,2 na kvadrice. Snadno se nahlédne (pomozi rovaice (1 11).
ze krivka lezi dokonce v rovin# ktera neprochazi stfedem prostoru. Na druh? stran?
jeze vztahu 4 = [¢r', r", r"] zfejms, Ze pro rovinnou ktivku, kterd neprochazi stfedin
prostoru, plati 4 = 0. Mame tedy vétu: Nutnd a postacujici podminka &k romu, aby
krivka lezela v roving, neprochdzejici pocdtkem prostoru, jest 7. = 0.

Poznamka 2,4. UkaZme, Ze kfivky s konstantnimi kfivosimi, které leZ na l-vadrice
se stiedem v poddtku, jsou kuZelosecky v rovindch, kterd neprochdzefi stiedem

prostoru:
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Podminka (2,19ydava 2 = 0.Odtud azv' = O plyne 24 — v = 0. Z poznamky 2,3
plync. 7o kfivka leZi v roving, je? neprochazi sitedem prostoru. Podle véty 2,1 nak
plyne dais, so lezi na kvadratickém kuZeli. Odrud plyne dokazované tvrzent.

Pevaimba 2.5 UkaZme jestd, Ze plati nasledujici vita:r Nutad a postacujici
podminka A tenne aby kivka bvla kuZeloseckou v roving, kterd neprochizi sifedein
prosior, jest 4o= G, v o= Konst. V pFipadé v = 0 je taio kuZelosecka parabolou,
vopripads v < O elipsou a v pFipadé v > 0 hyperbolou.

Dukaz Z dakazu poznamky 2.4 plyne, Ze kiivka, pro kterou plati 2 = 0, v =
= Loust, jo kafelosedkou v roving, neprochézejici sifedem prostoru. Je-li naopak
kiivhe knZoboseZkou v roving, kterd neprochiazi stiedem prostoru, musi pro ni padle
poziiinky 2,3 slatit 2 = 0 a podle véty 2,2 rovnost 22 — v/ = 0 a tedy také v = .
‘ast vety dokazana.

Fim e prva ¢
Necht uvazovand kuZeloseCka ma parametrické rovnice r = r(r). Zvolme v pro-

stort souiadnou soustavu {0, rg, rp, Pl Plati tedy ¢ = xry + yry -+ zr;. Pomoci

Vit 120 13 a podminek 4 = 0, v = konst. se snadno nahiédne, 7¢ kuZeloselka le7i

vroving v = L ana kuzeli —p* -+ vz? 4+ 2xz = 0 a tedy také na valei —yp? + vz? +

+ 2z = 0. Tento valec je narabolicky, clipticky, hyperbolicky podle toho, zda v = 0,
<2 0, v > 0. Odtud plyne dokazované tvrzeni.

Poznamka. Obdobnym zplsobem jako v této praci jest mozno zkoumat analo-
gicksd otazky v prostorech zaloZenych na jiné podgrupé affinni grupy. V piipadé
centroaffinniho prostoru je situace podobna jako v piipadé nasem, jenom vypolty
jsou komplikovanéjsi. Kdybychom misto kvadrik s pevnym sticdem pouZili obecnych
kvadrik, stala by se situace znacné komplikovanéjsi, nebot by bylo tfeba uvazovat
styk osmého a devatého radu.

Doslo 6. 4. 1960. Katedra matematiky
Stavebni fakulty
Ceského vysokého uceni technicksho
v Praze

CONMPUKACAIIMECSAH KBAAPUKN KPUBbIX
B OKBUUEHTPOADPDPUHHOM IMPOCTPAHCTBE

Yectmup Buurep

Pezome

PaGora cocTonT U3 ABYX YacTeil. B nepBoil yacTh uccacayeres KacaHue KpUBOil B IKBULICH T DO-
AQOUHTONM IPOCTPAHCTBE ¢ KBAUPUKONR, UCHTP KOTOPOH B HAYaie 1POCTpaHcTBa. Mexkay npouus
ICCH MOKABANO, YTO B KAKAOH TOYKE KPUBOIL, X KOTOpOM 24 — v’ -f= 0, CylwecTByeT TO4HO OAHA
HCKOUHYCCKAS K3AAPUKA, MMCIOIUAast ¢ KPUMBOW KacaHWEe NSATOrO Mopsaka (A v r npeiacrapision
o060t IKBHUCHTPOAGGHHHBIE KpUBU3HbLI). B ciyyae 24 — 1’ = 0 Takas KBAAPHKA uiu BOOOIIC HC
cynieersyeT (eeiit A7 — 4rAd £ 0) win (ecnm A7 — 44y = 0) CyLISCTBYCT LE/1as CBA3KA TAKMX KBAAPHK.
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B ciyyae 24—’ = 0 ¥ TOJBKO B 3TOM Cily4ae CyIUECTBYET OJHO3HAYHO OMNPEHESICHHbIH KOHYC
BTOPOTO TNOpsifKa C BEPIIMHOW B Hayaje MPOCTPAHCTBA, UMEIOLIMN C KPHUBOM KacaHWe MATOro
nopsiaka. Mitak, TOYKM KPUBBIX MOXHO MOJPa3/Ie/IMTh HA pa3Hble IPYNIbI, CMOTPst o apduHHOMY
XapakTepy YNOMSHYTHIX BbILIE OJHO3HAYHO OINpPEICJIEHHBIX KBaapuk. B mepBoit yactu paboTtsl
HaRJEHbI TAKXe YCIOBHs TOTO, YTOObI YIOMSIHYTbie 3[€Ch KBaJAPUKH HUMEJIU C KPHBOM KacaHue
1LECTOTO IMOpsiKa.

Bo BTOpOIi yacTH HaiiJeHO HEOOX0AMMOE U JAOCTATOYHOE YCJIOBHUE TOro, YyTOObI KpHBAs JCKA A
Ha MOBEPXHOCTH BTOPOrO MOPsAKA C LEHTPOM B Hayalle NPOCTPAHCTBA, @ UMEHHO: B KaX0i TOYKe
IOJIKHO UMeTh MecTO (24 — v))[(A” — 44v)’ — 2424 — v))] — (A" — 4)(22 — v’) = 0. TIputom
B ciyvae 24 — v’ == 0 KpuBas JIEKUT HA OINHOM €IMHCTBEHHON HEKOHHUUYECKON KBAJAPHKE (M HE JIEKHT
Ha KOHYCe BTOPOTO MOpsiAKa), B ciy4dae ke 24 — v’ = 0, A7 — 44y == 0 kpuBas JISKUT HA €AMHCTBCH-
HOM KOHYyC€ BTOPOTO MoOpstaka (M HE JIOKMT Ha HEKOHHYeCKON KBaapuke). B cnyuyae 24 — 1" =
=0, —4Av =0 U TONBKO B 3TOM CJily4yae KpuUBask BXOIHUT B COCTAB Oa3bl CBA3KH HEKOHH-
4eCKHX KBaiapuk. (B aToM ciyyae KpuBast I€XKUT, KOHEYHO, M HA KOHYCE, KOTOPbIii MPH HAZJICKALIEM
BBIOOpE HEONHOPOJHOTO MapaMeTpa He NIPUHALJICKUT K CBSI3KE.)

PaGoTa 3aKaHYMBAETCS HECKOJBKUMU 3aMEYaHUSAMU O TIOCKMX KPHBBIX, IIOCKOCTH KOTOPbIX
HE mpoxoauT 4epe3 Havasno (4 = 0), B 4aCTHOCTH O KOHMYECKHX ceueHusix (A = 0, 1" = 0).

OSKULATIONSQUADRIKE DER KURVEN
IM AQUIZENTROAFFINEN RAUM

Cestmir Vitner

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird die Bertihrung von Kurven
im dquizentroaffinen Raum mit ciner Quadrik behandelt, deren Mittelpunkt im Ursprung des
Raumes liegt. Unter anderem wird gezeigt, daB3 in jedem Punkt der Kurve, fiir welchen 224 — 1" == 0
gilt, gerade cine einzige nicht konische Quadrik, welche mit der Kurve die Berithrung 5-ter Ordnung
hat, existiert (A und » sind dquizentroaffine Kriimmungen). Fiir den Fall, dai3 24 — " - - 0 ist,
existiert einc derartige Quadrik entweder nicht (fiir A7 — 44r == 0), oder (fiir 27 — 44r - 0) existiert
cin ganzes Biindel dieser Quadrik. Fiir den Fall 24 —»” = 0 und nur fiir diesen Fall existiert cin
eindeutig bestimmter quadratischer Kegel mit dem Scheitel im Ursprung des Raumes, welcher
mit der Kurve die Beriihrung 5-ter Ordnung hat. Man Kann daher die Punkte der Kurve in verschic-
dene Gruppen einteilen je nach dem affinen Charakter der oben genannten Quadrik. Im ersten
Teil der vorlicgenden Arbeit befinden sich auch die Bedingungen fiir die Beruhrung 6-ter Ordnung
der oben erwihnten Quadrik mit ciner Kurve.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wird gezeigt, dall die notwendige und hinrcichende Bedingung
dafiir, daB eine Kurve auf einer quadratischen Fliche mit dem Mittelpunkt im Ursprung des Raumes
liegt, die Giltigkeit von (24 — »)[(L” — 44r) — 2424 — V)] — (1" — 42)(22 — )" - 0 in jedem
Punkt ist. Fiir den Fall, daB3 22 — v 4= 0 ist, liegt die Kurve auf einer einzigen nicht konischen
Quadrik (und liegt nicht auf einem quadratischen Kegel); im Fall von 24 — 1" 0, 27 —44r = 0
liegt die Kurve auf einem einzigen quadratischen Kegel (sie liegt jedoch nicht auf einer nicht konis-
chen Quadrik). Fir den Fall 24 — " == 0, A” — 42y = 0 und nur fir dicsen Fall ist die Kurve
ein Teil der Basis eines Biindels von nicht konischen. Quadriken. (In diesem Fall jedoch liegt die
Kurve natiirlich auch auf einem Kegel, welcher bei passender Wahl des nichthomogenen Para-
meters dem Biindel nicht angehort.)

Dic Arbeit wird mit einigen Bemerkungen tiber ebene Kurven, deren Ebenc nicht durch den
Ursprung geht (4 = 0), abgeschlossen. Speziell werden Kegelschnitte (4 0, 1+ = 0) behandelt.
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