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MATEMA’I‘ICKO-FYZIK&LNY CASOPIS SAV, VIII 4 — 1058

O OPERATOROVE]J METODE RIESENIA
DIFERENCNYCH ROVNIC

JOZEF ELIAS, Bratislava

Uvod

Na rieSenie diferenénych rovnic boli vypracované rézne metddy. Predo-
vSetkym to boli klasické metédy spojené s menami L. Eulera, J. L. Lagrangea
a inych. Po objaveni Laplaceovej transformécie pribudla dalsia metéda. I ked
bola tito metdda Gdinna, svojou povahou sa obmedzovala na triedu pripust-
nych funkeii. Podobné situdcia bola i pri rieseni diferencidlnych rovnic po-
mocou Laplaceovej transformacie. V praci [1] & [2] vylozil J. Mikusinski nové,
algebrické zdoévodnenie operatorového pocétu. Tym roziril triedu funkeii
a rovnic, na ktoré mozno pouzit operitorovi metédu. Cielom tejto prace je
ukdazat. Ze podobnu operatorovi metédu mozno vybudovat aj na rieSenie
diferenénych rovnic. V. § 1--5 je vybudovand algebra operatorov. V §6 sa
pouzivaju predchadzajice vysledky na riesenie diferenénych rovnic.

§ 1. Operatory

Ozna¢me znakom K mnozinu vSetkych komplexnych funkeii definovanych
na mnozine celych nezapornych ¢isel. Funkeiu z K budeme oznacovat {a(n)}.
Znakom a(n) budeme rozumiet hodnotu furkcie v &isle n. Miesto {a(n)}
budeme c¢asto pisat kratko iba a. Znak {«¢} bude znamenat funkeciu, ktora pre
vietky n = 0, 1, 2, ... nadobtda konstantnd hodnotu rovna éislu . V mno-
zine K definujme dve operacie: s¢itanie + a nasobenie >k.

Definicia 1.1. Nech a, b st funkcie z K. Potom:

a4 b= {am)} + b)) = {an) + bn)}. (1)
as<b = {am)} < (bn)} = fe(n)}, (2)

pricom
n
Z n —1)b(r -- 1), pre n > 0

|
l pre n = 0
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Poznamka 1.V algebre se zavadza prazdny sudet — stucet o nula séitan-
0

coch — ktory sa definuje takto: Z a; = 0. Aby vyjadrenie suéinu a > b
i=1
0

bolo jednoduchsie, priradme symbolu Z a(—1) b(z —- 1) ¢islo nula.
i=1
Na zaklade toho mozZno pisat:

a*b:‘{i a(n —1)b(s — 1)} . (2a)

Vidiet, ze stdet a + b a sadin a >k b je opat funkcia z mnoziny K. Dalej
je zrejmé, ze pre takto definované séitanie plati zakon komutativny. asocia-
tivny a rovnica @ + x = b ma v K rieSenie pre kazdé a, b z K.

Dokéazeme, Ze aj nascbenie spliiuje zakon komutativny a asociativny.
Skutocéne je:

a > b= {a(n)} > {b(n {i 1(n — 1) z—l)}.
Ale )

ia(n —4)b(i — 1) = a(n — 1)B(0) + a(n — 2)b(1) + ... +
i=1
+ a(2) b(n — 3) + a(l) b(n — 2) + a(0) b(n — 1) =

= > b(n —j)a(j — 1),

j=1

pre n > 0. Rovnost oboch stiétov plati aj pre n = 0. Preto je teda:

a>kbr{§b(n—j)a(j—1)}:b*a.

Dalej
(akb) ke = (bka) ke ={_}; bin — i) ali — 1)} o fe)) —
nond |
={Z b(n—w—y)a(z—l)o(y—«l)J:
j=11=1
n n—j
={Z > d(m)} ,
j=1i=1
pricom

a(@ — 1)b(w —i —j)e(j —1), prei+j=n
pres 4+ j>n’
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Potom

teda
(a >k b) sk c= >k (b>kKc).

Nakoniec dokazeme platnost distributivneho zakona.

(@ +b) ke = [{am)} + B}k fen)y =
— {z [a(n — 4) + bln — 4)] c(i —1)} -

{i a(n — 1) c(t — 1) + Sbn—-@ (i—l)}:

= 1= 1
= {a(n)} =< {e(n)} + {b(n)} >< {c(n)} = a><c 4 b><c.
Z dokazanych vztahov a axiomatiky tedrie okruhov vyplyva

Veta 1.1. MnoZina K vzhladom na operdcie (1), (2) tvort komutativny kruh.

Nulovym elementom okruhu K je zrejme funkcia {0}.

Veta 1.2, 4k {a(n)} >k {d(n)} = {0}, poiom bud {a(n)} = {0}, alebo
{b(n)} = {0}, alebo oboje.

Dokaz. Uvazujme funkeie, pre ktoré plati: {a(n)} >< {b(n)} = {0} pre Iu-
bovolné prirodzené ¢islo. Predpokladajme nepriamo, Ze existuju aspoﬁ dve
prirodzené Cisla my, [, také, ze a(m,) == 0; b(l,; 3= 0, ale {a(n)} > {b(n)} = 0.
Nech M je mnozina tych celych nezapornych disel, pre ktoré a(n) 4= 0 a N
mnozina tych celych nezapornych ¢isel, pre ktoré b(n) = 0. Podla predpokladu
s mnoziny M, N neprizdne. Oznaéme m = inf M € M a l = inf N € N. Pre
kazdé n = 0,1, ..., pre ktoré platin < m, je a(n) = 0, podobne pre kazdé n <!
je b(n) = 0. Poditajme hodnotu funkcie {c(n)} = {a(n)} >k {b(n)} v bode
n=1-+m-+ 1. Mame:

I+m+1 l

c(l +m 4 1) = Z all +m+1—1) - za 4+m+1—2)bir — 1)+

i=1 i=1

T+t 1

+am)b(l) + > all +m + 1 --1) b(i — 1) = a(m) b(l) + 0.

To je spor. s

Veta 1.2. hovori, zZe okruh K nemaé delitelov nuly. Komutativny okruh bez
delitelov nuly sa nazyva obor integrity. Z vety 1.1 a vety 1.2 vyplyva teda
tento dosledek.
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Dosledok. MnoZina K vzhladom na operdcie (1), (2) tvori obor integrity.

Podla znamej vety (pozri [3]) kazdy obor integrity mozno vnorit do telesa.
t. j. ku kazdému oboru integrity I existuje také teleso T, ktoré obsahuje
podmnozinu izomorfni s I. Najmensie takéto teleso (t.]. prienik vietkyvch
takychto telies) sa nazyva podielovym telesom oboru integrity I.

Definicia 1.2. Podielové teleso oboru integrity K budeme naziyjvat telesom ope
rdtorov a budeme ho znaéit T(K). Proky telesa T(K) nazveme operdtorma.

Elementmi 7'(K) st dvojice, ktoré budeme pisat v tvare zlomku % (kde

a, b su funkcie), b & {0}. Rovnost, sditanie. nasobenie a delenie operatorov
definujeme takto:

% ;@a/<d—b/‘\c b+ {0}, d =+ {0).
a ¢ _a>xd+b>x<c, ,

b @ d —_ b—>_%<—d~ 5 b :’: {O ’ d _J': {0}'
Zoﬁ-%ﬁ% b {0} d =+ {0]

Je zrejmé, ze nulovym prvkom telesa T(K) (t.j. nulovym operatorom) je

operator {,} (pre Tubovolné b = {0}). Dalej jednotkovym elementom telesa

{a(n)}
{a(n)}

T(K) (t.]. jednotkovym operatorom) je operator - pre lubovolné {a(n)} =+

+ {0}
Poznidmka la. Kedie T(K) je teleso, je v T'(K) definované aj odcitanie
a delenie. Llahko mozno verifikovat, Ze napriklad:
zﬁﬁ—b«c
b O d
a ¢ _a>d d
“bA @ d b /7’ c’

b+ {0}, d = {0},

b= {0}, c¢= {0}, d= {0}

Z definicie rovnosti vyplyva, Ze Lj:—k —— ":,b , pre kazdé k == &’. kde
k == {0}. Specialne je tento operator rovny operdtoru ——7:1}{1} .
S operatormi typu ———{{—1-%—} sa podita podla tychto pravidiel:

ERUPNE U NN ESUESUELERUE
{1} {1} {1y =<
@bl {1 kAL (@ +b) e (1
=<4y {1} ’
a > {1} b {1} axkbk {1} > {1}  axb< i

) S § e | e ¢ | N O
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Posledné vzorce mozno ¢&itat takto:

. 1} b {1} ¢ >< {1}
Aka+b—c, axx M} g bl e i} opak. 3
. B bk ek )
Aka><b=ec, @< Ul O — = a naopak. 4
e e o 8y P “
y: . a < { . . . ..
Teda mnozina N operatorov typu — o je izomorfnd s mnozinou K.
Stotoznime preto operatory tvaru —E}i—} s funkciami {a(n)}. T.j. kazda
1
funkciu {a(n)} budeme v dalSom povaZovat za operator tvaru @J}{T}E:{ b ,
NSl (b
alebo, ¢o je to isté, aj za operator {a—(%}{k(};\)lk(n)} , {k(n)} £ {0}.

Poznamka 2. PretoZe prave urobenou dohodou sme mnozinu vsetkych
funkeii vnorili do mnoziny operatorov, nebudeme (vzhladom na vztahy (3),
(4)) robit dalej rozdiel medzi operiaciami -+ a @, =< a C a budeme namiesto >«
pisat O. Pretoze uz nemoéze vzniknGt nedorozumenie, budeme krazok vy-
nechavat a namiesto ¢ ¢ b pisat ab.

Poznimka 3.Ukazeme este, Ze mnozina 7'(K) je 8irSia ako mnozina vietkych
funkeii, t. j. operatorov tvaru L{( Ul . Pre to stadi dokazat napr., Ze operator

J
({1 L a(n y , . .
} ]1( sanedd pisat v tvare ~{{-(1—})—} Teda, ze v zmysle prave zavedenej novej
Ty
. . , . LS,
rovnosti medzi operatormi a funkciami operator o

existovala funkcia {a(n)} takd, Ze {a(w)}ilj AL platilo by podla defi-

i {1

nie je funkciou. Keby

nicie rovnosti:
fam)} AL} {1} = {1 {1}, t.j. {lj[la(n)} {1} — {1}] = {0},

teda {a(n)} {1} = {1}. To nie je mozné. lebo v bode n = 0 m4a Tava strana
hodnotu rovni nule, kdezto prava strana ma hodnotu rovna jedne;.

§ 2. Ciselné operatory

VysSetrime teraz operitory tvaru gl}}: kde {x} je konstantnia funkcia
rovna « (a] pre n = 0). Budeme ich zatial oznacovat znakom [«] = i%}

Pre tieto operatory platia nasledujice rovnosti:

o B _ B B
M+ BI= 5+ =y =y = Al
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o) (B _ (h)
W 1=y - = =11

Dalej pre (8} + (0}
[N TS
SRR ) B U B U SR | S

[ T R (VR I R VI T R T

{1}* {1}
Pre operator [0] = %i a lubovolny operitor [x] = il}} plati:
[0] + [+] = ?j{ -

O 0
11 =y -y = e =y 1O

Pre operator [1] = 1 21;

W _m_m
b=y = e Ty =Y

=]

Teda s operatormi typu [x] poéitame ako s komplexnymi ¢islami x. Pritom.
ako sme ukdazali, operatory [1] a [0] sa chovaja ako ¢isla 0 a 1. Je zrejmé. ze
zobrazenie x — [x] je izomorfizmus. Preto mozeme vyslovif vetu.

i

a lubovolny operitor [x] = plati:

Dalej plati:

£y
Veta 2.8, MuoZina M osetkijch operdtorov lypu (‘l}’ lrori podieleso telesu
véetkyjch operdloior. Tdto mnoZina M je izomorjnd s telesom komplexnjjeh Eisel.

v}

Mozeme preto stotoznit operatory typu 0
t

s komplexnymi ¢islami .
' \1
t.j. kazdé komplexné ¢islo o moéZeme povazovat za operdtor tvaru l'l"
1 )
To budeme v dal3om robit.
Poznamka 1.V telese T(K) sme zatial nasli dve vyznaéné podmnoziny
fa(n))

{1}

integrity K. Po druhé, mnozinu M, vsetkych operitorov tvaru

Po prvé, mnozinu ‘N operatorov typu . ktora je izomorfnd s oborom

. ktora

—

e
1
je izomorfnd s telesom komplexnych cisel. Mnoziny M a N st rozne. lebo

{1}
I

vieme, Ze operator € M nelezi v N.
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0 _ i(l}—{vll Tento operator patri do N n M. Ukdzme, Ze

-y

Zrejme je

prenik M n N neobsahuje Ziadny dalsi element. Predpokladajme, Ze g; =
{
= PO ) = B - (% Z toho mime {a) = (b)) (1)

{

Z tejto rovnosti vyplyva, Ze funkcia {b(n)} {1} je konstantna. V bode n = 0
nadobiida hodnotu 0. Ak maja byt obidva operatory rovnaké, musi byt
~ identicky rovné nule. Potom je v8ak aj {b(n)} = {0}. Teda funkcia {0} je
jedinou funkciou, ktord sa rovnd ¢iselnému operatoru [0]. Pretoze sme dcisla
vnorili do telesa operatorov, je uz definované sc¢itanie, nasobenie cisel a ope-
ratorov (obzvlast aj nasobenie ¢isel a funkeif). Bez obavy z nedorozumenia
budeme v dalsom miesto ¢iselného operatora [o:] hovorit o ¢isle x a vynechavat
hranati zatvorku. Pritom treba davat pozor, lebo x a [x] je nieto celkom iné.

Je osozné viimnat si pritom niektoré Specidlne pripady, ktoré budeme
v dalSom bezne pouzivaf.

a) Ak x je dislo a {a(n)} funkcia. midme:

)

ran)} = [x]{a(n)} = '{’1'} {fa(n)} =
S i )
) (v — 1
l"?l \(7 ) _ Wixa(m)y {xa(n)}.
{13 {1}
b) Ak za {a(n)} kladieme konStantnii funkciu {f}, je x{f} = {xf}.
¢) Ak za {a(n)} kladieme konStantnt funkeciu {1}, je «{l} = {x}.

Slovami: kazdd konstantnd funkeia {«} sa d4 pisat ako saéin &isla « a ope-
1
v N
{}l} {~} {1})

ratoru {t}. {'To je vlastne zrejmé aj z toho, 7e -~ 7+~

{1y
d) Ak —(; je lubovolny operator, b 4 {0}, je
)

@  _ '{1}, “« _ ¢
ll; =l b {1y b b

) 0] b {1} b {l}bﬂ {1} . {b} (1 )
a _a .LO} _a {{} B ,,{0} lf o a{{} _a
37% ”"ﬁb#— {1} - b{1} T H{ b

Poznimka 2. Poznamenajme, Ze na rozdiel od vlastnosti uvedenej sub a)
sacet ¢isla x a funkcie {a(n)} sa nedd pisa® v tvare {x 4+ a(n)}. Operitor

SN
v+ > ali — 1)
v + {a(n)} sa d4 pisat iba ako v} 7{11{2(‘1@ = ! =1 . '

T T T
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. Operator sumacie

Pretoze operator {1} sa velmi ¢asto vyskytuje, oznaé¢me ho znakom I, t. j.
poloZme ! = {1}. Nech {a(n)} je funkcia z K. Potom podla definicie staéinu

n

plati: l{a(n)} = {Z a(i — 1)}. Nasobenie funkcie {a(n)} s operatorom [ je

i—=1
teda stcet hodno6t funkcie {a(n)} v bodoch 0, 1, ..., n — 1.
Definicia 3.1. Operdtor 1 budeme volat operdtorom sumdcie.
Lahko mozno vypotitat kladné celodiselné mocniny operatora .
Veta 3.1. Pre lubovolné prirodzené &islo k = 2 a operdtor | plati:
= (05
Dokaz. Urobime ho metédou tuplnej indukcie. Pre k = 2 je 2 =1.1 =

:{1}{1}::{2 1] = {C1}. Teda nase tvrdenie je spravne pre k = 2. Predpo-

kladajme, Ze nase tvrdenie plati pre k =1, 2, ..., m. Potom
Intl = mo= {1} {O"1} = Z (jmv — {Cm I Om-t 4
171
+OTFOT L+ 057_1 Oy = {O0.

Tym je dékaz urobeny.

§ 4. Operator tvorby diferencii

V operatorovom poéte ma hlavni tlohu operator inverzny k operitoru
séitovania.

Definicia 4.1. Operdtor ; nazveme operdtorom tvorby diferencii a oznacime ho
znakom s.

Z definicie vyplyva, Ze Is = sl =1 (kde 1 je ¢iselny operator). Poznamenajme:
Zatial ¢o operator I je funkcia, t. j. padne do zavedenej mnoziny N, operator s
nie je funkecia, t. j. nepadne do mnoziny N. Z deﬁnieie operatora s vyplyva.

1 patrl do N. Neskoér ukazeme, ze i operatory v¥ o _:—1)2— a podobné
sa funkclaml, t. j. patria do N.

V dalfom budeme potrebovat pojem diferencie funkcie. Nech {a(n)} je
funkeia, prvou diferenciou (alebo diferenciou prvého radu) funkcie {a(n)} bu-
deme volat funkciu {4a(n)}. ktora je definovana takto:

{4an)} = {a(n + 1)} — {a(n)}.

)!
! Kombinaéné &islu budeme oznadovat znakom CF, pri¢om plati: C} = AA{U)I* Ve
qup = !
pre 0 = ¢ = p, kde p a ¢ st prirodzené ¢&isla. Pritom definujeme 0! == 1 a pre p - ¢,
Cg = 0.
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Diferenciu prvych diferencii oznaéime {4°a(n)} a nazveme druhou diferenciou
funkcie {a(n)} a budeme ju definovat takto:

(Lam) = {‘a(n + 1} — {da(n)}.

Vseobecne diferenciu k-teho rddu funkeie {a(n)} budeme oznadovat {A*a(n)}
a definovat takto:

(Aam)} = (Aa(n + 1)} — (Aa(n)}.

Funkcie {da(n)}, {Aa(n)}, ..., {4*a(n)} st funkcie z K.
Veta 4.1. Nech {a(n)} je funkcia, potom pre n = 0 plati:

stam)y = {Aa(n)} + a(0).
Dokaz. Funkciu {a(n)}, pre » = 0 mozno napisat takto:

{a(n)} = {a(0)} + {a(1)} — {a(0)} + ... + {a(n — 2)} —
— f{a(n — 1)} + {a(n)} — {a(n - 1)} = {a(0)} + {4a(0)} +
|

+ {4a)} 4+ ... + {da(n — 1)} = {a( {}“Aazll
t=1
Cize {a(n)} = la(0) + I{da(n)}. Vynisobme obe strany operatorom s, dosta-
neme s{a(n)} = {da(n)} + a(0), o sme mali dokazat.

Ak vo vete 4.1 je a(0) = 0, dostaneme s{a(n)} = {da(n)}. V tomto pripade
nasobenie funkcie s operatorom s dava diferenciu funkcie. Preto sme nazvali
operator s operatorom tvorby diferencii.

Veta 4.2, Nech {Aa(n)} je k-ta diferencia funkcie {a(n)} a A'a(0), pre i = 1,
2, ..., k si hodnoty t-tych diferencii funkcie {a(n)} v bode n = 0. Potom plati:

st{a(n)} = {dfa(n)}y + 1F1a(0) -+ sA¥2a(0) + ... + s*~1a(0). (5)

Dokaz. Pre k = 1 vzorec plati (veta 4.1). Predpokladajme, Ze plati pre
k =1-— 1, dokdzeme, Ze plati pre k£ = [. Poéditajme:
s{an)}y = s.sHa(n)} = s[{d"a(n)} + a(0) + ... + s'2a(0)]| =
= s{Aa(n)} + sA7a(0) + ... 4 $'24a(0) + s 1a(0) =
= {44 a(n)} + A'a(0) + s (0) -+ ... + sla(0) =
= {Ham)} -+ A1a(0) + sA2a(0) + ... + s-1a(0).
Pre pouzitie vztahu (5) na rieSenie diferenénych rovnic je vhodné pisat (5)

v tvare:
{A*a(n)} = s¥{a(n)} — s*Ta(0) — ... — A 1q(0). (6)

Vztah (6) nam ukazuje, ako sa potitaju diferencie pomocou operatora s.
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§ 5. Racionalne funkeie operatora s

Definicia 5.1. Operdtor o 8% + ;18571 4 ... 4+ 8 + ), kde x,, Xa, « - Y41
st lubovolné &isla a ) == 0 budeme volat polynémom k-teho stupiia operdtora s.

Vzhladom na platnost asociativneho, komutativneho a distributivneho
zakona séitanie a nasobenie takychto polynémov v s robime prave tak, ako
prislu§né operacie s polynémami v algebre. Napriklad: st — 1 = (s — 1)(s* 4
+ 82+ s 4 1) atd. Speciélne plati tato veta:

Veta 5.1. Dva polynémy operdtora s si rovné vtedy a len vtedy, ak koeficienty
pri rovnakych mocnindch si rovnaké. T'. j.:

st o P L b xy =B Bt A o Bis B (
plati vtedy a len vtedy, ak:
& = B Ny = Br1s -5 %0 = Po- (8)

Dokaz. Nech plati (7). Vynasobenim (7) s I¥*1 dostdvame:

a4 oot T = Bl A4 B P Bl
Xyt Xy {Orll} + oo+ {C’Ir'.} = /))Iu + ﬁk~—1 {CIII} + ...+ 50 {Cfi .

Z tejto rovnosti vyplyvaji vzhladom na znamu vetu z algebry vzfahy (8).
Obrateny vyrok je trividlny.
LT L S U L S S
ﬂmsw ‘}‘ ﬂm“IS vl ”%‘ e + ﬁn’
Bo»> B - - -» Pi st Lubovolné &isla a p,s" + ... + o %= 0 budeme volat racio-
ndalnow funkciow operdatora s.

Dokéazeme si este nasledujicu vetu.

Veta 5.2. Ak

~1

)

Definieia 5.2, Operdtor kde ~x;. ¥y, ..., 1.0

e R ol T 2 i R i )

L LRSS AL ) 9)
Bos™ o By 0 (
potom pre kaZdé Cislo & (redlne alebo komplexné), pri ktorom
ﬂmf,n + . 'I" ﬂn =+ 07 ,3751 + o+ ”n =+ 0. ':l”)
plati rovnost:
M A v (11)

TR A

Dékaz. Z rovnosti (9) vyplyva:
('V/JS’; + o+ 7\"0) . ((jré.r + ..o+ ‘)0) - (yp‘yp + "/n) . (ﬁmsm + ook l‘;n)-
Ak roznasobime, dostaneme na lavej a pravej strane polynémy operdtora s.

Podla predchadzajiacej vety maja pri rovnakych mocnindch operatora s rov-
naké koeficienty. Z toho vyplyva rovnost:

(0 e ) B ) = (0 e ) (B . B,
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Vzhladom na (10) moézZeme obe strany vydelit vyrazom (6, -+ ... + d).
(BuE™ + Bpaf™ 14 ... 4 B,) =0 a mime rovnost (11), ktori sme mali
dokazat.

ok .
Kazdy raciondlny vyraz operatoru s S T toast , k< m, kde
y y Y p msm _+ e + ﬁls + ﬂO

N7 0D xpegy veey &3 B F 0, Bt - - -5 P1s fo sU redlne éisla, da sa rozlo-
zit na Ciastoéné zlomky nasledujtcich typov:

1 1 S

(s — 2P (s — &) + B2 [(s — ) + B4
kde ~ &= 0, f &= 0 su redlne &isla a p prirodzené d&islo.

Nasim najbliz§im cielom je ukdzat, kto~é funkecie st v zmysle nasich definicii
totozné s prave napisanymi operatormi.

Prvy zasadny vysledok bude, Ze tieto operatory s vobec funkecie, t. j. padni
do mnoziny N. Pre praktické aplikacie (pri rieseni diferenénych rovnic) je
dolezité tieto funkcie najst.

Veta 5.3. Nech a je komplexné islo rézne od --1 a k Tubovolné prirodzené éislo.

Potom plati:

1
(,;’,,ﬂ a_)ll — {Cﬁ-l,za + 1)7;4/»'4-1}_

Dokaz. Urobime ho metédou tplnej indukeie. Dokazeme najprv, Ze veta
plati pre & = 1.
Pocitajme:

(v = @@+ 1% = sf(@+ 9~ lal + DY = L+ (@ + 1))
— da + D) — {a(a + 1)} =1 + {(a + )*a} — {a(a + 1)} = 1.

I

1
Z toho vyplyva s a {(@ 4+ 1)+}. Teda veta plati pre & == 1. Predpo-

kladajme, Ze veta plati pre prirodzené ¢islo k = r, t.j.je splneny vztah:

1 ] i
Av(i's_JEF = {7 a 4 1)1,
PPotom mame:

1 1 1
Gy T —a) s —ay ~ DO @ ) =

— {i (@ + 1)1 Oizi(a + 1) -r} - {(a 4 1)rr < C;:{} _

-1
={le+ D70+ ... +C3+ 0+ .0+ (DI = {le+ D)7 O}
Teda veta plati pre &k = » 4+ 1. Indukciou vyplyva, Ze veta plati pre kazdé

prirodzené ¢islo k.
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Doplnkom predoslej vety je
Veta 5.4. Pre kazdé prirodzené &islo plati:

1
kde {I,—,(n)} je funkcia deﬁnovcma takto:
_ 0, pren=+k—1
I y(n) = { e T
Dokaz. Urobime ho metédou tplnej indukecie. Dokazme najprv, Ze plati
pre k = 1. Poéitajme (s + 1){I,(n)}, kde I,(n b =0

\0 n == 0.
Mame: (s + 1) {y(n)} = siLy(n)} 4 )} = I,0) + Lyn + 1) — L)} +
Iyn)y = Iy0) + {I,(n + 1)} =1+ {0} = 1. Teda pre k = 1 naSa veta je
1
+17
= {I,_1(n)}. Dokazeme, 7e za tohto predpokladu plati aj pre prirodzené ¢islo
r + 1. Skutoéne:

spravna. Predpokladajme, Ze plati pre prirodzené éislo k = r:

1 1

1
GF TG G
S 1 — iy 1 — ) = (L)
12

f
/0 pre n = r

\1 pre n =r
V dalsom budeme potrebovat vyjadrenie tejto racionalnej funkcie opera-
tora s:

= {I,_1(n)} {{y(n)} =

pricom I (n . Tym je veta dokazana.

KW Xy Py S) = T T a0 VY = 1,2,
P8 = 6=
kde «, f == 0 su realn4 &isla.
Pomocna veta 1. Pre rozklad na parcidlne zlomky raciondlnej lomenej funkcie

K (x, B, 8) plati:

»

- 1 Ay A, o
K.(x, B, s) = [*(;_ )2 /32] 2 l@"_’l!a_); + (x ;ﬁ)“‘:] ) vo=12 ... ,
k=1
i~k

2y— L 1 (2‘3 &, —k
a=«x+if, a =« — if.
Dokaz. Na zdklade zndmych vztahov dostaneme pre v = k

im0 |yt b 1
av=tim| ] = =

priom A, = O 1 <k <vw, A, je komplexne zdrufené Lk A,,
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Podobne pre £ < v
1 . odr (v — a)"
A, =- lim - _ .
ET = B arede F | (x — a)'(z — (t)”]

Po tprave dostaneme:
{—%
i

1, = Oy oms
Ly, Lr—k I(Zﬂ)z"_'l” (12)

Vztah (12) bol odvodeny pre k < », ale ako vidiet, plati aj pre £k = » Pq, )
(o Ovnaj

prvou castou dokazu. Tym je pomocna veta dokdzand

Veta 5.5. Nech 1(,,,(N, /)), 8) = [(8 jr; 'Wj;, v=1 2, ..., kde x, B + 0

st redlne Eisla. Potom plati:

> Ch'Re[Ag . (@ + 1) -~k+1]} )

=1

K. (x, 8,8) = {2
k
Dokaz. Z pomocnej vety 1 a z vety 3.3 vyplyva
” . \ AL‘ AL o
]&,‘,(("6, :B’ 8) - Z [(87_ ’I/) + Z‘S _ (E)L‘I -
k=1

a+ 1); /-u_}_A (11+1)‘ LHI}
A—l

P itom sme pou'lel este okolnosﬁ, zeo = x +iff sk — 1. Pretoze A (@ + 1)n-k+s
= A (a + 1)+ a 2 4 2 = 2 Re [z] dostaneme dalej:
K, (v, B,8) = { Z Ct-1 2 Fe [4,(a + 1)"“'“]} .

Pre praktické ucely je vyhodné urcit redlnu Cast saéinu A;.(a 4 1):-+r+1
Re [4, . (@ + 1)=+1] = Re[a,_ﬁ : 25 il (o D )
cos [(n — k + 1)arg (a + 1)] 4+ isin [(» — k + 1) arg (@ + )]] .

Z toho vyplyva
Re [4 (@ + 1)+=*+1] =
r o5 :
(—1)= 2 ~I)lv pola+ 1]"#tcos[(n -~k + 1)arg (¢ + 1)], pre k parne
- ESYol -
(—1) 2 (2_,)2‘ Yla+ L|**sin[(u -- k + 1) arg (@ + 1)], pre k nepérne,

kde [a + 1| = J(1 4 x) + 2.
Specidlne pripady, ktoré sa vyskytuji pri praktickom potitani
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1. Ak x+1>0, >0 prev—1, 2, 3, 4 dostaneme:
Kl(oc,ﬁ,s):{%la—{—1["sinnq)}.

Kalo B,9) = {qgal a + 1 [*sinnp — s [ 11 cos (0 — 1) g)
&MJJ){%Ja+lﬂmnw——ZMa+lﬁﬂmMn—U¢—
_éﬁn(n 1);a+1f~—23m(n_z)¢}.

Ky, B, 8) = {16ﬂ7|a+1]"smn<p 16ﬁ6nfa+1['100s(n——1)(p

“~Zgin (n — 2) ¢ +

— g a1
+ g — Do — 2@+ 1|+ cos (u— 3) g

kde [a + 1| = J(x + 1) + f2a ¢ — arg (a« + 1).
2. Ak x=0a >0, potom @ + 1 =1 - fi. Oznaéme 1 + Bi = c. Pre
v =1, 2, 3, 4 st vzorce ako v 1, len miesto | @ + 1 | piseme | ¢ | a miesto ¢
budeme pisat y, pricom y = arg c.
3. Aka = —1lap > 0,potoma + 1 =fi,|a + 1| =f,aarg(a + 1) =

o A

pre v = 1, 2, 3, 4 dostavame:

K(—1,p,s8) = {,8”’1 sin ng} .

Ky(—1,8,8) = {l f*73(1 — n) sinn ;r} .

BO

Ks(—l,ﬂ,s):{% * ~—4n~+—3)s1nnz}

1 5 23 3 n\ . w
K,(—1,8,s L ——n - — —)sinn-—g .
(=1 5.5) 2" 6 2

Poznidmka 1. Ked chceme nahradit stéty a rozdiely argumentov nasob-
kami argumentov sinusu a kosinusu, mézeme pouZzit zname vzorce z trigono-
metrie pre viacnasobné uhly. Uvedieme vzorce asponi pre pripad. ked v = 0.

1
Polozme cos (arctg f) = VTIF = Aasin (arctg ) = B4, potom dostaneme:

l

sin [(k — 1) arctg B] = A1 > CF1p¥+1(—1) = 271P,4(B),

j=0



. k— 2 —
pricom I = —5 > pre k parne; | = %i pre k neparne.

cos [(k — 1) arctg f] = }J‘—IZ Y C¥.,BY = A1Q,_,(B),

j=

k—2 (. k—
kde I = 5 pre k parne; I = —5

Vysetrime teraz tGto racionalnu funkciu:

pre k neparne.

S

[(s — )+ BT

su redlne disla. Za tym dcéelom uvedme nasledujicu pomocnd vetu.
Pomoena veta 2. Pre rozklad na parcidlne zlomky raciondlnej lomenej funkcie

Q.(x, B, 8) plati:

Q.(x, B, 8) = y=1,2 ..., kde x, == 0

¥

Qy(oc,ﬂ,S)ZZ[( Me ﬂ_-] v 1,2, ...

x —a) ' (v —a)t

k=1
—k

kde M, = 05k (2/3)2;,*

(x +91), prel <k <y,
kde
5 ) ’v]i_k}*ﬂ pre 1 <k <wv;, v=2,3,
] B, pre k = v; v=123, ...

a M, je zdruZené komplexné &islo k M, @ = x + i8, @ = x — if.
Dokaz. Na zaklade znamych vztahov dostaneme pre » = k:

im| O g, T
M= l,"f,‘ (x —a)(x —a)| 1,131}, (x — @)
a o X + ',):i,
(@—ay~ )
Podobne pre k < »
. 1 A (2 — a) x
M= =y im g [(x —a)(x — a)”]
Po tuprave dostaneme
ok t—1) .
— (1 RS R S
M, = Cyl (2B)>* [(x + % —F—1 1] . (14)

Ako vidiet, (13) a (14) moZno spojit v jediny vztah

’vﬂ[oc—k(h] prel <k=<v;, v=12, ...,

Mk = 021~l 1 (2/3)
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pricom

l_m(,]‘;i!;_lﬂ prel(k<v y =23, ...

0 =
l B, pre k = v, v=123, ...

Oznatéme b, , = « + 0i. Potom moézeme vyslovit tito vetu
8

Veta 5.6. Nech Q,(x,f,s) = (5 = 2+ B =12 ... a~x B30 si
redlne éisla, potom plats:
Q,(x Z Ct=1 Re [M(a + 1)*~ “’} .

Dékaz. Z pomocnej vety 2. a vety 5.3 vyplyva:

M,
ZI (s ——[y + ’T'*L J [ZC M (a + 1)t 4

k=1
My 1yt {ZOHRe[M (@ + 1)

Tym je veta dokazana.
Poditajme eSte, comu sa rovna:

- | 1
Re [M(a + 1)*#*1] = Re [C.’_,’,T_',l,_, @)

p ‘ b,.,[c ! . j a + 1 i‘u--z’.'+.l -

i b, (a4 1)t ]:

1
J— D v=1 7O D \o-
= Re [sz—k—l 2By

[lcos arg b, + i sin arg b, ;] . [cos [(n — k + 1) arg (@ + 1)] +
+isin[(n — k4 1) arg (& + 1)]]] .

Z toho vyplyva
Re [M(a + 1)++1] =

0: —1
(—1)2 (;Ié);v_lk [b, ] .|a+1|**1cos[argh, , + (n —k + 1)arg (@ + 1)].
, . 10 pre k parne
- l (—1)2 2“ ;y}k; b, i|.|a@+ 1| igin[argh, , + (n — k + 1) arg (@ 4 1)].
pre k neparne
Kde | b, | = j&* + ¢0¢. Uvedme si niektoré §pecialne pripady, ktoré budeme

v dalSom potrebovat.
1. Ak x >0, 8 >0, pre v =1, 2, 3, 4 mame:

Qi(x, B, s) = {fl; 0110" sin (y;; + mp)} ,
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0/: 1 1 .
@s(x. B, 8) = {’Q’ﬁz‘ 1'6*2,19 B 5 (py, + ng) — noap 008 [y, + (0 — 1) (p)]]} ,

B e kl 1 -2 3 y
Qalr. f.s) = 125/'%*30 f? @a10% sin (55 4 np) — 37: 0320 cos [Y3s + (. — 1) @] —

— n(n — 1) 035 SN [ys: + (n— 2) ‘ﬂ]} ’
On gos) IV s]®, m e ‘
Qi(x. pLos) = lﬁ‘/)’le i 04, O*sin (Ygq + 1) — B: 0420%c08 [Ygs + (m — 1) | —
~)
g n(n — 1) g, ;0 sin [yas + (0 - 2) ¢] +
J

Kde o, . je absolitna hodnota, v, , argument komplexného disla

+ = Du(n — 2) 044 8in [ -+ (0 — 3) ¢]

( (B —1) /‘ _ ] 9 =
by w = ’ A 1.31' — e —1 pre Lsh<y v=23 ...
l\~|»l/) pre v — k. y =12, ...
a o absoltitna hodnota, ¢ argument komplexného ¢isla ¢ 4 1, pricom
a == ~x + pi
Ak v - —la p >0, potoma—+ 1 =pia e+ 1|=paarg(@+ 1) =
5. Dalej b, = C,,, ktoré je definované takto:
(B —1 ,
l S g i, ( ) /‘;’, pre I < <<v, »=2 3, ...
oy | —k
l —1 - 1[3, pre v =k, =1 2,3, ...

Oznacéme absolitnu hodnotu O, , znakom 4, , a argument O, , znakomy, ;
Potom pre v = 1. 2, 3, 4 dostdvame vzorce ako v 1, len mmato 00 ks 05 Wy i
. . , T
a miesto ¢ kladieme po poradi 4, ., B, v, a o
Ak v == 0, > 0, potom pre v = 1. 2, 3, 4, dostaneme:
©1(0. 5, 8) = {u*sin ni)}.

1 .
(0. p. s -n ‘153 wtsin (n — 1) :’)} .

\

! wsin (n — 1) 9 — (n — 1) cos (n — 2) ¥ 11

I
L
Q0. B, 8) = {:) w*n
!
Nt

o
Q4(0. 3, ”l”'u n [;, wsin(n — 1) 9 — (n — 1) /1{/1 cos (n—2) ) —
— (n — 1)(n — 2) sin (m — 3) :)J}

kde # je argument a u absolitna hodnota komolexného ¢isla 1 + pi.
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§ 6. RieSenie linearnych diferenényeh rovnie

Operatorovy podet dava pohodlné sposoby rieSenia linedrnych diferenénych
rovnic. V pripade obydajnych diferenénych rovnic pouzitie operatorového
podtu ma niektoré prednosti v porovnani s klasickymi metédami: netreba
$pecialne tedrie, prevedi sa na obydéajné algebrické rovnice v homogénnom
1 v nehomogénnom pripade.

Nech

A o ARl L xpx = f (15)

je linearna diferenéna rovnica k-teho rdadu s konsStantnymi koeficientmi;
&> 15+« -, 0 = 0 s dané Cisla a f je dand funkeia. Je znama tdto veta (tzv.
existenéna teréma):

Veta 6.1. Nech vy, yy, . .. vy je k dangjch redlnych ¢isel. Potom existuje jedna
jedind redlna funkcia {x(n)}, ktord spliiuje rovnicw (15) a tychto k podmienok:
z(0) = y,, Az(0) = py, ..., A12(0) = y, 4.

Podrobny dokaz vety citatel moze najst v [4].

Hladajme riesenie rovnice (15), ktoré vyhovuje podmienkam uvedenym
v citovanej vete. Ak pouzijeme vztahu (6) z § 4, t. j. Mx = s'x — " 1x(0) —

— s¥20g(0) — ... — A¥x(0), potom (15) sa d4d pisat takto: ~hstax —
F o+ F =88+ ...+ B, + f, kde
By, = 1o + Cpaor + oo F X Vpns v=0,1,2 ..., kF—1
Odtial ihned dostaneme:
BT By /

I N T +ocw8“'+... 4+~ (16)
Aby sme ziskali rieSenie v oby¢ajnom tvare, musime najst funkeiu x(n), ktora
sa rovna operatoru na pravej strane. Za vhodnych predpokladov o funkeii f,
najmi ak f je polyném, alebo racionilna funkcia, vieme to jednoducho
urobit. Ak f je raciondlna funkcia, méZeme totiz pouzit rozklad na ¢iastoéné
zlomky a vztahy odvodené v predchadzajicom paragrafe. Vo vieobecnom
pripade treba, pravda, pouzit definiciu suéinu dvoch operitorov, ktoré s
funkciami.

Uplne analogickym spésobom moZno riefit systémy linearnych diferenénych
rovnic s kon§tantnymi koeficientmi. Kedze kazdy linedrny systém mozno pre-
viest na systém diferenénych rovnic prvého radu, stadi ndm zaoberat sa tymto
systémom:

Azy + oy + o+ ¥ T = h
Az, + gty + o ey = o

Azm + xmlxl_{'— ... + (xm,mxm:fm’
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kde x;, 1, k= 1,2, ... m, si konStanty a f;, ¢« = 1, 2, ... m st dané funkcie.
Existentnd teoréma pre takyto systém hovori, Ze existuje jedno jediné rieSenie
sastavy (17), ktoré vyhovuje tymto podiatoénym podmienkam:

xl(o) = Y15 xz(o) = Y2 - xm(o) == VYm- (18)

Ak pouzijeme vztah z vety 4.1 Ax = sx — «(0), potom z (17) dostaneme:

(A +8) @ + @+ .. F w2, = + h
Xy + (xgp + 8) @y + ..+ @, = Yo f2
......................................... (19)

“wlxl + “mZxZ + R + ({x,n,m + 8) xm = ’}’m + fm'

Ked rozriesime tuto sistavu vzhladom na «z;, tym dostaneme x; ako funkciu
operatora s. Poznamenajme eSte, Ze determinant sistavy (19) nemdze byt
identicky rovny nule, lebo koeficient pri s” je v kazdom pripade rovny jednej.
Dalsi postup je zrejmy a objasnime si ho na prikladoch.

Priklad 6.1. Najdime to rieSenie diferenénej rovnice

A2 — BAx 4 6x == 0,
ktoré sphiuje podmienky:
z(0) =1, Az(0) = 0.

Poznimka 1. Keby sme dosledne pouzivali predosla symboliku, mali by
sme pisat {Az(n)} — 5{dzx(n)} + 6{x(n)} = (0}, pretoze tak prava, ako aj
fava strana rovnice s funkeie. Aby &itatel spravne pouzival operatorovy
pocet, ked diferenéna rovnica je dand v obytajnej symbolike, budeme spo-
¢iatku imyselne pouzivat uvedend symboliku. Neskorsie pri rieSeni diferenénej
rovnice pouzijeme hned operatorova syn:boliku.

Riesenie. Vzhladom na podiatoéné podmienky médme: A’zr = s2x — s
a Ax == sx — 1. Dand rovnica prejde do tvaru: 2z — s — bsx + 5 + 6x = 0.
Odtial pomocou vety 5.3 dostavame:

§— D 3 2
R T e iy T GO A P 3

Priklad 6.2. N4jdime rieSenie diferen¢nej rovnice A2z — Az — 2x = 0,
ktoré splituje podmienky: x(0) = y,; Ax(0) = y,.

Riesenie. Po tupravich vzhladom na podiatoéné podmienky méame:
sx — sx — 2 = 8y, + Y1 — y,. Odtial pomocou vety 5.3 a 5.4 mame:

2y, — 1 + 1 2y — +
. =Yo V1 "1 Yo _ “Yo — V1 Y1 T Yoq.
e s RIT s s { g A+ 3}
Priklad 6.3. N4jdime rieSenie diferenénej rovnice {z(n + 1)} — {x(n)} =

= {n}, ktoré spliiuje podmienku z(0) = 1.
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Riesenie. Ak vezmeme do ivahy podmienku, pouZijeme vetu 4.1 a urobime
Upravu, dostaneme:

{Az(n)} = {n}, Ax=mn, sx—1=n.
Odtial pomocou vety 5.3 mame toto rieSenie:
x:l+%:b+¢_@}
s s
Priklad 6.4. Najdime rieSenie diferen¢nej rovnice druhého radu
A2 — 20w 4 By = 0,
ktoré spliiuje podmienky:
2{0) =0,  Az(0) = 1.
Riedenie. Vzhladom na podiatoéné podmienky a vetu 4.1 mame:
&g — 1 — 282 + Hxr = 0.

5.5 mame:

T\

1 S\
x = I {2 (2 ;2) sin n i

Odtial ined podla $pecialneho pripadua | za vetou

Priklad 6.5. Najdime rieSenie rovnice

N — 4 4+ 132 = f,

kde

f= {71{ (3 } 727)" sin »

4

o4
o

ktoré spliiuje podiatoéné podmienky Ax(0) = x(0) = 0.
Riesenie. Vzhladom na podiatoéné podmienky dostaneme:

1
x — 4sx + 13x = ————
R
Odtial ak pouzijeme Specidlny pripad za vetou 5.5 pre v = 2, mame riesenie
v nasledujiicom tvare:
1 j I N T
T = oy =23 )2) sinn
(O S PG R 4
1

o ‘ ; n—1 o ZT]
n(‘ﬂ-) cos (n 1)4[.

Priklad 6.6. Najdime také rieSenie diferenénej rovnice
A2x — HAx 4+ 6x = 5,
ktoré splituje tieto pocdiatoéné podmienky:

Az(0) = 0,  2(0) = 1.
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Riesenie. Ked pouzijeme vetu 4.1 a pociatoéné podmienky, dostaneme
§—5 5t
2 —38) (-8 —2)

Uréime, ¢omu sa rovna

X =

— 5”
(s — 2)(s —3)°
Za tym tucéelom poditajme

P T R G BRC SR CR R CU IR Gt S S

Pocitajme este

H

(5 . (a1 —{Z ji-igi- ; {2(4)}:

(=1

— 4 hrl 4 l 5n - 4n}
2

potom

vl

':)11 " 3”
R _. — ‘ )‘ — 4 ...I._ ,‘.),_} .
(s - )(s -~ 2) 2 2
Podla zndmych viet vieme, 7Ze
§ — b
o — {3 9n _ 9
5 2~ 3 {3.3" — 2.4,

Potom hladané riesenie ma tento tvar:

l n n 7‘ul
2,2{25' — 3.4 —}—2‘3].

Poznamka 2. Ak na pravej strane diferenénej rovnice je exponenciilna
funkecia, mozno v kazdom pripade pouzit podobny obrat, aky sme robili
vyssie, pretoze sumacia vedie na konelny geometricky rad.

Priklad 6.7. Najdime riesenie tejto diferen¢nej rovnice:

Ay — BAx + Sx = 5et,
ktoré vyhovuje podmienkam:
Az(0) = 0, z(0) =
Riesenie. Podla predos§lého prikladu moéZeme ihned napisat nasledujuce:
§—5 5. et

e ne-n e ey
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Ak pouzijeme rozklad na parcidlne zlomky a vetu 5.3, dostanem rieSenie
v tomto tvare:

3et — 4 2e
x:{?)" e4w§—4ne‘l_

1
— Tet + 12§ °
Poznamka 3. Na tento tvar sa daji previest tie diferenéné rovnice, ktoré
maji na pravej strane funkciu tvaru sin an, cos an, P(n) sin an, Q(n) cos «n,

kde P(n), Q(n) st polynémy alebo exponencialne funkcie.
Priklad 6.8. Najdime rie§enie tohto systému diferenénych rovnic:

Ax =y — 2,
Ay = x + y,
Az = x + 2,

ktoré splituje podmienky x(0) = «, y(0) = f, 2(0) = », kde ~. 8, y s vopred
dané konstanty.

RieSenie. Ak pouZijeme vetu 4.1 a pociatodné podmienky. nasa stustava
diferendénych rovnic prejde do tvaru:

Odtialto mozeme vypocitat funkeie z, y. z ako funkcie operdtora s a pociatoc-
nych podmienok takto:

— ~ Y =Y ]
g =" §+)+';11) (v By B )2
PR el ANV S s W (e L
g ; s 1 (s 1

(e Ty e C Y SR ) E TN (Y PES

V predchadzajtcich prikladoch sme vzdy mali pociatoéné podmienky v bode
n = 0. Pre tento pripad je operatorovy pocet zvlast vyhodny. Ak hodnota n,,
pre ktort st dané podiatotné podmienky. je réozna od nuly, postupujente takto:
Ricdime dlohu spodiatku tak, ako by boli podiatotné podmienky dané pre
hodnotu =, == 0 a potom zavedieme vo vysledku prislusni transformaciu
m = n — n,. UkdZeme si to na nasledujacom priklade.

Priklad 6.9. Ndjdime to rieSenie difereninej rovnice:
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kde
{f(n)} = {67},

ktoré spliiuje podmienky
z(3) = Az(3) = A%x(3) = 0.

RieSenie. Spravme transforméciu » = m + 3 a polozme {z(m 4 3)} =
= {x,(m)}. NapiSme najskor rieSenie rovnice A3z, — 6A%2x, 4 11Ax;, — 62, =
= f(m + 3)ktoré vyhovuje podmienkam z,(0) = Ax,(0) = A%2x,(0) = 0. Potom
mame operatorovi rovnicu v nasledujicom tvare:

sz, — 682z, + llsz; — 6z, = {5™13}.
Odtial (pouzitim znamych viet) hladany vysledok mé tento tvar:
1 1 1
—_ |, {pmt3
“ [z(s~ ) s — 2 2s - 3)] (6"

m

. [l DoIm Qi 1 'n] — +1-7 1
— l_)_)/ ___ 3 g}_ z 4)] {5m+3} j— Zﬁmfl z >

=

) . 1 . \

Q-1 gi-l -4 1) =
+ oy f
i=1

=3 [ rm om

[5315 2 . l

= — = gm __ 4m .

12 [ 3 3 J

Aby sme nasli hladané riesenie povodnej diferenénej rovnice, musime vy-
konat transformdciu m = n — 3. Potom dostaneme:

’F’3 ] 2 -3 ]
9 9]
x(n —_ ) P — 3)1""3 J— \1.““ 3 .
woy = {5 [ = + ,
¢o je hladané riesenie.

Videli sme, Ze rviesenie (16) rovnice (15) obsahuje 3,, v = 0,1, ... n — 1,
ktoré s funkeiami koeficientov rovnice (15), podiatoénych podmienok a na-
dobddaji urc¢ité hodnoty, ak st dané uréité podiatoéné podmienky. Ak po-
¢iatoéné podmienky st vSeobecne dané, potom ., v=0,1,...n — 1 si
vicobeend konstanty.

Nasu metédu mozno pouzit na rézne krajové podmienky. ak za prislusnych
podmienok riesenie existuje.

Priklad 6.10. Najdime to riesenie diferen¢nej rovnice

; \2 : _ _ :
Mp - 6% 1Az — 62 = f, [ = {54 (20)

ktoré sphiuje tieto krajové podmienky:
1 ) 1
2(0) = 4— 1) =115, 2) = 37 .
W0) = dp, () =110, a(2) =37,
YieSenie. Za tym ucelom rieSme najskor rovnicu (20) s tymito podmienkami:
2(0) = v, Az(0) = £, A%x(0) = », kde «, #, y 1 konStanty. RieSenie rovnice 20

s tvimito podmienkami bude:

x = { ;135 + )27 4 Cya» + 034"} ,
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kde

1

S 153 Y
(/1 = 3“ — —Z—ﬁ + _2 2 ,

, 1

Co=—3x+ 46—y +5.
3 1 1

Cy=—5BFtoat5r—,

Ak chceme najst rieSenie (20), ktoré splituje krajové podmienky, musime
urdit konstanty C), C,, C; z nasledujiceho systému rovnic:

01 + Cz + C:; =4,
20, + 3C, + 40, = 11,
4C, + 9C, + 160, = 33.

RieSenim tohto systému sia: C), = 2, (, = 1, () — 1. Teda rieSenie (20) ma
tvar

Poznamka. V niektorych pripadoch sa méze stat, Ze systém rovnic pre
konstanty C,, C,, ... je nerieSitelny. Potom neexistuje riSenie pri danych
krajovych podmienkach.
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OB OITEPATOPHOM METOOE AJI51 PEIIEHNA
VPABHENUN B KOHNEYHBIX PA3BHOCTIN

HOBE® 9JUWAII

Buisoint

B paGorax [1]}u [2] naa V. Mukycunbserit HoBoe aurebpanuec koe 000CHOBAHIIC O1ICPATO -
nHoro meuncacuust. Hacrosmasn palora mokasmBaeT, UTO AHAJIONIMHLIE MCTO;l MOMKHO 110-
CTPOMTH M JUISL PCUICHUA YPABHEHMII B KOHCUYHLIX pasHocTsiX. B §-ax |--5 1avo oupesecuire
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OHCPATOPOB U aJIre0paiICCKUX OIepaIMy Hajl OHCPATODAMI M MCCJIC/I0BANLI HCKOTOPBIC MX
epoiteTBa. PesyabTaTor 9THX §-0B MCNONLAYIOTEST B §. 6 JU1s1 penicHus ypaBHCHHWiA B KOHCYHEIX
PAsHOCTSIX.

UBER EINE OPERATORENMETHODE
BEI DEN DIFFERENZENGLEICHUNGEN

JOZEF ELIAS

Zusammenfassung

In der Arbeit [1] und [2] gibt J. Mikusinski cine neue algebraische Begriindung der
Operatorenrechnung. Vorliegende Arkeit zeigt, ¢afl man eine dhnliche Operatorenmethode
fir dic Differenzengleichungen beniitzen kann. In der vorliegenden Arbeit wird cine
dihnliche Operatorenmethode fiir Differenzengleichunger: aufgebaut. In den Paragraphen
1—5 werden die Operatoren, einige algebraisch.> Operatorenverkntipfungen definiert und
oinige ihre Eigenschaften beschrieben. Die Ergebnisse dieser Paragraphen werden im
Paragraph 6 bei der Losung der Differenzenglrichungen beniizt.
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