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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 4 — 1958

VOLBA CTECIHO INTERVALU
PRI FYSIKALNICH MERENICH A JEHO VLIV
NA SPOLEHLIVOST VYSLEDKU

VACLAV SINDELAR, Praha

Vénovano prof. RNDr. Zdetiku Hordkovi k jeho 60. narozeninim

Uvod

Pti méfeni néjaké veli¢iny rozumime é&enim na stupnict uréeni polohy indi-
ka¢niho organu méficiho ptistroje (rudicky ukazatele, svételné znacky apod.)
néjakou hodnotou jeho stupnice. V dalsim pfedpokladam, Ze stupnice, jejiz
déleni bylo provedeno co nejptesnéji (pokud se tyce roztete sousednich délicich
carek, rysek), je v pristroji ustavena sprdvné. Spravnigm ustavenim stupnice
rozumim, ze libovolné poloze indikaéniho organu odpovidajici hodnota stup-
nice se vZdy shoduje s hodnotou veli¢iny, ktera vychylku indikac¢niho orgdinu
(at jiz pimo nebo nepfimo) zplsobila. Presnost éteni zavisi kromé na vlastni
osobé pozorovatele a na déleni stupnice také na geometrickém tvaru indikac-
niho orginu v tésné blizkosti stupnice (na piiklad hrotu ru¢icky. svétlé ¢irky
svételné znacky apod.).

Kvantovy charakter ¢teni na stupniei

Cteni na stupnici ma ziejmé kvantovy charakter. Za éteci kvantum, jez oviem
neni pro v8echny piistroje a stupnice stejné, mizeme pokladat nejmensi okem
spolehlivé postizitelny rozdil polohy indikaéniho organu, vyjadieny v hodno-
tach stupnice. Clecim tntervalem 1 nazyvam nejmensi dilek stupnice nebo
v pFipadé odhadovani! pti éteni jeho &ast, v jehoz celistvych nasobeich uvadime

! Piesnost éteni zavisi zejména na déleni stupnice a na tvaru indika¢niho orgdanu.
Vzhledem k tomu, Ze délici rysky stupnice maji n&jakou koneénou tloustku. je piilis
husté déleni stupnice pravé tak nevhodné, jako déleni prilis vidké. I'rotoZe okem po-
stihneme obvykle mensi rozdily polohy indika¢nino organu,nez jaka je velikost nejmensit.o
dilku stupnice, tu zpravidla pti éteni jesté odhadovanim interpolujeme hodnoty v mezich
nejmensiho dilku. Odhadovani provadime obvykle i v tom piipadé, Ze k interpolaci
nejmensiho dilku stupnice pouzivdme néjakého pomocného zatizeni, jehoZ pomocend
stupnice ma opét néjakou koneénou Sirku nejmensich dilkn.
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¢teni. V krajnim ptipadé mohl by se éteci interval shodovat se ¢tecim kvantem.

Idealem by bylo, kdyby &teci interval se shodoval se étecim kvantem a sou-
¢asné s kvantem méiené veliéiny. Pak na piiklad na stupnici néjakého coulo-
metru by muselo byt éteci kvantum pravé rovno jednomu elementarnimu
naboji. Do jisté miry je takovyto predpoklad splnén u dasticovych pocitadi.
Nutno ovSem dodat, Ze pak dteni s intervalem mensim, nez by bylo kvantum
méfené veli¢iny, by nemélo smyslu.

Velikost ¢teciho intervalu nebyva vsak rovna étecimu kvantu. Byva vétsinou
vitsi, nez by odpovidalo nejmensimu okem postiZitelnému rozdilu polohy
indika¢niho organu. Nékdy to ani neni zZidouci, jindy je to ovSem na zavadu,
jiz 1ze odstranit bud jemnéjsim ¢tenim, nebo volbou citlivéjsiho piistroje.

Vliv velikosti éteciho intervalu na vysledek méieni

Protoze nemuZeme ptihlizet k rozdilim méfené veli¢iny mensim nez ¢, je
ziejmé (oviem za diivéjsich predpokladt) foleranéni pole? étené velitiny totozné
se ¢tecim intervalem.

Kdybychom néjakou velidinu zmétili pouze jednow, bylo by étent x zatiZeno
maximalné¢ chybou -4/2. Piihlédneme-li k této chybé, mizeme hodnotu
takového Cteni oznacit x’. S hodnotou a by byla vazana vztahem

=t M

Koname-li » opakovanych méfeni téze veli¢iny, setkaime se se statistickym
rozptylem jednotlivym &teni z;. Uréeme si, jekou chybou je zatiZzeno kazdé
jednotlivé ¢teni x; v tomto pripadé. Ze viceh jednotlivych hodnot x; vypodteme
nejoptimalnéjsi hodnotu vysledku meéter i. Za takovou v jistém smyslu nej-
castéji pokladame aritmeticky pramér 4, ktery vypoéteme ze vztahu

N,
L

i
ot

A== (z

%

(&
~

Spravnéji bychom vsak méli poéitat aritnieticky pramér z jednotlivych hodnot
a; danych vztahem (1). Musime jej pak oznacit odlidné od 4, t¥eba
" " 0
>l D> (w2 D>
A =" e e A (3)

n n n -2

Oba aritmetické praméry 4 a A’ jsou vizany vztahem obdobnym (1). I zde
2 Tolerandniny polem rozumime rozdil dvon extrémnich ¢teni (tj. nejvétsiho a nej-
mentiho) pitlaselicich témuz postayeni indikadnibo orgdnu a téZe hodnotd mdérend

veliciny,
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je 8itka toleran¢niho pole (intervalu), t. j. v tomto piipadé rozdil extrémnich
hodnot aritmetického prameéru, rovna ¢tecimu intervalu

, , v i .
Amux - Amin = 2 - (_ '.')_) =t (4)

Vliv éteeiho intervalu na chybu méieni

Vypodteme si chybu jednoho méieni ze vztah odvozenych podle zakoni
statistickych. Statistické rozdéleni jednotlivych éteni predpokladejme podle
Gaussova zakona. Uréime si krajni chybu x, a to z jednoduchého vztahu?

yr\u/“_‘.
82 Ay
=1 -
A (d)
Jn(n — 1)

kde \;,,=A4 — x, (pro x; < 4) jsou kladné odchylky nékterych ¢tenyveh
hodnot. Jak je patrno z podminky uvedené v zavorce, je to rozdil aritmetického
praméru a téch ¢tenych hodnot, jez jsou mensi nez aritmeticky priamér. Pii
neptili§ malém podtu méieni je podle elementarnich zikont nahodilyeh chyb
takovych hodnot piiblizné n/2.

v ’ v

Spravnéji bychom pro chybu jednoho méfeni méli psat

~n/2

E;ZA;+

%’ - —7 s, (h)
Yn(n — 1)
kde obdobné s piedchozim A\, = A4’ — x; (pro x; < A’). Dosadime-li sem
z (1) a (3), dostaneme
, ) ¢ i i
Ay = (A + ‘2) - (Z; =+ ~)) =(d - x) + (2 + }) .

a protoze pro stanovenikrajni chyby bude nas zajimat piipad nejnepiizniveé;jsi,
nema zaporny vyraz druhého ¢lenu v zdvorce vyznam a muZeme tedy psit

A=A —x) 1= + (7)
3 Vztah (5) platici pro krajni chybu x je odvozovan z chyby pramérné 4, s niz je

vazan vztahem
% = 47,

Priamérnd chyba je definovana relaci
Ze|

n

-

Viz na priklad Zd. Hordak, Prakticka fysika, oddil 12, Praha 1954.
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Protoze jsme v obou predchozich vztazich psali A; ,, musi byt splnéna ovSem
jiz diive uvedend podminka x; < A’. Dosadme do (6) z rovnice (7) a dostaneme

~n/2 ~nfZ
SZ(A;ﬂ:'L) SZAM 87;&
1

8 Z 1 4ny 4ni

i1 == ¥ |

BT TGRS VR IO "

| ﬁ(n

Opé¢t nas bude zajimat nejvétsi hodnota x', budeme tedy z (8) v dal$im uva-
zovat pouze znaménko kladné.

Rovnici (8) byla definovana krajni chyba jednoho méfeni. Protoze je, jak

zndamo aritmeticky pramér Jn-krate ptesnéjsi nez jednotiivé méteni, bude jeho

chyba (v nasem pifpadé krajni) pn-kritc mensi, nez chyba jednoho méieni:

, P P 1n - 47
P - o O . =
j n jn  aln — 1 jn— 1
83,
Z ' i
== - - , ¢
nirn — 1 In—- | ()
kde
~{1,‘2
8> A
o= T (9)
nin — |1
Vysledek meéfeni uvadime zpravidla takto:
X = (4 +3) (v prislusnych jednotkach), (10)

v nasem piipadé, kdy uvazujeme vliv (teciho intervalu, bychom spravndji
mdli psat
X' = (A" + %) (v piishidnyeca jednotkach). (1)

Dosadme sem ze (3) a (9)

) 41 ) 47
j: :f_’ I — — X ‘_l: ( N ﬂ: : - ,:) . 12
(2 Jn — 1} 2 fn —1 (1)

Je obvyklé poditat aritmeticky prameér podle (2). Pak ale k takové vysledné
hodnoté musime pripojit pfisluSnou extrémni chybu s pfislusnym znaménkem

X = A+ (,f + % + 71 ::41:) = A 4 (13)
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Zde je »” ,,maximéalni* chyba vysledku méfeni, uvazujeme-li vliv koneénosti
¢teciho intervalu:
-~ — i(Vn—1+4+8) - ,
"=t 3-('—”—/225—2 —x+ K, (14)
2yn—1
kde

Z tohoto vzorce (14) muZzeme si odvodit kriterium hospoddrnosti éteni na
stupnici. MuZeme se podle jeho hodnoty také presvédéit, zda k vysledku
obvykle piipojovana chyba (v nasem piipadé chyba krajni) je skuteéné sprav-
nym voditkem k posouzeni jeho spolehlivosti.

Vyjdéme z ptedpokladu,? Ze nebudeme piihlizet asi ke 209, zméné krajni
chyby.

Pak muzeme poméru velidin x a K ze vztahu (14), ktery si oznaéme £.
pritknout charakter kriteria s mezni hodnotou

~n/2

16 > A,

= ! — = 5. (15)
(]/n~ 1 4 8) . ne
Bude-li v néjakém piipadé & < 5, pak byl éteci interval ¢ volen piilis veliky-.
bude-li naopak & > 5, byl éteci interval piilis maly. Pro néjaky pfipad méfeni
muzeme vhodnou velikost éteciho intervalu uréit (podle 15) ze vztahu

Eln =

SIRY

~n/2

16 > A,
i==1

—_ i —/— ¢ . l('
5n (Jn—1 4 8) 1o

.7

?

Piiklady.

Pro nazor uvedu dva ptipady.

1. U deseti¢lenné tady (n = 10) méteni (délkového) je 4 = 500, 205 mm,
¥4 = 5,225 mm, ¢ = 0,01 mm. Krajni chyba vysledku » podle (9’)

- 8.5,225
= R == l 9
X 0.3 ,39(3) mm,
a pomér
1,39(3)
=20 1761 .
5 1,85 102 76: (>§m)

% Podle K. Mader, Ausgleichrechnung (Handbuch der Physitk I1I, Berlin 1928) jsou

,,sttedni meze** primérné chyby

A=

E?e!( 0,755 51)
1+ = .
n Vn

vvvvvv
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Pfi méfeni jsme volili tedy prilis maly éteci interval (s ohledem na statisticky
rozptyl jednotlivych ¢&teni). Méli jsme volit podle (16)

~n/2

16 > A,
2 N 83,60

i =1

et = = 0,152 = 0,2 mm.
on (Jyn—1 4 8) 550

”

Vypodtéme si jesteé, jaka je hodnota x»” definovani vztahem (14)

% =%+ K = 1,39(3) + 0.001(8) = 1,41(1) mm.

Rozdil proti » je patrnd médlo podstatny. Méfeni neni tedy t¥eba opakovat
se zménénym ¢tecim intervalem. Jinak je tomu v ptipadé dalsim:
2. U deseti¢lenné fady méieni (n = 10) ¢asového je 4 = 53,70 sec, X \;, =
== 0,7 sec, © = 0,2 sec. Krajni chyba podle (9') je
- 8.0

=103 = 0.18(6) sec,

a hodnota
11
K = G 0,2 = 1,36(6) sec.

Pomér

0,18(6) ,

= 2 0,508 = 0,51
£= 3608 ~ B1(<E,),
je mensi nez mezni. Podle (16) mél byt spravné volen interval

0,7.16 1
S 203(6) —— 21— "1
i 0 0,0203(6) = 0,0 (___ wz) )

Zde je patrno, Ze zvoleny interval ¢ byl piili§ veliky pro ptesnéjsi urdeni
statisticky malo kolisajici veli¢iny.

Vypoctéme si podobné jako v piikladé precleslém podle (14) hodnotu

X = x4+ K = 0,18(6) + 0,36(6) = 0,55(2) sec.
Vidime, 7e rozdil mezi »'* a x je zde podstatny. Zatim co bychom podle bézného
zpusobu psali
X = (83,70 4 0,18(6)) sec,

mélo by spravnéji byt podle (13)

X' = (53,70 4 0,55(2)) sec.

Zavér

Kriterium &teciho intervalu (15) je sice kriterium a posteriori, muze nam
vsak velmi dobfe posloZit jako piiblizné kriterium a priori pro podobna méteni
konana pozdéji. V pripadé, Ze & > 5 jsme Cetli zbyteéné piesné, tedy ne-
hospodarné, ovSem spolehlivost vysledku jsme tim neovlivnili. Je-li naopak
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£ < 5 a zejména je-li £ % 5, musime méfeni ptislusné velidiny provést znovu,
a to se ¢tecim intervalem ¢', vypodtenym podle (6). Musime pak pripadné
volit piesnéjsi métici pristroj s jemndjsim délenim stupnice. Kdybychom
méteni jiz znovu neprovadéli, vypotteme si krajni chybu vysledku x” podle
vztahu (14) a piipojime ji k vysledku.

Tato drobnd priace ma byt malym ptispévkem k Sir§imu problému hospo-
darnosti pfi méfeni, zejména piesném, fysikalnim.

V zavéru dékuji prof. Zd. Hordkovi za cenné pripominky k tomuto nametu.
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Doglo 12, 2. 1958.
Katedra fysiky Fakuliy strojni

Ceslkého vysokého uceni technického » Proze

BHhIBOP MHTEPBAJA OTCUETA HPIH OHSHYECKIIN
NUSMEPEHNMWSIX T ETO BJUSAHWE HA HAJTERNITOCTD
PESYJIDLTATA

BATSTADL NEINH L ETA PSR

Buino, ol

“p” BCCX IIBMeCpCHHSINX OTCHCT HORABAIINL 11 HHIKAIC HJ}ML‘[)I[T(‘.II)J[()I’() Hp”()(?pil IT™CCTF
KBANTHTATBILIL Xilpi”(TO])‘ I[]ITOI)B&L?[ OTCYCTA TI0,L T\'()’I'Opl;IM Il(),'Lpilif)'M(‘Bil(‘M CAMOC MO
JICJICHUC MTKA/ILI IJIIT B C.'Iy‘lilC OHCHRKIH Ha 1IVIa3 L0 ICJICITHT HIRAJDL SIBJHTCTC ST, KAaR HpaBll. 10,
SOHIJHI/IM, YCM KBAHT OTCYCTa, I[pO,‘.lCTE]BJI}HOl[IVH«l 00010 CAMYIO MAUVTYH0, 1UTa30M CIHIC HaICATHO
HO(.'TI’IH{HM_VIO pPasHimry B ITOJOMCHUIT IHHITKATCPHOTO oprala. B crarne BLIBO,UITCST Rpit-
TCPHYM (AIOCTCPHOPH) DROMOMITUCCKOI0 BLIOOpA WATCPBAJA OTCUCTA ¢ YUCTOM CTATIHCTH
Jeceroro paccesms BUATCHITIT HiiM(‘,I)H(‘,MOI"I BCJUTUITHDL. Hillll’)()"l(‘(‘ HPITFOTiast  BCJHTUITHA
HIITCI)BEL'HI orcuera v OHPEIC TCTC ST 3/10CH CJIC, LY IOHITM BLIDUGKCHITOM !

~/(/2
16 Z Ay

U == o,

5)“1 (Vn A—Ti}- i)

ROTOpLIC 51 BJIAIOTC ST

e A;p — (HOJOMRHTC/ILHLIC)  OTKIOHCHIT TCX SHAUCIHMI  OTCUCTA,
SHAUETHTT

MCHbLILIIMK, YCM ilplrf(I)M(‘.Tl[‘l(,‘(‘N()(? CPpe/ee snavuepe, 1oJgAVUCHIoe 3 BeeX o
OTcUCTA.
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UBER DIE WAHL DES ABLESEINTERVALLES
BEI PHYSIKALISCHEN MESSUNGEN UND UBER
SEINEN EINFLUSS AUF DIE VERLASSLICHKEIT

DES RESULTATES

VACLAV SINDELAR
Zusammenfassunyg

Botallen Messungen hat die Ablesung ciner Skalaeinon reinen quantenhaften Charakter.
i Ableseintervall, d. i, das kleinste Teilchen der Sikala oder sein Bruchteil im Falle
der Abschittzung (als einer Art der Interpolation), ist in der Regel groBor als ein Ablesc-
quuintum, d. i der Kleinsto visualiseh verliBlich bagrei”barer Untersehiod der Lage cines
Indikationsorganes. In dieser Arbeit ist cin Kriterinm (a posteriori) der wirtschaftlichen
Wahl cines Ableseintervalles mit der Riicksicht auf cire Zerstreuung einzelner Werte der
vomessenen Groffe abgeleitet., Die giinstigste Grofle des Ableseintervalles ¢ ist durch die
Formel gegeben

~njZ
16 > Ay,
L

o (¥

i der Agalle (positive) Abweichungen derjenigen Ablesewerte bezeichnet, die kleiner
sind als das arithmetische Mittel aller 2 cinzelnen Ablesewerte.
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