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MATEMATICKO-FYZIK VENY CASOPIS SAV. 16, 1. 1966

¢ JEDNEJ INTERPRETACIH AFINNEJ ROVINY
NAD TELESOM TRIED ZVYSKOV MODULO p

VACLAV MEDEK, Bratislava

Budeme nvazovat o koneénej desarguesovskej afinnej rovine zostrojenej nad
telesom zvyvskov mod p, kde p je prvodislo.

Pripomenme, ze afinnd rovina je mmozina bodov s mnozinou vyznacénych
podmmuozin (priamok), pricom sa pozaduje splnenie tychto axiom:

1. Kazdymi dvema réoznymi bodmi prechadza prave jedna priamka.

2. Existujit tri body neleziace na jednej priamke.

3. Kazdym bodom 4 neleziacim na priamke a prechadza aspon jedna priamka
h. ktord nema s priamkou e ziaden spolocny bod.

4. Kazdym bodom 4 prechadza najviac jedna priamka, ktorda nema s priam-
kou @ Ziaden spoloény bod.

1. Jednoduchtt interpreticin afinnej roviny nad telesom zvyskov mod p
(p prvocislo) nijdeme pomocou rotacénej valcovej plochy @, ktort rozrezeme
roznymi rovinami ‘x (¢ == 0, ..., p —- 1) kolmymi na os o plochy @ v kruzni-
ciach 7k, pricom nech susedné roviny “la, o (2 = 1, ..., p — 1) maji od scba
rovnaké vzdialenosti. Vpisme teraz do kruznice 0k pravidelny p-uholnik
00, .... 9%(p-—-1)a kazdym vrcholom tohto p-uholnika zostrojme tvoriacu priam-
ku plochy @. Tieto tvoriace priamky pretinaji kruznice ‘& v bodoch i (2, j -

0. ....p - - 1). Tym dostavame p? bodov i, kde index i reprezentuje kruzni-
cu 'k a ¢islo j tvoriacu priamku prechddzajicu bodom 94; prieseénikom kruznice
ks priamkou 9 je potom bod .

Mnozina bodov /) tvori afinni rovinu, ak priamkami budd tieto jej pod-
mnoziny:

a) Podmnoziny vietkveh bodov ij vzdy s pevaym indexom 7 (tieto body
lezia na kruznici &).

b) Podmuoziny vietkyceh hodov 7j vzdy s pevanym éislom j (tieto body lezia
na jednej tvoriacej priamke).

¢} Podmnoziny vsetkych bodov 4 leziacich vidy na kladne orientovanej
skrutkovici plochy @ takej, Ze pretina kazda kruznicu & v niektorom bode 7j.

Preverime platnost axiom 1. -+ pre takito afinni rovinu.
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1. Axiéma je zrejme spravna pre kazdé dva rozne body i s rovnakym inde-
xom 7, resp. s rovnakym éislom j. Tieto dva pripady teda v dalsom vylacime.

Zostrojme teraz vietky priamky typu ¢) prechidzajice bodom 0. Bud to
podmnoziny bodov 7j leziacich na skrutkoviciach kladnej orientacie prechadza-
jucich bodmi 1y (j = 1, ..., p - 1). Z vlastnosti skrutkovice ihned vyplyva, ze
kazda z takto zostrojenyeh skrutkovie pretina kazda kraznicu 2 v niektorom
bode 7j. Treba ukdzat, Ze pre dva Tubovolné body 4, )" takeito podmnoziny
plati 4 - 4', j - j. Spravnost @ ¢ i viplyva z toho, ze Ziadna skrutkoviea
nemoéze prechadzat dvoma bodmi tej istej kruznice . Aby sme ukazali. ze
plati aj j - j’, uvazujme o skrutkovici prechadzajicej bodmi 00 a 1 (j o),
Tato skrutkoviea pretina kruznicu i v bode () (i = 0, ... p - 1). Predpo-
kladajme, ze pre ¢« @/ plati¢f = 'y, Zrovnice i) - ) vyplyva i - ' (pretoze
J o0, o viak je spor. Ty sme ukazali. ze skrutkovica prechadzajiuca bodmi
00, 1y neobsahuje ziadne dva body lezinee na tej istej tvoriacej priamke plochy
&. Ukézeme eSte. ze pre j /j (j 40, ) /7 0) skratkovice prechadzajice
bodmi 90, 1j a 00. 1" nemajit okrem bodu 00 ziaden iny spoloény bod atinnej
1'<_)vi11y. Skutoéne. taky bod by mohol lezat iba na nicktorej z kruznic 7%
(¢ =2, ..., p— Iyamuselo by o lom platit ¢j == ¢j’. Z rovnice {j = {" vyplyva
J =" (pretoze v/ 0), ¢o je spor. Bodmi %0 a i (0 = 0, -+ 0) prechadza teda
jedind priamka typu c).

Vietky priamky typu ¢) dostaneme z priamok typu ¢) prechadzajicich
bodom °0 ototenim plochy @ okolo jej osi o o niektory 2z uhlov 247 p
(B =1, .., p—1).

Majme teraz dva rozne body &, ©j', kde ¢ - ', j + j'. Nech ( << i"aj <
body Y0, ¢ =0(j" — J) maju ta ista vzajomnua polohu, pokial ide o konstrukeiu
priamok typu ¢), ako body .7}’ Pretoze ale bodmi 00, ¢ (5" — j) prechadza
prave J(*(lua priamka typu ¢). prechddza prave jedna priamka typu ¢) aj
bodmi %, 7). Dékaz tohto tvrdenia by prebichal ml\ isto aj pre < e gn
P>,y <jlie>i, >

Tri body, ktoré nelezia na jednej priamke st napr. 00, 01, U,

3. Spravnost tejto axiomy je zrejma pre priamky typu a) a b). Nech teda
priamka a je typu ¢) a nech bod 4
tujuca priamku a pretina kruznicu ‘& v hode i’, kde j # j’. Ak otoc¢ime plochu
& okolo osi o tak, aby bod i}’ sa otodil do bodu ij, otoéi sa skrutkovica ¢s do
skrutkovice ©'s, ktora reprezentuje hladant priamku ¢’ bodom A.

4. Spravnost tejto axiémy je zrejma pre priamky typu a) a b).

Uvazujme najprv o takychto dvoch priamkach typu c): Priamka « nech je
reprezentovand skrutkovicou bodmi 00, 1j (tvoria ju body i(j)) a priamka b
nech je reprezentovand skrutkovicou bodmi %m. 15 (tvoria ju body {i()’ -
— m) -+ m]). Pytajme sa, za akych podmienok sa priamky «, b pretnd. To
nastane vtedy, ak existuje také 4, ze §j == i(j’ — m) + m. Gzei(j — j — w) =

1 na nej nelezi. Skrutkovica “s reprezen-
'J na nej nelezi. S
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. Ak e — 0. potom rovuica () J) = 0 ma alebo jediné ricsenie
i = 0pre - 4, alebo jej vyhovuje kazdé ¢ pre j° = ). Z toho vyplyva zndmy
takt. ze dve skrutkovice prechiadzajace bodom 00 alebo splyvaju, alebo maja
jediny spolo¢ny bod 90. Ak m / 0, md rovnica i(j" — j — m) - - m riedenie
len v tom pripade, ak j* — 5 —m 7/ 0 a to jediné: ¢ = —m(j" — j - m) 4
ak j* — j -t novovoica nemd riesenic. 7 toho vyplyva. Ze bodom Um prechadza
jedind priamka «', ktord nemé s priamkou @ ziaden spoloény bod. Pritom skrut-
kovice veprezentujice priamky a. @’ vznikn jedna z druhej otocenim o uhol
2mza p okolo osi 0. V kazdom inom pripade maji obidve priamky spolocény
jediny bod 1w im0 - - m) .

Predpokladajme teraz, ze bodom | prechdadzaji dve priamky b, ¢, ktoré
nemaji ziaden spoloény bod s priamkou «. Otoéme plochu @ okolo osi o tak,
aby priamka « sa otoéila do priamky «' prechadzajiacej bodom ©0; bod A nech
sa pritom oto¢i do bodu A" Nech teda existujit dve priamky &', ¢ bodom A’
ktoré nemaji s priamkou « ziaden spoloény bod. Potom ale skrutkovice
reprezentujice priamky o', ¢ musia vzniknat zo skrutkovice reprezentujicej
priamku ¢’ otodenim okolo osi 0. Takéto dve skrutkovice mozu mat oviem
spolo¢ny bod afinnej roviny len vtedy, ak splynd, ¢ize musia splynat aj
priamky 0’. ¢ a teda aj priamky b, c.

2. 'Tato interpretaciu mozno dostat aj inym sposobom: V kazdej desarguesov-
skej kone¢nej afinnej rovine je mozné zaviest saradnice ako usporiadané
dvojice prvkov z prislusného telesa. Potom priamky st podmnoziny obsahujtce
vietky body. ktoré spinaji rovnicu ax - by + ¢ == 0, kde aspoii jedno z &isel
. b je rozne od nuly. Nech € je mnozina vietkych bodov realnej euklidovskej
roviny s celod¢iselnymi stiradvicami. Model afinnej roviny nad teleson tried
zvyikov mod p, kde p je prvodislo. zostrojime takto: Na mnozine ¥ zavedieme
relaciu ekvivalencie ¢ podla predpisu (w1, y1) = (¥2, y2) <+ x1 = 2 (mod
P). i1 = y2 (mod p). Nech b je mnozina vsetkych bodov s celoé¢iselnymi stirad-
nicami na tych priamkach realnej euklidovskej roviny, ktoré alebo spajaja
dva body s tou istou y-ovou siradnicou, alebo dva body s y-ovymi stradnicami
lisiacimi sa o jednotku. Potom triedy ekvivalencie {/e, /e moZno interpreto-
vat ako body a priamky afinnej roviny izomorfnej s afinnou rovinou nad
telesom tried zvyskov modulo p. Ak teraz navinieme redlnu euklidovskid
rovnicu narota¢nu valcovi plochu vhodného polomeru, dostaneme interpreta-

ciu popisant v 1.
Doslo 19. 1. 1965. Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie
Stavebnej fakulty

Slovenskej vysokej skoly technickej,
Bratislava
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ON AN INTERPRETATION OF THIE FINITE AFFINE PLANE
OVER THE FLIELD OF RESIDUE CLASSES MODULO »

Vielav Medek
Summary

The model of the finite affine plane is a set of points on a evhndrical sarface of revelin.
tion: the lines are subgsets on the geodesies of this surface.
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