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M A T L M A T I C K O - I Y Z I K A L X Y Č A S O P I S SAY. 10. 1. l.M.ti 

К ТЕОРИИ ВЕКТОРНЫХ МЕР II 

liroiM> K.ÍYHAHVK (KiOK KLKYANKK), 1V«nimu«-

Н е д а в н о оылы опубликованы (см. [ I, 2 \) некоторые теоремы о возможнос­

ти р а с ш и р е н и я меры со значениями в линейном л о к а л ь н о выпуклом 

пространство А ив кольца множеств па порожденное им гЬкольцо. о п а ч е н п н 

такого ра(лпирения берутся иногда ив пространства Л * * (второе сопря­

женное пространство к проетранету А) п ото расширение яв.тяется гт-аддп-

тивным только в слабой* топологии пространства Л'** (порожденной 

пространством Л * ) . В зтой статье мы обратим внимание на некоторые 

у с л о в и я д л я того, чтобы значения расширенной .моры п р и н а д л е ж а л и 

пространству N и, в следствии того, чтобы ата мера была о-аддитпыюй 

и походной топологии пространства Л . 

Используем понятия и обозначения общей теории меры из [ о | . И теории 

векторной меры продолжаем пользоваться обозначениями из [ч]. 

Пусть Л линейное топологическое л о к а л ь н о выпуклое пространство 

и V* (топологическое) сопряженное пространство к X, г. е. пространство 

непрерывных линейных форм на X . 

Напомним, что ф у н к ц и я // на кольце Я множеств со значениями в Л' 

называется (сильной) векторной мерой (на Я со значениями в А), если она 

(Т-аддитивна относительно сходимости в N. Ф у н к ц и я //. определенная 

на к о л ь ц е Я, со значениями в N называется слабой мерой, если для всякого 

.г* е Л * , ф у н к ц и я .г*о// (т. е. .г*о//.(/.") -- .г* (/*(Е)) д.тя всех /: ё- Я) гг-адди-

тпвна. 

Пусть теперь Я некоторое кольцо множеств и пусть Т порожденное 

им (5-кольцо (кольцо замкнутое относительно счетных пересечений, 

и 5 —- порожденное им о--кольцо. 

Пусть р —- слабая мера па Я со значениями в А". 

Теорема. А. ,1юбос из следующих условии и ) , (п), (ш) необхо<1пмо 

и достаточно для сущ.естсовапич векторио1< меры р на Т со значениями из А, 

для. которой {п(Е) --- {и(Е) для Е ь Я. 

(1) Лели \Еп} -- невозрастающая последовательность мно.песете из Я. 
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то последовательность {р(Еп)} слабо сходится к некоторому элементу 
пространства X. 

(и) Если [Еп\ — неубывающая последовательность множеств из Я 
/' если имеется Е е К такое, что Еп с= 1\ и -- 1,2 то последователь­
ность {н(Еп)} слабо сходится в X. 

(\и) Если {Еп} — последовательность непересекающихся множеств из 
Я, для которой имеется Е е Я такое, что Еп с= Е для п — 1, 2, . . . , то 
ряд ^ ° ! р(Еп) слабо сходится в X. 

I). Каждое из следующих условий (IV), (V) — необходимо и достаточно 
<)ля того, чтобы на 5 существовала векторная мера р со значениями из X 
такая, что п(Е) —- р(Е) для Е е К . 

(IV) Для всякой неубывающей последовательности {Еп} множеств из Я, 
последовательность {р(Е)Ь)} слабо сходится в X. 

(х) Для всякой последовательности {Еп] непересекающихся множеств 
из Я, ряд ^ , р(Еп) слабо сходится в X. 

Не трудно убедиться в том, что приведенные условия (1), (и), (111) равно­
сильны и что условия (п ) и (у) тоже равносильны. 

()бо:шачим через Я т , Я';, Яд систему всех множеств Е выражаемых в форме 
/:' )пппЕп, где {Еп} некоторая последовательность множеств на Я, 
которая не убывает, или не убывает и имеется Е е Е такое, что Еп <= Е, 
пли не возрастает соответственно. 

Обратим внимание на то, что условие (1) является необходимым для 
существования векторной меры р. Точнее говоря, оно необходимо даже 
для того, чтобы па Я<> существовала функция, которая представляла бы 
расширение и п. одновременно, частичную функцию некоторой векторной 
меры // па Т. Аналогичная ситуация имеет место для условий (и) и (111) 
относительно системы Я'_ и для условий (IV) и (у) относительно Ягт. 

Теорема утверждает, что если нам удастся расширить слабую меру р 
на систему Я(> пли Яа, то уже можем расширить ее на целое (5-кольцо Т. 
Аналогично, если возможно расширить р на Я<-, то возможно ее расширить 
на целое 5. >)тп расширения будут тогда не только слабымы, но тоже сильны 
ми векторными мерами. 

Лемма I. /> условиях (\), (и), (111), (пг), (у) можно заменить слабую 
с.п)()имость сходимостью относительно исходной топологии пространства 
X и если любое из них выполнено, то и является сильной векторной мерой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании равносильности условий (1), (и), 
(111) и условий (IV), (У) можем считать, что имеет место (111), пли (у). Очевид­
но, что ряд ^ , /((Ец), где {Еп} последовательность множеств из условия 

(ш) пли (\), слабо совершенно сходится (по подпоследовательностям). 
-!> силу леммы Орлпча-Петтпса для локально выпуклых пространств 



(см. [ 4 | . Тоорома 1.1 ( ')) атот ряд с х о д и т с я к походном тонн, ю г п п п р о е т р а н -

етиа Л . На итого очевидно в ы т е к а ю т кое утнер'.кдония ю м м ы . 

• !омма 2. Ее./и X -- пространство Еинахи, то /испрсми < нриссО.ипч!. 

Д о к а н а т о м ь е т к о . Л . 11еооходпмоетк у с . ю ш ш мы \дко у е т а н ' н . и . ш . 

Т е п е р ь д о к а ж е м , что у с л о в и я (]'), (11), ( ш ) достаточны дни еущеетное.анин 

в е к т о р н о й меры // на Т еовначенпн.мм \\ X. сош1адающе["1 о // па Я. На 

о с н о в а н и и .коммы I оудом но, мдюкатьея атимп х с . ю к п п м п к у е и . п ч н ю й 

форме, а и м е н н о , к атпх уе.ювпи.х о\дем ирч1 дю, чагать ем »димогть »>тно-

еитольно нормы мроетрапотва А . 

I . Имеем (чип \\ч*(<*)\\ : <1 с- /:\ а о Я» ; / дня всех /:' Я. 

Продио. ю ж п м , что ато но к о р н и . П у с т ь Е\ '!с11еае МПО'.К'ОеТКо. чм> 

* п р {'1р(ау\ : а с= /;, ,; а ( Я\ х . П р е д п о . к к к п м , что у ж е п о о т р о г ц п 

мпо;коетво Е„ , // 2. о, . . . . дня к о т о р о г о п ( / ; д // и дп» ; //(//} : а 

ее Е,^ а е Я| X . ПОТОМ сущО'ДВуСТ Е : Е ,, ТаК'ОО. Ч'''о /:(/Д 

I | \_и(Еп)'\ ( )оо:шачпм Е,,. \ то па мпожеетв Е. /:',. Е. дня к е а м е г и 

*Пр !7//((/)\ :(г '-' Е„ 1, а е Я| г/ . 1>С.10ДеТ1ДЮ Н ера Не! п т од //( /:",,, 

Е) ' \и(Е): !!(/:Д ! имеем ///:',/• I) ' д < I . Но и н д у к ц и и построена 

пеноараетндощая нос, юдокнто, п а ю е т к \Е,,\ м н о ж е с т в па Р т а к а я , ч го 

''н(Е„)[\ п дня ч 2, ,4, . . . Т а к к а к не еущоетпует ироде.! Уип,, //( /:',,'). 

у е . ю н н е (\) не и моет место. 

П . По I . чис, юная мера л :; // имеет д. ш вео\ ,>":' Л' : ме щ е ч п у ! " он рпа мин • 

па Я. По пчкеетным тоореиам теории моры ч о ж ' м ее "• {\Ц)Л\\и{\{^ ;);нчпп рн * и 

на вое Л - к о н к ц о 7", даж'е на некоторое е-ко. и I H П H o K o e Ч ť M T . ÍK 

к о т о р о м она етанет ионном' оооощеннон мерой (ее о о . г н т ч определения 

с о д е р ж и т подмножества к с я к о г о множеетвч в а р и а ц и и н у . н . ) . < ю о н п н ч н и 

эго раеншренпе черна , г * д ! и аначоимо вариации меры , г " и на мн< д;о< | н. /. 

4 ( ^ ) 0 : } / ' ( . г * . - / / , / : ) . 

П о , ю ж п м /(/:') :шр г(х': ,и, /:') дня Е с Т. где верхней г ц н н к ощед,а> 

Д Н Я Вее.Х , Г * е Л : | \ Д Л Я К о Т О Ц К Х Х': I . 

Имеем ;//(/;) , •• /(/ ; ) \ «мр ; и(<1) : <1 Е. Е ( Я; дни /; Я. 

Д а л е е , оелп Е{) с Ц , Е„,, /; , с- Т. ;/ О. I и» ;.(/;„) ^ 

/(/;д. 
1^е.ш {/:'/;,! но{.оар»аетак>;мая ное:1(>доиат(Мыюет1> мпо',!ач'|'н гд Я и \\\\\„Е , 

С} , то Пик; / ( / ; „ ) 0. 

Д о к ч к к е м мое. |ед|М4е утнор'Я^нчше. Мкчккеетчн //./ 1\,, I \ 1 , но пере-

е ( Ч Д П О Т е Я И / ^ ^ ) " ^ Е; . 1> ( 4 1 . I V у о . Ю К П Я (||3), |)НД ^ ч

 ; #/ и((1;'\ е Х о . Ш Г е , . ; 

д.1Н .нооых лню/кчч'тк г/г сг: Е% 7 '// г- Я. Па итого шлчтчч'ает (ом. н а п р . | о \ 

( ') . { е м м а ( )|>. ш ч а - 1 м ' г т н е а д н я . ю н а . п>по в ы п \ч,-. п,| ч и р о с г р а щ т а р а в п о е и . и .па ч^-мрс ч|-

I п ч [ I |. -Дтч т е о р е м а до|;а..>;ша д р у г и м п у т е м , ч е м т е о р е м а |.| п.; | ', | и , ц и - ш д п м е е , 

т и а м и с ш п ) о т с т а т в и | \\. 
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Дсмма 1.1), что * н р Д Д д ;/ //((//);! : (Д а: /Д, /Д е Я] и.) для ,/ - / . 

Но но трудно установить, что {//((/) : <! с-_ Е„,, <! е. Я) -.^д'Д /'Дч) : 

(// .-•Г,-, (// 0: Я, / . /., //. | | , . . . ; а тогда ?(Е„) Д \ *нр Д//ДД . : <! 

, /•;„, г; с- я ) - о. 
I I I . П у с т к \Е„\ м о н о т о н н а я последовательность м н о ж е с т в ил Я, 

п у с т к имеется Е а Я т а к о е , что /Д. с_ Е для //• --- 1 , 2 , . . . и н у с т к Е 

\\т„ Еп. П о л о ж и м и\(Е) ----- Пил,, / / ( / . „ ) . По (1), соотв. (и) !м(1Д опреде-

. к ч ю для в< е.\ Е с: Я,т и Яг>. З н а ч е н и е /(\(Е) лависит т о л ь к о от множества /] 

а не от поеледова г е л к н о с т п {К,,.} п о т о м у , что . г * (//](7Д) П т „ г * (/НЕ,,)) 

г * 0 / / ( / Д и ./*<//(/Д определено м ж г ж е е т к о м Е о д н о з н а ч н о . 

Д е г к о видотк, что /ц(Е)\\ • ~ л(/Д : \ л ш { Д м Д / Д : '/ ~ /Д <! (- Я.'[ 
7. >.лр ! //(//) : // ее /Д (/ е Я} для Е ( Я т . 

I V . К е . ш Е ( Я|( и Е П т „ / Д д л я н е к о т о р о й п о у о ы к а ю щ о н после,н> 

вателкности ! / Д | м н о ж е с т в нл Я, то для ; 1 . г Д I имеем /•(./•*..//, /Д 

*нр,. ''(./•*=//, /;,,) * п р „ к н р ,,... . , /'(./•*.>//, /Д) к и р „ л ( / Д ) , о т к у д а 

Л1/Д ч п , ) „ л(/.,.). О о р а т п о е неравенство о ч е в и д н о . Том самым мы имеем 

/.(/.') 11т,, л(/Д) к и р „ л ( / Д ) . 

\\л с к а л а н и о г о следует, что для Е с Я и для <(- > О с у щ е с т в у е т /<т < Я 

т а к о е , ч т о / ' <-- /; и л( /; /Д ••-" ,<-• и, вследствие а т о г о , т о ж е л(7Д Я ( / Д - /-

и /м(/Д Д / Д - \. 

V. Коли \Е„\ певолраетаюн.ан последовательность м н о ж е с т в пл Я, 

и е м п 1!:н„ / ; „ ( , то Н т „ /.(/>'..) ( )-

1)!»|Г.сром н р о и л к о л к н о 1-- ; 0 и для к а ж д о г о // найдем /Д, с Я т а к , чтооы 

Е„ Е„. и ?(Е„ /Д) -. 2 "V. П о л о ж и м <!п V!'/ | ^/• М н о ж е с т в а <!,, 

п р и н а д л е ж а т Я, ооралуют неволраетаюшд ю последовате. ткное т к и 1нн„ <!„ 

( . П(» И \\т„ ?.((!„) -.. 0. Далее Д ( / Д ) ?(<!„)• - . л(/Д, (!„) - ^/ ' , 

л(/Д /Д) - «'. Следует, П т ;-т1р„./.(/.„) <-. Пл-ла ироилво, и,ности \ • (>, 

имеем 1 т . „ /.(/.„) 0. 

\' 1. К о л и ! / Д ] неволраетающлн последовате, п.нооть М11о;к'отк \\:\ 

Я' н 1нн„ /;., с . Е г Я' ;, то П т „ / ( / . „ ) л(/Д. 

Д о н е т г . п т е л к н о , имеем /; 1нн„. Е„ для н е к о т о р о й н с у о к т а н и ц о й и о е . к -

дова г<\ 1К1ЮСТИ \Еп) мно'я^ч'тк пл Я. По. ксгкчш <!,, /_„ • Е,,.. Оч(ЧП1Д1т, 

! ^ ' Д шч^олрастающая нос/н-докателкностк мнонач*тв п;> Я/ и \\т„<!„ 

( . По V Гнп„ ?{<!„) 0. 'Гак к а к /.'„ и (,л <•- Е„., пли А(/Д,) - ?.((!„) ' 

?(Еп). по 1\ т лак\ ночаем, что л(/Д П т „ ?(Еп) ' Пш„. л ( / . „ ) . 

\ П . Определим Т] как* ( ч к г о м у в<ч\\ м п о ж е с т к /Дгакчкх, что д л я ка^гкдоги 

О шй'ыутея \Ш()'аач-Т1>а .1 е Я Л и /> < Я'п т а к и е , что .1 ст. Е с~ /> и 

/ ( / / .1) - : г. 

( ) ч ( ч ш д п о , Я с: Т1 . Не т р у д н о так",ке дока.лать, что Т\ - к о л ь ц о . Д о к а ­

ж е м , что Т| Л-ко. 1КЦО. 
П у с т к ; / ; „ ) — ноуо1>пзаю1цая иоо.то;к)ват(\1Ы10сгк мноячостк ил Т] и п у с т к 
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Е с Я множество такое, что Еп <= Е для п =-- 1,2, ... П о к а ж е м , что Е -

1)*\} Еп п])пнадлежит Т\. Выберем «- > 0 п р о и з в о л ь н о . Пусть Л,ь с- Я> 

и В'п е Я(Т, Лп с= Я л с= В'п и /(/?,', — Л„) < 2 - ^ . Е с л и Вп ^Е п />>,',, 

то т а к ж е будет Я,, еЯ'7,Еи а ВипЛ(Вп-—Лп) <2~пе. Если 7У и ; ; , /> м , 

го IV е Яа. Д а л е е , имеем /?„. Л / г е Я(7 и /) ---= ^ 1 (Вп Л п) с Я 

и Х(1)) < г. Если обозначим Сп — В \У\ . Л ; , то будет Г,, ^ Я 7 и 

1пп/г. Сп с~ /Л Но V I имеем 1пп„, л(Сн) < Я(/>) < /\ Найдется /// такое, 

что _Я(С/Й) < <<-•. Положим Л = и;" ^ 4 - . Будет Л е Я с Ь Л <= Е <= И 

и /(7)" Л) < *•. З н а ч и т , А1 б Т1 . 

И;з доказанного вытекает, что Т\ д-кольцо содержащее Я. Следова­

т е л ь н о , Т <= Т\. 

V I I I . Д л я Е е Т^ построим множества Лп е Яб и Вп ь Я. гак, чтобы 

Ап с= А с= # / г и А(/?п Л„,) < '/г""1 для'/г -- 1,2, . . . И;з полноты простран­

ства А' вытекает, что существует точно один элемент р(Е) е А, принадле­

ж а щ и й з а м ы к а н и я м всех множеств [а\(0) : Лп с= (7 <= /?,, , (г е Я,.}. 

Но по определению //(/?) и но известным свойствам числовых мер, мы 

имеем х*(р(Е)) -- :с*0и(Е) д л я всех х* ё А * . Лто одновременно показы­

вает, что /((Е) однозначно определяется множеством Е (не зависит от час­

тичного выбора множеств Л / м Вп) и что р, с л а б а я мера на Т\ . Т а к к а к 

Т\ ^-кольцо, из леммы Орлича-Петтиса вытекает, что она, в самом 

доле, я в л я е т с я сильной векторной мерой. 

Тем самым доказана часть Л теоремы в случае, когда Л пространство 

П а п а х а . 

И. ')та часть леммы доказывается почти буквально к а к часть Л, только 

в п у н к т а х I I I и V I I не приходится говорить о множестве Е ь Я из-за 

более простой формулировки условий (п г) и (\") в сравнении с условиями 

( И ) И ( 1 1 1 ) . 

Тем доказательство леммы завершено. 

Систему множеств /VI называем Я-мопотонной, если она содержит предел 

к а ж д о й монотонной последовательности {Еп} множеств из УИ. к которой 

существует Е е Я такое, что Еп, <= Е д л я п -- 1,2, . . . 

Подобным образом как теорема 2, § (> из |,Ч] доказывается следующая 

лемма. 

Лемма 3. Если Я кольцо, Т порожденное им (Ь-кольио и /VI мини­

мальная Я-мопошонная система, содерж*аща.ч Я, то Т /И. 

Д о к а з а т е л ь с т в о георемы можно теперь провести точно гак ж е , как 

доказательство теоремы 4.2 из [4]. Но в этом доказательстве вместо теоремы 

-4.1 из [4] используем лемму 2 и, в части Л, вместо теоремы 2, § о' из [.*>] 

применим лемму 3. 

Из приведенной теоремы легко вывести следующие следствия. 
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(Людгпше 1. Если для каждого Е е Я, множество {р(0) : (I сп Е, О е Я} 
от носимслыю слило секвенциально компактно о Л, то слабую меру р 
сссмш молено расширить на нскшорну/о меру определенную на <)-кольце 
со .точениями припадлежан\ими X. 

(\'Н\д(*Т1ше 2. Если множество {р{Е) : Е с- Я] относительно слабо сек-
ссниршлыт компактно в Л', то р можно расширить на векторную меру 
определенную на о-кольце во значениями в Л. 

(Ледгпше 3. .Если. Оля всех г* е Л* числовая мера :г*о/! имеет конечную 

вартшию и X пространство слабо секвенциально полно, то слабую 

меру и молено расширишь нсь д-кольцо и значения лного расти рения, будут 
принадлежать X. 

(Ледгпше V Если вариация каждоИ меры г*о//, г* е Л*, ограничена на 
Я и X пространство слабо секвенциально полно, то р молено расширить 
на векторную меру на о-кольце со значениями в X. 

Си'дгпше 5. Если для всех .г* е Л* мера, хор имеет конечную вариацию, 

далее, если множество {и(Е) : К е Я} ограничено о X и X слабо секвенциально 

/тлное, то и молено расширить на. а-кольцо не выходя из X. 
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