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MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK IX ¢isLo 2

Z TEORIE KONECNYCH GRAFOV
S LINEARNYM FAKTOROM 1

ANTON KOTZIG, Bratislava

Uvod

Specialnu triedu grafov (v celej praci pod grafom budeme vZdy rozumiet
konedny graf) tvoria grafy, v ktorych existuji linearne faktory (podgrafu I
grafu G sa hovori linearny faktor, alebo tieZ faktor prvého stupna, ak L obsa-
huje vSetky uzly z G a lubovolny uzol grafu @ je incidentny prave s jednou
hranou grafu L). Problematike linedrnych faktorov grafu venovalo sa v litera-
tire nemalo pozornosti. To presvedéivo hovori o ddlezitosti postavenia, ktoré
tato problematika v tedrii grafov zaujima. Pozornost sa ststredila najmé na
otazku existencie linedrneho faktora v pravidelnom grafe (graf sa nazyva
pravidelnym grafom n-tého stupna, ak kazdy jeho uzol je'incidentny prave
s n hranami grafu).

Priamo z definicie linearneho faktora vyplyva, Ze pravidelny graf prvého
stupnia obsahuje linearny faktor (linedrnym faktorom je tu graf sim). Velmi
jednoduchou sa problematika javi v pravidelnom grafe druhého stupna. Je
zname, Zze v pravidelnom grafe druhého stupia existuje linedrny faktor prave
vtedy, ked kazdé z jeho komponent (komponentou je tu vidy kruznica) obsa-
huje parny pocet hran (resp. uzlov). Déleziti vetu pre pravidelné grafy tretieho
stupna odvodil Petersen v [1], ktory dokazal, ze v takom lubovolnom pravi-
delnom grafe tretieho stupna, ktory neobsahuje most (pod mostom rozumie sa
hrana, ktora nepatri do Zziadnej kruznice grafu), existuje linearny faktor.
Nutnu a postacujicu podmienku pre existenciu linearneho faktora v pravidel-
nom grafe tretieho stupna (neobmedzujtc sa pritom len na grafy bez mostov,
ako je to u Petersena) odvodil som v svojej praci [2], kde som dokazal toto:
v Iubovolnom pravidelnom grafe tretiecho stupna G existuje linearny faktor
prave vtedy, ked v ¢ existuje taky Listingov systém otvorenych tahov, Ze
kazdy jeho tah obsahuje prave tri hrany a v dalSej praci [3] som dokazal, Ze
v predoslej vete mozno dokonca slova ,,prave tri hrany‘ nahradit slovamj
,,heparny podéet hran‘ (systém & otvorenych tahov grafu G' nazyvame Listingo-
vym systémom, ak kazdd hrana grafu @ je hranou prave jednoho tahu € ©
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a pocet tahov systému ¢ini polovicu z poétu tych uzlov grafu, ktoré st uzlami
neparneho stupna v grafe (7; je zname, 7e v kazdom pravidelnom grafe nepar-
ncho stupnia existuje Listingov systém otvorenych tahov).

Poznatky o pravidelnych grafoch vyssicho stupna, pokial ide o ich linedarne
faktory, st zatial velmi skromné. O pravidelnom grate neparneho stupna
je napr. zname este toto: ak v istom pravidelnom grafe neparneho stupna @
existuje linedrny faktor L a ¢ obsahuje most, potom L obsahuje vSetky mosty
grafu (¢ (pozrvi Konig [4], str. 195). O linearnych faktoroch v pravidelnych
grafoch parncho stupna (vyssicho nez druhého) sa nevie takmer nié. V prici |5]
som dokdazal. ze pre Tubovolné prirodzené n > 3 existuje stvisly pravidelny
graf n-t¢ho stupna (dokonca rodu nula -~ ako z konstrukeie tam opisanej
vyplyva) s parnym poc¢tom uzlov. ktory neobsahuje ziadny most a necxistuje
v nom linedrny faktor.

Trochu indd sa viek veel meju. pokial ide o §pecidlne pravidelné grafy,

71), ze lTubovolny parny pravidelny
graf n-tého stupna da sa rozlozit na n linedrnych faktorov (parny graf je graf,

Je napr. zname (pozri Konig [4]. str. |

Ktory neobsahuje kruinicu s nepdrnym poc¢tom hran). Alebo je zname, Ze
fubovolny kompletny graf s parnym podtom uzlov dé sa rozlozit na linearne
faktory (kompletny graf je graf. v ktorom fubovolné dva uzly st spojené prave
jednou hranomn). Istym skromnym prispevkom v uvazovanom simere moziu
byt aj poznatky o Specidalnych grafoch Stvrtého stupna (o tzv. @-grafoch),
ktoré som odvodil v praci [6]. To s v hrubych obrysoch zndme poznatky
o linedrnych faktoroch v pravidelnyeh grafoch.

Otdzku existencie linearncho faktora vo vSeobecenejsich grafoch (bez toho,
ze by sa obmedzoval len na pravidelné grafy, ba dokonca na grafy konedéné)
skimal Kaluza v [7]. Kaluza kon§truuje zlozitejsie grafy z grafov jednoduch-
sieh, vyvchédzajice 7z grafu () — ktory je cestou s neparnym podétom hran —
pomocou dvoch operdcii: (A) napojenim novej parnej cesty na uzol grafu;
(B) spojenim dvoch uzlov grafu novou neparnou cestou. Pod parnou, resp.
neparnou cestou rozumie cestu s parnym, resp. neparnym pocétom hran;
napojenie cesty (' na uzol w istého grafu ¢; (aby tak vznikol isty graf &; ;)
ponima tak, 7e jeden koncovy uzol cesty (' (ktord nema s grafom @, ziadny
prvok spolo¢ny) splynie s uzlom u; spojenie uzlov w == vgrafu (; novou cestou ¢
chépe tak, 7e jeden koncovy uzol cesty €’ splynie s uzlom w, druhy splynie
s uzlom ». Dokazuje toto: v I'ubovolnom grafe (¢ existuje linearny faktor prave
vtedy, ked graf ¢ mozno z istej neparnej cesty (f, skonstruovat pomocou
operacii (A), (B), pripadnym ich opakovanim. Vyuzitie tohto Kaluzovho
kriteria pre existenciu linearneho faktora je stazené najmé tam, kde sa ne-
moéZzeme obmedzit iba na grafy s malym podétom uzlov (napr. v triede vsetkych
pravidelnych grafov istého daného stupna). Pritom zostava, pravda, este
mnoho délezitych otazok otvorenych.

V nagej praci zameriame sa predovietkym na skumanie zakladnych spoloc-
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nych vlastnosti tplne vieobecnych grafov, ktoré spliiaju tato jedind pod-
mienku: existuje v nich linearny faktor. Napriek tomu, Ze sa nezameriavame
na hladanie jednoduchsich, lahsie pouzitelnych kritérii pre posadenie otdzky
existencie linearncho faktora v grafe, dafame, Ze prispejeme tymto k rieSeniu
niektorych uz uvedenych otvorenych otazok. K tomu nas pobada aj skutoénost,

prave v naznadenom smere tedria grafov Sasto aj v zdkladnych otdzkach
vykazuje cely rad medzier.

1. Jadro grafu, ~-kruZnice a «-cesty

Prv nez prikro¢ime k odvodeniu zékladnych pojmov, o ktoré sa checeme pri
skimani grafov s linedarnym falktorom opierat, pripomenieme si formou po-
moenych viet niektoré — pre daldie skimanie uZitoéné — poznatky.

Lemma 1. Dubovolnd komponenta grafu s linedrnym faktorom obsahuje pirny
poiet uzlov.

Lemma 2. V lubovolnom grafe G existuje lnedrny faktor prdve wtedy, ked
e istuje linedrny faktor v kaZdej jeho komponente. Ak G md komponenty €,

Gy, ..., G, a L je lubovolny linedrny fakior komponenty G, (1 € {1, 2, ..., an}),
potom kompozicia L = L X L, X ... X L, je linedrnym faktorom grafu G.1)

Neeh L je lubovolny linedrny faktor grafu G a L; podgraf komponenty G, po-
zostavajict z tich prokov a len z tych prokov z L, ktoré patma do ,, potom L;
je linedrnym fakiorom grafu (..

Lemma 3. Nech graf Gy je podgrafom istého grafu Gy, pricom G, obsahuje
vdetky wzly = (). Lubovolng linedrny faktor grafu Gy je tieZ linedrnym faktorom
grafu ¢,

Dokaz lemmy 1, 2, 3 je velmi lahky, jeho vykonanie prenechidvam preto
citatelovi.

Prikro¢me teraz k definicii pre dalsie skiimanie délezitych pojmov.

Nech ¢ je Iubovolny graf, v ktorom existuje linearny faktor L. Kruznici K
grafu @ budeme hovorit alternujtica kruznica (alebo tiez skratene x-kruznica)
vzhladom na L, ak Iubovolny uzol z K je incidentny prave s jednou takou
hranou z K, ktora patri do L. Ceste (' grafu (¢ budeme hovorit alternujtca
cesta (alebo tiez skratene x-cesta) vzhladom na L, ak kazdy uzol cesty C je
incidentny prave s jednou hranou cesty (', patriacou do L.

Poznamka 1. Pojem x-kruZnice vzhladom na linedrny faktor grafu pre
.s])cualne pripady grafov (pravidelné grafy tretieho stupnia) zaviedol vlastne

1) Nech Gy, G,, ..., G, st podgrafy istého grafu G. Pod kompoziciou G, grafov G,
Gy, ., G, (pisané Gy = G X G, x ... X @,) rozumieme podgraf grafu ¢, ktory obsahuje

prave tie hrany €, ktoré sa vyskytuji v neparnom poéte komponovanych grafov Gy,
Uy, ..., (, a okrem toho uZ len tie uzly €, ktoré st s takymito hranami incidentné.
Kompozicia mdze byt, pravda, aj nulovym grafom.

ym g
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uz Petersen v [1] (pouziva pren ndzov Wechselpolygon); x-cesta v naSom
pojati je novym pojmom v teérii grafov. Nazov alternujici pochadza z toho, Ze
«-kruZnica, resp. «-cesta ma tito vlastnost: v postupnosti opisujicej sled hran
v takejto kruznici, resp. cesty striedaju sa hrany patriace do L a nepatriace
do L.

Priklad. Na obr. 1 je znazorneny graf, ktory obsahuje linedrny faktor.
Uzly grafu st znazornené malymi krizkami, hrany ¢iarami, ktoré tieto krizky
spojuji. Pritom hrany linearneho faktora st znazornené silnej$imi Giarami.
Cesta C = uy, hyy, Uy, hys, Uz, hsg, ug je zrejme x-cestou vzhladom na L
a kruznica obsahujica hrany hy,, ke, ks, ki je a-kruznicou vzhladom na L.

u, his ug
/7!2 /'56
has
up s
bas hes
A
4z 4
Obr. 1.

Poznamka 2. Graf s linearnym faktorom nemusi obsahovat kruznicu a tym
menej «-kruznicu. Existuji tiez grafy s linedrnym faktorom obsahujtce
kruznicu, v ktorych neexistuje zZiadna x-kruznica. Takyto graf je zndzorneny
na obr. 2. Naproti tomu plati: v kazdom grafe s linearnym faktorom L existuje
aspon jedna x-cesta. Napriklad jedna hrana z L spolu s uzlami, ktoré spojuje,
tvori «-cestu.

Platia tieto vety:

Veta 1. Nech G je lubovolny graf a mech Ly == L, st lubovolné dva linedrne
faktory grafu G, potom lubovolnd kruzZnica z kompozicie Ly X Ly je alternujica
aj vzhladom na L, aj vzhladom na L,.

Doékaz. Nech u je Iubovolny uzol grafu (. Z definicie linearneho faktora
vyplyva, ze uzol « je incidentny prave s jednou hranou z L, (ozna¢me ju h,)
a prave s jednou hranou z L, (oznacme ju hy). Ak je hy = h,, potom h, = b,
nie je hranou kompozicie L, X L, (pretoze sa vyskytuje v parnom poéte kompo-
novanych grafov). Potom v8ak uzol u nie je incidentny ani s jednou hranou
kompozicie L, X L, a nepatri teda do L, X L,. Ak je hy == h,, potom L, x L,
obsahuje aj hranu A, aj hranu A, aj uzol u, ktory je uzlom druhého stupna
v grafe L, X L,. Ak teda uzol u je uzlom kompozicie L, X L,, potom je
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incidentny prave s jednou hranou kompozicie patriacou do L, a prave s jednou
hranou patriacou do L,. To plati o lubovolnom uzle kompozicie. Preto kompo-
zicia L; X L, je pravidelnym grafom druhého stupria, kazda jej komponenta
je kruznica, ktord je x-kruznicou aj vzhladom na L, aj vzhladom na L,, ¢o
bolo treba dokazat.

Veta 2. Nech G je lubovolny graf obsahujici linedrny faktor L, a mech H,
je mnoZina hran linedrneho faktora L,. Nech K je lubovolnd «-kruznica v G
alternujica vzhladom na L. Oznalme znakom Hi, resp. (Hj) mnoZinu hrdn z K
patriacich (resp. nepatriacich) do H,. Plati: mnofina hrdan H,, kde Hy, = H, —
— Hi 4 Hj, je mnoZinou hrdn istého linedrneho faktora Ly (L, & L,) grafu G-

Doékaz. Nech u je Iubovolny uzol z G. Nech A, je ta hrana z H,, s ktorou je
incidentny uzol u. Je bud k, € H, — H,, alebo je h, € H{. V prvom pripade je
tiez h, € H,, v druhom pripade uzol % je uzlom kruznice K a okrem hrany A
je incidentny este s jednou inou hranou kruZnice K (oznaéme ju k,), ktora
patri do H,. PretoZe h, nepatri do H, — H; + H, a je h, € H;; h, € H, a %iadna
ina hrana incidentnd s uzlom w nepatri do H,, je nutne uzol u incidentny prave
s jednou hranou z H,. Lubovolny uzol z ¢ je incidentny prave s jednou hranou
z H,, teda H, je mnozZinou hran istého linedrneho faktora L,. Pretoze H;, Hj st
neprazdne mnoziny, je H, = H, a teda tiez L, & L,. Dokaz je vykonany.

Vetu 2 mozno formulovat aj takto: Kompozicia L, = K X L, I'ubovolnej
kruznice K, ktord je alternujica vzhladom na linearny faktor L, grafu G
s linearnym faktorom L, je linearny faktor grafu @.

Poznamka 3. Vysledky z vety 1 a 2 maju tento zaupmavy dosledok:
zmenou zatriedenia hran v istych x-kruzniciach vzhladom na pevne zvoleny
faktor L, (namiesto hran z x-kruzZnice patriacich do L, zaradime do H; tie
hrany z «-kruznice, ktoré nepatria do L, a okrem toho do H; zaradime uz len
tie hrany z L,, ktoré nepatria do uvazovanych x-kruznic) mozno skon struovat
mnozinu hran I'ubovolného linedrneho faktora L,. Aby vznikol z linedrneho
faktora L, linearny faktor L,, treba urobit opisanti zmenu v kruzniciach a len
v kruzniciach kompozicie L, X L,.

Veta 3. Nech G je lubovoln ¥ graf a nech L,, L, st lubovolné dva linedrne faktory

grafu G. Nech H (resp. i ») je mnoZina tych hrdn z G, ktoré s hranow aspor
/edney lcruzmce alternujicej vzhladom na L, (resp. vzhladom na L,). Plati:
H = H

Dokaz Ak by obe mnoziny ﬁ ﬁ boli prazdne, alebo ak by bolo ﬁ
— i » & 0, netreba me dokazovat. Predpokladapne oproti tvrdeniu vety, Ze
existuje hrana A € H , ktora nepatri do H

Nech K je lubovolna «-kruznica Vzhladom na L, obsahujica hranu h.
Nech L. = K x L,. Podla vety 2 je L, linedrny faktor grafu G a plati: hranah
je bud hranou z L, a nepatri do L,, alebo je hranou z L, a nepatri do L,.
Preto bud kompozicia L, x L, (prvy pripad), alebo kompozicia L, X L, (druhy
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pripad) obsahuje hranu k. Pretoze Iubovolnd kruznica z kompozicii L, X L,;
L, x L, je kruznicou alternujiicou vzhladom na L, a prave jedna z tychto
kruznic obsahuje hranu %, existuje kruznica K’ obsahujica hranu %, ktora je

x-kruznicou vzhladom na L, ; ¢ize b patri do [} To je spor s predpokladom
Podobne dostanome sa do sporu, ak pmdp()k]&dame ze existuje hrana A’ € H
ktora nepatri do H Preto je H = Ilb, ¢o bolo treba dokazat.

Priamym d()b]GdkOIll vety 3 je tato veta:

Yeta 4. MnoZina i tych hrdan grafu G, ktoré si hranow aspoh jednej ~-kruznice
vzhladom na isty linedrny faktor grafu G, nie je odvisld od volby linedrneho fak-
tora.

Dékaz je zrejmy.

Definicia. Podgraf grafu G (obsahujiiceho aspoii jeden linedriny faktor ), ktory
pozostdva prdve z tyjch hrdn, ktoré si hranow aspon jednej x-kruZnice v G' a z uzlov
s tymito hranami mcadmzlm/ch budeme naz yoat jadrom grafu G. Jadro grafu G
budmrw oznatoval znakom G. Ak o istom grafe (s linedrnym faktorom) G plati:
G = G, t.j. ak graf G je sam sebe jadrom, budeme sa tieZ vyjadrovat tak, Ze graf G
je jadro.

Jadrom grafu moéze byt aj nulovy graf (priklad: graf znazorneny na
obrazku 2 méa nulové jadro).

Dohovor. Graf, ktory vznikne z grafu G' (obsahujiceho linearny faktor)
odstranenim vsetkych tych jeho hran, ktoré nepatria do ziadneho linearneho
faktora grafu (7, budeme oznacovat znakom Q.

Plati tato veta:

Yeta 5. MnoZine vsetkyjch hran €@, ktoré patria do komponent grafu (??,
obsahujicich iba po jednej hrane, je prave mnoZinow vietkych hrdin grafu G, ktoré
patria do kaZdého linedrneho faktora grafu G. Tie komponenty grafu Cov’, ktoré
obsahuji viac meZ jednu hranu (pritom kazZdd komponenta grafu z obsahuje
aspon jednu hranv ), tvoria prave komponenty jadra Q.

Do6kaz. Nech L je lubovolny linearny faktor grafu ¢ a nech &, je hrana, ktora
je jedinou hranou istej komponenty grafu . Nech u, je uhol incidentny s hra-
nou k,. Uzol u, je incidentny prave s jednou hranou z L a pretoze Ziadna hrana
incidentna s u, a ind nez h; nepatri do L, musi A, patrit do L. 'l’eda hy patri
do kazdého linedrneho faktora grafu . Plati tiez hrana &, nepfxtrl do G.

Nech 7, je hrana, patriaca do takej komponenty grafu @, ktora obsahuje
viac nez jednu hranu. Potom hrana %, je incidentna aspon s jednym uzlom
(ozna¢me ho u,), ktory je vysSieho nez prvého stupna a existuje hrana A, ina
nez hy, ktora je incidentna s uzlom w,. Priamo z definicie grafu a vyplyva, Ze
existuje linedrny faktor L,, resp. L; grafu (¢ obsahujtci hranu hy, resp. hranu &} .

Kompozicia Ly X L; podla vety 1 patri cela do jadra ¢ a pretoze kompo-
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zicia L, X Lj obsahuje nutne aj hranu A, aj hranu 4, plati: hrana h, patri do
jadra q.

Z uvedeného vyplyvaju ihned vietky tvrdenia vety.

Z definicie grafu Gaz vety 5 vyplyva tato veta:

Veta 6. Lubovolny linedrny faktor grafu G je tieZ linedrnym faktorom grafu ¢
a obmtene lubovolny linedrny faktor grafu el je linedrnym faktorom grafu Q.
Ak jadro (¥ je nenulovyj graf, potom v 2 existuje lenedrny faktor a kazdému linedr-

nemu faktoru z G odpovedd ( mdulﬂowny ) linedrny faktor v Ga naopak. Jadrom

nenulového jadra G je jadro 0 Gize: @ = @.

Doékaz. Veta je désledkom vety 5.

Iny désledok vety 5 mozno formulovat takto: ITubovolna hrana h grafu @
obsahujticeho asponi jeden linearny faktor je bud hranou jadra @, alebo nepatri
do ziadneho linearneho faktora grafu @, alebo patri do kazdého linearneho
faktora grafu ¢ a tieto tri pripady sa vzajomne vyluéuja.

Obr. 2.

Priklad. Na obrazku 3 je znazorneny graf ¢, v ktorom existuje linearny
faktor (hrany linearneho faktora si znazornené silnejs$imi ¢iarami). Hrana 7,
je hranou kazdého linearneho faktora v (7 (¢itatel sa lahko presvedéi, Zze v zna-
zornenom grafe existuji dva rdzne linearne faktory); hrany #%,, h, nepatria

N\

do #adneho linedrneho faktora v G; ostatné hrany patria do G.

Veta 7. Nech ¢ je lubovolnyj graf, v ktorom existuje linedrny faktor L, a nech
w =F v s lubovolny dva uzly z Q. Plati: x-cesta vzhladom na lubovolny linedrny
faktor L; grafu G, ktord spojuje uzly w, v, existuje prdve vtedy, ked existuje
a-cesta vzhladom na linedrny faktor Ly, ktord spojuje wzly w, v.

Dékaz. (A) Nech v ¢ existuje ~-cesta ' vzhladom na L,, ktora spojuje
uzly u, v. Utvorme z grafu G graf (7' tak, ze uzly u, » spojime novou — v ( sa
nevyskytujicou — hranou A'. Cesta (' spolu s hranou A’ tvori v grafe G’
o-kruznicu vzhladom na L,. Teda &' je hranou jadra (3

Pretoze graf G’ ma tie isté uzly ako graf G a graf ¢ je podgrafom grafu G,
lubovolny linearny faktor L, grafu G je tiez linearnym faktorom grafu G'.
Podla vety 3 a 4 existuje v grafe " ~x-kruznica K; vzhladom na Iubovolny
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linerany faktor L; obsahujtica hranu A’. Ak zru§ime v kruznici K; hranu 2/,
dostaneme tak cestu C; alternujicu vzhladom na L;, ktord spojuje uzly u, v
a pritom cesta C; je podgrafom grafu (/. Teda ak v grafe ¢ existuje x-cesta
vzhladom na L, spojujica uzly u, v, potom existuje v G cesta C; spojujtca
uzly w, v alternajuca vzhladom na lubovolny linearny faktor L, grafu @.

(B) Nech v grafe ¢ neexistuje taka cesta spojujtica uzly «, v, ktora by bola
«-cestou vzhladom na L,, potom nemoéze existovat ani x-cesta vzhladom na
L; — kde L; je lubovolny pevne zvoleny linearny faktor grafu ¢ —, ktora
spojuje uzly u, v, lebo z existencie takejto cesty by podla &asti (A) dékazu
vyplyvala existencia cesty C, alternujicej vzhladom na I, spojujtcej uzly
u, v, ¢o je proti predpokladu.

Preto ~-cesta vzhladom na lubovolny linearny faktor L; grafu ¢, ktora spo-
juje uzly u, v, existuje prave vtedy, ked existuje takato «-cesta vzhladom na
Ly; ¢o bolo treba dokazat.

2. Relacia 2 a relacia A4 v mnoZine uzlov grafu

Prvé poznatky, ktoré sme ziskali v ivahach predchadzajicej ¢asti umoziiuja
nam definovat dalsie dolezité pojmy a zoznamit sa s ich zakladnymi vlast-
nostami.

Nech ¢ je Tubovolny graf, v ktorom existuje linearny faktor. Definujme si
v mnozine uzlov grafu ¢ relaciu 2 takto: uzly w, » st v relacii 2 (pisané uQv)
prave vtedy, ked v = v, alebo ked existuje v G taka cesta spojujica uzly «, v,
ktorej kazdd hrana je hranou aspon jednoho linedrneho faktora grafu @.
Definujme si dalej relaciu A takto: uzly u, v st v relacii A (pisané ulv) prave
vtedy, ked neexistuje v G taka «-cesta (vzhladom na lubovolny linearny
faktor — pozri vetu 7), ktora by spojovala uzly u, v. Plati tato veta:

Yeta 8. Nech G je lubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor. Reldcia 2
v mnoZine uzlov grafu G je reliciou ekvivalencie.

Doékaz. Veta vyplyva priamo z vety 5.

Dohovor. Rozklad mnoziny U, uzlov grafu ¢ (obsahujtceho linearny
faktor) na triedy uzlov, ktoré st v relacii 2, budeme oznadovat znakom U$.

Yeta 9. Nech G je lubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor a nech a
je graf, ktori vanikne z G odstranenim véetkijch hrdn, ktoré mepatria do Ziadneho
linedrneho faktora grafu G. Plati U;ﬁ) = U% je rozklad mnoZiny uzlov gmfué’-y
na mnoziny uzlov jednotlivyjch jeho komponent.

Doékaz. Veta je dosledkom vety 5 a vety 6.

Lemma 4. Nech G je lubovolny graf s linedrnym faktorom. Lubovolnd trieda
rozkladu U% mmoZiny jeho uzlov obsahuje pdrny pocet uzlov.

Doékaz. Lemma je dosledkom lemmy 1 a vety 5, 6.

Yeta 10. Nech G je lubovolnyj graf, obsahujict aspor jeden linedrny faktor,
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ktory md nenulové jadro. Nech h je lubovolnd hrana z @ a nech h spojuje uzly u,,
uy. Platt: w,Qu,, t.j. uzly w,, u, patria do tej istej triedy U, rozkladu U@ =
={U,, Uy, ..., U,} a neplati u, Au,. Ak v je lubovolny taky uzol z G, Ze plati
uy, A v; uy A v, potom plati w, A v pre vdetky uzly u, z mmnoZiny U;.

Dokaz. Podla vety 6 existuje taky linearny faktor L grafu @, ktory obsa-
huje hranu k. Cesta C = u,, h, u, je takou cestou spojujicou uzly u,, u,,
ktorej jedind hrana je hranou linedrneho faktora v G. Preto je u,Qu,. Cesta ¢
je vSak tieZz x-cestou vzhladom na L, preto neplati u,Au,.

Nech v je Tubovolny taky uzol z G, o ktorom plati w,Av, u,Av. Ak by
o triede U, platilo U; = {u,,u, }, netreba uz nié dokazovat. Predpokladajme,
ze okrem uzlov u,, u, obsahuje U, este dalsie uzly.

Nech L' je I'ubovolny taky linearny faktor grafu @, ktory neobsahuje hranu A-
Pretoze h patri do 8, existuje x-kruznica K’ vzhladom na L', ktora obsahuje
hranu A. Ak v kruznici K’ zrusime hranu %, dostaneme tak zrejme cestu
C’ spojujticu uzly w,, u,, ktora je x-cestou vzhladom na L’.

I. Tvrdim: nech C" = uj, hy g, Uy, ..., Uy, je Tubovolnd x-cesta vzhladom
na L', ktord spojuje uzol u; = u, s uzlom u;, = u,, potom plati u, == v pre
vietky z € {1, 2, ..., 2n}.

Dokaz tvrdenia. Pretoze podla predpokladu existuje x-cesta C’ vzhladom
na L', ktord spojuje uzly u,, u, a je u;Av, uyAv, je nutne u; = u; 4 v; uy, =
= u, & v. Lubovolny uzol u, z C' rozdeluje cestu C’ na dve &iastoéné cesty:
na cestu O, ktora spojuje uzol u; s uzlom w; a na cestu Cj, ktord spojuje uzol u,,
s uzlom uy,. Prave jedna z ciest C7, C; je x-cestou vzhladom na L’ a pretoze
m3 platit sudasne uiAv, uy,Av, je nutne w; 4= v pre vietky x €{2,3, ..., 2n—1};
tize je w, == v pre vietky u, € C".

IT. Tvrdim: nech C" = uy, hyo, Uy, -, hyy_yg,, %3, je Iubovolnd x-cesta
vzhladom na L', ktord spojuje uzol u; = u; s uzlom u;, = u,, potom plati
vAu, pre vietky x € {1, 2, ..., 2n}.

Dokaz tvrdenia. Predpokladajme naopak, Ze existuje x-cesta C” vzhladom
na L', ktora spojuje uzol v s istym uzlom », z C" a nech C” = v, Jra> Vas + v vs
gy, (kde v; = v, vy, = u;; hrana g, ;,, € C" spojuje uzol v; s uzlom v, ,). Podla
predolého je v, = v == u, pre vSetky y € {1, 2, ..., 2n}. Oznadme znakom z
najmensie ¢islo z {1, 2, ..., 2m}, o ktorom plati v, € C” patri do C". Pretoze C”
je a-cesta vzhladom na L', patria do L’ z hran € C” tieto a len tieto hrany:
912> P45 + - 5 Gam—1,2m- Plati nutne z = 0 (mod 2), t.j. hrana g,_, , € C” nepatri
do L. Hrana g, _, , nepatri do C" a pretoZe uzol v, = w, je incidentny prave
s jednou hranou z L', ktord patri do x-cesty (', nemdze hrana g, ,, patrit
do L (ina¢ by uzol », bol incidentny s dvoma hranami z L', o nie je
mozné).

Uzol u; rozdeluje cestu ¢ na dve cesty C,, C;, z ktorych prvé spojuje uzol u;

/a,
s uzlom u,, druhd uzol u, s uzlom u,,. Prave jedna z tychto ciest je «-cestou
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”

vzhladom na L’. Ozna¢me znakom C tito ¢ast cesty C”: Of = vy, ¢35, 0, , ...
V.oqs Jocrzs Vs

Pretoze cesty (', C(, ani cesty (';, C{ nemaju spolo¢né hrany a hrana g,_, ,
nepatri do L’, bud prvky ciest C,, C; tvoria ~r-cestu vzhladom na L', ktora
spojuje uzol v s uzlom u;, alebo prvky ciest C,, C, tvoria x-cestu vzhladom
na L', ktord spojuje uzol v s uzlom ug,. To je viak spor, lebo sme predpokladali,

,

ze plati stcasne vAw; = u;; vAuy, = u,. Preto nemoze existovat x-cesta
vzhladom na L', ktora by spojovala uzol «), € C" s uzlom » a je teda vAu,
pre vietky x € {1, 2. ..., 2n}, ¢o bolo treba dokazat.

1I1. Z tvrdeni I a 11 ako aj zo skutoc¢nosti, ze hrana jadra je hranou aspon
jednej ~-kruznice vzhladom na pevne zvoleny linearny faktor, vyplyva ihned

toto: nech € G spojuje uzly u,, 1, a nech K je lubovolna x-kruznica vzhladom
na isty linearny faktor L; ak o istom uzle » € ¢ plati v,Av; u,Av, potom plati
u,Av pre Tubovolny uzol u, € K+

Dokoné¢ime teraz dokaz vety. Ak plati U; = {u,, u,}, netreba uz ni¢ do-
kazovat. Predpokladajme, Ze u, je lubovolny taky uzol, ktory je rézny od u,
a rézny od u, a patri do U,. Plati teda u,Qu,, t. j. existuje cesta C° = w,,

1o, Wy, B9 5, + .., w,, ktord spojuje uzol w, = u, s uzlom w, = u, taka, Ze
kazda jej hrana je hranou aspon jednoho linearneho faktora v (. Cesta C°
nemdze obsahovat tak( hranu, ktora by bola hranou kazdého linearneho
faktora v @/, lebo potom by dva uzly cesty incidentné s touto hranou tvorili
triedu U; € U a to je spor s predpokladom, Ze vietky uzly z C° patria do
triedy U,, ktorda ma viac nez dva uzly. Preto vsetky hrany z C° patria do
jadra G a pretoze s hranami jednej a tej istej cesty, patria vsetky do tej istej
komponenty jadra Q.

Nech L je Iubovolny linearny faktor v ¢, ktory obsahuje hranu % spojujtcu
uzly u,, u,. Oznaéme znakom K, [ubovolnti «-kruznicu vzhladom na L, ktora
obsahuje hranu 4{,. Kruznica K, obsahuje nutne hranu %, lebo K, obsahuje
uzol u; = w; a lubovolny uzol ~-kruznice je incidentny prave s jednou hranou
z kruznice, ktora patri do L (touto hranou v nafom pripade je zrejme hrana
h € L). Podla vyssie uvedeného vietky uzly z K, st v reldcii A s uzlom v.
Nech w,, je ten uzol z (', ktory patri do K, a o ktorom plati: bud je y, = r,
alebo pre vietky y >y, uzol w, € (* nepatri do K,. Pretoze je h{,€ K,,
teda w, patri do K, je nutne 7, = 2. Ak by bolo y, = r, sme s dokazom
hotovi. Predpokladajme, Ze je y, < r. Hrana A , , € C° nepatri do L, lebo
hrana z L incidentna s uzlom w,, patri do K, a hrana &) , ., nepatri do K, .
Pretoze hrana £ , |, je hranou jadra ?;’, existuje kruznica I,, ktora obsahuje
hranu 4j), , ., a ktord je ~-kruznicou vzhladom na L. Kruznica K, ma s kruz-
nicou K spoloént t hranu z L (oznaéme ju g, ,), ktord je incidentnd s uzlom wy, .
Oba uzly, s ktorymi je incidentna hrana g, ,, st podla predoslého — pretoze
patria do K, — v relacii A s uzlom ». Potom viak aj vietky uzly z K, st
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v reldcii 4 s uzlom ». Oznaéme znakom w,, ten uzol z K, patriaci do C°, o kto-
rom plati: bud je y, = », alebo vietky w, € C° kde y > y,, si mimo kruz-
nice K,. Je zrejme y, = y, + 1. Ak je y, = r, sme s dékazom hotovi; v opad-
nom pripade existuje kruznica K; obsahujtca hranu 4§, , ., (ktord nepatri
do L), ktora je ~-kruznicou vzhladom na L a ma s kruznicou K, spolotni
hranu g, ; € L. Z toho vyplyva, ze vSetky uzly z K, st v relacii 4 s uzlom ».
Po koneénom pocte takychto krokov najdeme kruznicu K, takud, ktord je
r-kruznicou vzhladom na L, obsahuje uzol w,, = w, = u, a vietky jej uzly
st v reldcii A s uzlom ». Teda uzol u, je v relacii 4 s uzlom v. Pretoze u, bol
lubovolny uzol z U,, je nutne w, Av pre vietky uzly u,6 € U;, ¢o bolo treba
dokazat. Dokaz vety je tym vykonany.

Veta 11. Nech G je lubovolnyj graf, v ktorom existuje linedrny faktor L a nech U
je rozklad mnoZiny U, wzlov grafu G na triedy uzlov, ktoré si v reldcii 2. Plati
v lubovolnej triede U, € UY je reldcia A reldciou ekvivalencie.

Dékaz. Z definicie relacie A priamo vyplyva, Ze relacia A je reflexivna
a symetrickd. V mnozine U; € U#, ktora obsahuje prave dva uzly, je preto
relacia A zrejme reliciou ekvivalencie. Treba dokazat, Ze relacia A je tranzi-
tivna v takej triede U, € U¥, ktord obsahuje viac neZ dva uzly. Nech u, v, w
st také tri rozne uzly z U, € Uf, o ktorych plati w.1v, vAw. Predpokladajme
proti tvrdeniu vety, Ze uzly w, w nie s v reldcii 4, t. j., Ze existuje cesta
C =y, hyy Uy, bog, o) By gy, Uy, spojujiica uzol u, = w s uzlom u,, = w,
ktora je x-cestou vzhladom na L. Potom hrany a len hrany %,, ,,, € C (kde
x=1,2, ..., n) patria do L. Podla tvrdenia I a II z dokazu predoslej vety
plati v == u,, vAu,, pre vsetky y = 1, 2, .... 2n. Pretoze hrana %, , patri do L
a hrana h, , nemé6ze byt hranou kazdého linearneho faktora v ¢, je nutne
u,f2u, a hrana %, , je hranou jadra G. Potom viak podla vety 10 plati vAu,
pre vietky uzly u, € U,, za predpokladu, e je wu,, u, € U, (U; € Uf) a Ze
uzly u,, u, s spojené hranou z (? do v nafom pripade je splnené. Cize uzol v
je reldcii A so vSetkymi ostatnymi uzlami z U;. Nech %, je ta hrana z L, ktora
je incidentna s uzlom » a nech ¢ == v je druhy uzol, s ktorym je incidentna
hrana k. Je nutne v, ¢ize t patri do U; a podla predoslého je vAt. To je spor,
pretoze cesta pozostavajica z uzla v, hrany &, € L a uzla t je x-cestou vzhladom
na L, ktord spojuje uzol v s uzlom ¢ a je teda » non At. Predpoklad, Ze ne-
plati wAw viedol ku sporu. Je preto udw a relicia A je tranzitivna v lubovolnej
muozine U, € U%. Relicia A je relaciou ekvivalencie v lubovolnej mnozine
U, € Ug. Ddkaz je vykonany.

Pretoze relicia 4 je veliciou ekvivalencie v lubovolnej triede U, rozkladu U,
mozno kazda z tried z Uf rozlozit jednoznadne este na triedy (podtriedy)
uzlov, ktoré su aj v reldcii £ aj v reldcii A. Rozklad mnoziny U uzlov grafu ¢
na triedy uzlov, ktoré su aj v relacii £2 aj v reldcii <1, budeme oznacovat zna-
kom UZ. Je zrejmé, 7e rozklad U¥ je zjemnenim rozkladu U%. Kazda trieda
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z U obsahuje uzly najmenej z dvoch tried rozkladu U¥, pretoze lubovolna
trieda z U$ obsahuje najmenej dva uzly (pozri vetu 9) a lubovolny uzol nie
je v reldcii A aspoii s jednym uzlom tej istej triedy rozkladu U$.

Yeta 12. Nech G je lubovolny graf, v ktorom existuje linedrny faktor a v ktorom
rozklad U§ obsahuje asposi dve triedy wzlov. Nech uy, v, st lubovolné dva uzly
patriace do réznych tried z UZ; u, € U;; v, € U;; U, U;€ U§. Nech L je lubo-
volny linedrny faktor grafu Q. Oznaéme znakom u, (resp. vy) ten uzol z G, ktoryj
je spojeny s uzlom u, (resp.v,) hranou z L. Ak existuji cesty C,, C,, ktoré si
a-cestami vzhladom na L a cesta Cy spojuje uzly u,, v, a cesta Cy spojuje uzly u,, u,,
potom existuje x-cesta vzhladom na L spojujica uzly u,, v, a existuje tieZ x-cesta
vzhladom na L, ktord spojuje uzly uy, v;.

Do6kaz. Nech C, (resp. C,) je x-cesta vzhladom na L spojujtca uzly u,, v,
(resp. uzly u,, v,). Hrana z L spojujuca uzly u,, u, (oznaéme ju g,) a tiez
hrana z L spojujuca uzly v, v, (oznaéme ju hy) patri zrejme aj do cesty C,
aj do cesty C,. Cesty C,, C, musia mat okrem hran g,, k, a uzlov u,, u,, v;, v,
este dalsie spoloéné prvky, lebo v opatnom pripade by hrany a uzly oboch
tychto ciest tvorili x-kruznicu vzhladom na L a to je spor s predpokladom, Ze
uzly u,, v; patria do réznych tried z Ug.

Dalej: keby cesty C,, C, mali okrem uvedenych prvkov spoloéné u# len
isté uzly, potom kazdy takyto uzol bol by incidentny s jednou hranou z C,
patriacou do L a s jednou hranou z C, patriacou do L, a to nie je mozné, lebo L
je linedrny faktor. Teda cesty C;, C, maji okrem hran g,, A, spoloéni aspon
este jednu hranu.

Oznatme znakom G, podgraf grafu @, ktory pozostiva z prvkov a len
z prvkov ciest (), 0,. Graf F; je zrejme stvisly, neobsahuje Ziadny uzol prvého
stupna a neobsahuje Ziadny uzol vysSieho stupnia neZ treticho. Keby totiz
niektory z uzlov bol vyssieho stupria nez tretieho, znamenalo by to, Ze dve
a dve hrany s nim incidentné by patrili do €}, resp. do C, a takyto uzol by bol
incidentny s dvoma hranami z L, pretoze (', (', st podla predpokladu x-cestami
vzhladom na L. To vSak je spor, lebo L je linerarny faktor. Graf G, obsa-
huje uzly najviac tretieho stupna.

Ozna¢me znakom H{ (resp. Hj, resp. H}) mnozinu tych hran grafu G,
ktoré patria len do cesty C; (resp. len do cesty C,, resp. do oboch ciest). Nech w
je Iubovolny uzol grafu ¢, nepatriaci do {u,, u,, v, v,}. Plati toto: ak w je
uzlom druhého stupna v grafe ), potom obe hrany z (f, s nim incidentné
patria do tej istej mnoZiny z mnozin H}, H?, H?; ak uzol w je tretieho stupna
v (,, potom kazda z hran s nim incidentnych patri do inej z mnozin H}, HZ, H},
pretoze prave jedna z tychto troch hran patri aj do € aj do C,, prave jedna
patri len do €} a prave jedna len do (. Oznadme znakmi x,, @, ..., @5, 4
uzly cesty C; v poradi, v akom cez ne prechddzame vychadzajtc z uzla xy = u,
a konéiac v uzle x,,,; = v, (plati potom x, = u,; ¥y, = v,) a ozna¢me znakmi
Yo» Y1> -+ > Yomix Uzly cesty C, v poradi, v akom cez ne prechiadzame vy-

84



chadzajic z uzla %, = u, a kondiac v uzle y,, ., = v, (plati zrejme y, = u,;
Yo = ;). Nech z, (presp. z,) je ten uzol cesty C), ktory je spoloény obom
cestdm a ma z takychto uzlov z; € C; najmensie (resp. najvidésie) poradové
¢islo a nech y, (resp. y,) je ten uzol cesty C,, ktory je spoloény obom cestdm
a ma z takychto uzlov y, € C, najmensie (resp. najvécsie) poradové ¢islo.

I. Tvrdim: ak je z, = y,, alebo ak je x, = y,, potom v grafe ¢ existuje
a-cesta vzhladom na L spojujica uzly u,, v, a tiez ~-cesta vzhladom na L
spojujtca uzly u,, v,. DokdZzme to. Nech je x, = y,. V uzle x, = y, moZno
cestu C) rozdelit na dve ¢iastotné cesty C,,, C,,, priCom cesta C,,; spojuje
uzol ¥, = u, s uzlom z,, cesta (', , spojuje uzol z, s uzlom ;. Podobne v uzle
x, = y, mozno rozdelit cestu C, na dve &iastotné cesty C,,, Cy, (z uzla u, do
uzla y, a z uzla y, do uzla v,). Plati: ani hrana z C, ,, ani hrana z C, ,, s ktorou
je uzol x, =y, incidentny, nepatri do L; do L patri t& hrana incidentnd
s uzlom z, = y,, ktora je spolo¢nd cestdm (', C,. Teda cesta C , (resp. cesta Cj ,)
je ~-cestou vzhladom na L, ktora spojuje uzol x, = y, s uzlom v, (resp.
s uzlom ¢,). Potom vsak prvky ciest C),;, C,, (resp. prvky ciest Cy;, C,,)
tvoria nutne wx-cestu vzhladom na L, ktora spojuje uzol u, s uzlom v, (resp.
uzol u, s uzlom v,); cesty s pozadovanymi vlastnostami existuju, ak je x, = y, .
Podobne sa dokéze, Ze takéto cesty existuju, ak je z, = y,.

Ak by platila aspon jedna z rovnic x, = y,; x, = y,, sme s dokazom vety
hotovi. Predpokladajme, Ze plati stcasne x, & y,; x, & y,. Nech U je mno-
Zina tych uzlov grafu Gy, ktoré su v G, uzlaml ‘oretleho stupria. Skonstruujme

graf @ takto: uzlami grafu G st uzly mnoziny €U, dva uzly z U st spojené
hranou v grafe @ prave vtedy, ked v grafe G, existuje taki cesta spojujiica
tieto dva uzly, ktorej vietky hrany patria do tej istej mnoziny Hj (¢ € {1, 2,
3}) a okrem toho nech existuji uz len tieto dve hrany: hrana spojujica uzol z,,
s uzlom y, a hrana spojujica uzol x, s uzlom y; (je zrejmé, Ze uzly z,, z,, y,, y,
patria do mnoziny U). Teda existuje prosté zobrazenie @ mnoziny takych
ciest v grafe G, ktoré spojuju dva uzly tretieho stupna z ¢, a ktorych vnutorny
uzol nepatri do U, na mnozinu hran grafu @; indé povedané: graf G je pravidelny
graf treticho stupna, ktory je homeomorfny s grafom @,.

II. Tvrdim: vzorom lubovolnej hrany z ' v zobrazeni ¢ je cesta grafu G,
ktora obsahuje neparny pocet hran. Obrazy ciest v ¢ spojujucich dva uzly
z U, ktorych vsetky hrany patria do H{, tvoria mnozinu hran istého linedrneho
faktora L  grafu (/. Dokasme platnost uvedenych tvrdeni. Nech % je Iubovoln4
hrana z G, ktord je obrazom cesty O, z grafu G, obsahujiicej hrany z H3.
Hrana A (resp. cesta Cy) nech spojuje uzly u, v € U. T4 hrana z C,, ktord je
incidentnd s koncovym uzlom, patri nutne do L. Keby totiZz niektord z hrin
cesty C, incidentnych s uzlom %, v nepatrila do L, potom by patrili do L
aj hrana z C) nepatriaca do C,, aj hrana z C, nepatriaca do C;, ktora je inci-
dentné s uzlom w, resp. s uzlom v, ¢o nie je mozné. To vSak znamend, pretoze
hrany patriace do L a nepatriace do L sa v ceste C, striedaju, Ze cesta C,, ktora
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je vzorom hrany & v zobrazeni g, obsahuje neparny pocet hran. Lubovolna
cesta z G, spojujiica dva uzly z U obsahujiica len hrany mnoziny H3 obsahuje
neparny pocet hran. Podobne je to s cestami grafu (7, ktoré spojuji dva uzly
z U a obsahuji len hvany z H| (resp. len hrany z H32). Takéto cesty zadinaju
a kondia hranou nepatriacou do L, lebo hrana z (¢, patriaca do L a incidentnd
s uzlom mnoziny (7 patri podla predoslého do mnoziny I} a pretoze sa v nich
taktiez hrany nepatriace a patriace do I striedajiu. Teda vietky vzory hran
grafu (7 v zobrazeni ¢ =1 cestami grafu () s neparnym poctom hran. Pretoze
kazdy uzol z U je incidentny v @, prave s jednou hranou z If} — teda je
koncovym uzlom prive jednej takej cesty spojujicej dva uzly mnoziny U,
ktorej vietky hrany patia do Hj — kazdy uzol z U je v grafe ¢ incideniny
prave s jednou takou hranou, ktord je obrazom cesty z (¢ obsahujicej len
hrany mnoziny /1. Mnoziny vietkych takvehto hran v grafe (¢ je mnozinou
hrdan istého linedrneho faktora £ grafu (. Teda graf @ je stuvisly pravidelny
graf tretieho stupna. v ktorom cx,‘;ir;‘cuje linearny faktor i.

LI Tvrdim: graf & obsahuje aspon jeden most 2% a most 4% je hranou
kazdého linedarneho faktora grafu (. Dokaz tvrdenia: fubovolny most fubo-
volného grafu obsahujteeho linedrny faktor je hud hranou kazdého linearneho
faktora grafu, alebo nie je hranou ziadneho linedrneho faktora tohoto grafu
(v opacnom pripade by bol most hranou jadra, ¢o podla definicie jadra nie je
moznd). Dokazme najpry toto: ak grat & obsahuje most £%, potom A* je hranou
kazdc¢ho linearneho faktora grafu (/. Nech h* spojuje uzly w. v a nech cesta C,
je vzorom hrany ¥ v zobrazeni g. Uzly w. v st uzlami aj cesty (') aj cesty (.
Cesta (') je jedinou cestou grafu ¢ spojujicou uzly u, v. Cesta ) je preto
Ciastolnou ceston aj cestyv (') aj cesty ('y, ¢ize: vietky hrany z (/) patria do /.
To viak znamend podla M. ze 2* patri do L a patri tiez do kazdého linedrneho
faktora grafu ¢/. Ak preto existuje v grafe (7 most, patri tento most do kazdého
linedrneho faktora grafu . Dokdzeme napokon, ze v grafe (f existuje most.

Je znama tito veta: nech (/ je Tubovolny koneény savisly pravidelny graf
treticho stupna. ktory neobsahuje most, potom v grafe (¢ existuje linedarny
faktor L a lubovolna hrana z (/ je hranou aspon jednej ~v-kruznice vzhladom
na I (pozri [8]). Ak by teda graf ¢ neobsahoval most, potom podla uvedenej

e

o
vety kazdd hrana z ¢ by bola hranou jadra (/. Pretoze graf (¢ je homeomortny
s grafom (7, a vzorom kazdej hrany z ( je cesta v ¢/, ktora ohrahuje neparny
poc¢et hran, odpoveda ~-kruznici z grafu ¢/ kruZnica, ktord je ~-kruznicou
v grafe (7,. To vyplyva z tejto Gvahy: cesty grafu (;, ktoré st v zobrazeni ¢
vzorom hran z L, zad¢inaji a kondia hranou z L, ostatné cesty grafu Z,, ktoré
s vzorom hran grafu ¢/ v zobrazeni ¢, zadinaji a kondia hranou nepatriacou
do L. Mnozine hrian Tubovolnej ~-kruznice vzhladom na L z grafu ¢ odpoveda
preto mnozina ciest grafu (/, na seba nadviizujucich, ktoré nemaju spolo¢né
hrany, tvoria spolu kruznicu v G, a vzhladom na to, Ze sa hrany patriace do L
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a nepatriace do L v takejto kruzZnici striedaji, je takato kruZnica x-kruznicou
vzhladom na L grafu @,. Je teda (/) = ﬁo. Graf G, je stvisly a z predoslého
vyplyva, 7ze v grafe G plati «,2v, — spor s predpokladom, Ze uzly u,, v, patria
do réznych tried rozkladu Ug. Teda v grafe (¢ existuje najmenej jeden most
a vzorom tohto mosta v zobrazeni ¢ je cesta C, v grafe ¢, obsahujtca len
hrany z mmnoziny H;. Vietky hrany cesty (' st zrejme mostami v grafe (/,.

1V. Teraz uz mézeme dokondit dokaz vety. Nech A* je Iubovolny most
grafu G, vzorom hrany * nech je cesta (/). Pretoze uzly u,, u, (resp. uzly »,. v,)
s spojené v grafe (¢ hranou g, (resp. hranou A,) a cesta v ¢, odpovedajica
hrane 7 (, ktord spojuje uzly x,, %, (resp. uzly wx,, ). nepatri do L, patria
nutne uzly x,, y, k jednému a vzlu x,, 5, k druhému brehu mosta A* grafu q.
Hrany cesty O patria do I}, preto hrana z C, incidentna s koncovym uzlom
tejto cesty patri do L. Oznaéme znakom u (resp. v) ten uzol incidentny s hra-
nou A* (resp. ten koncovy uzol cesty ), ktory lezi v tom istom brehu mosta A2*
ako uzly w,,
cesty (', ktord spojuje uzol «, s uzlom w. resp. uzol w s uzlom v, a znakom (', ,

y, (resp. ako uzly x,, y,). Oznacme znakom €', resp. ¢} | ta cast

resp. U, , tii Cast cesty Uy, ktord spojuje uzol w, s uzlom w, resp. uzol w s uzloin,-
Je zrejmé, ze cesty Oy, Cy s x-cestami vzhladom na L. V cestich O ,, C,"
sa sice striedaji hrany patriace a nepatriace do L, aviak uzol % a len tento
uzol nie je v tychto cestdch incidentny s hranou z L. Cesty (' ,, C, , (resp.
cesty Oy, ('; ) nemaji okrem uzla w ziadny prvok spolo¢ny, preto cesta v (7,
pozostavajica z prvkov oboch tychto ciest je v-cestou vzhladom na L, ktora
spojuje uzly u,, v, (resp. uzly wu,, v,). Tym je ddékaz vety vykonany.

Yeta 13. Nech o grafe G, ktory obsahuje viac ako dva uzly, existuje linedrny
faktor L a nech v mnozine U, vetkych wzlov grafu G je reldcia A tranzitivna,
potom (1) rozklad Ug obsahuje prdave jednu triedu uzlov U§ ={U,}; (2) jadro/(\}
obsahuje vsethy uzly grafu G (3) jadro @ a i graf G si siwvislé grafy.

Dokaz. Predovsetkym: ak /A je reldcia tranzitivna v grafe G, potom ¢ je
stavisly graf. Ak by totiz graf ¢ nebol stvisly a U,, U, by boli mnoziny uzlov
dvoch jeho komponent, platilo by U, AU, (lebo nemdze existovat cesta a teda
ani a-cesta, ktora spojuje uzly z réznych komponent grafu). PretoZze v mno-
zine U, existuje aspon jedna dvojica uzlov u, v, ktoré si spojené hranou
linearneho faktora 1, nemézu byt [ubovolné dva uzly z U, v relacii A (napr.
uzly u, v nie st v relacii A). To je spor s predpokladom, ze A je relicia tranzi-
tivna. Preto (7 je stavisly graf.

Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, %e rozklad U obsahuje aspon dve
triedy uzlov. Pretoze ¢ je suvisly graf, vyplyva z toho, Ze v ( existuje hrana A
spojujtica isté uzly u,, u, patriace do roznych tried z UZ. Hrana h nemdze
patrit do ziadneho linearneho faktora v @, preto % nepatri do L. Oznadéme
znakom v, (resp. v,) uzol, ktory je spojeny hranou linearneho faktora L s uzlom u,
(resp. u,). Je w,Adu, a uzly u,, v, (vesp. w,, v,) nie st v reldcii A. PretoZe podl a
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predpokladu relacia A je tranzitivna, nemoézu byt ani uzly v, u,, ani uzly u,, v,
v relacii A. Existuje preto v ¢ taka x-cesta vzhladom na L, ktord spojuje
uzly u,, v, a tiez taka, ktora spojuje uzly u,, v;, z ¢oho podla vety 12 vyplyva,
ze existuje v grafe G x-cesta vzhladom na L, ktora spojuje uzly u,, u,, resp.
uzly v, v,. To je spor, lebo podla predoslého je u,Au,. Preto rozklad U
nemoze obsahovat viac ako jednu triedu uzlov a je U# = {U,}.

Dokazme teraz platnost dalsich tvrdeni vety. Pretoze graf G obsahuje viac
ako dva uzly a plati podla predoslého uQv pre lubovolné dva uzly u, v grafu (7,

nemoéze graf (¢ obsahovat tak hranu, ktora by bola hranou kazdého linearneho
N\
faktora grafu. Lubovolna hrana z L patri preto do jadra ¢ a pretoze l'ubovolny

uzol z @ je incidentny s hranou z L, patri kazdy uzol z G do jadra @. Pretoze
pre Tubovolné dva uzly u == v z ( plati uQv, existuje v G taka cesta C spojujica
tieto dva uzly, ktora obsahuje len hrany vyskytujice sa aspon v jednom
linearnom faktore grafu G. PretoZe v G neexistuje hrana, ktora by bola hranou

kazdého linearneho faktora, cesta C je cestou tiez v grafe Ga jadro G je suvisly
graf. Tym je dokaz vety vykonany.

Vety 11 a 13 poukazuji na zaujimavi vlastnost relacie 4 v mnozine U,
uzlov grafu G obsahujticeho linearny faktor: v 'ubovolnej triede rozkladu U ¢
je relacia A relaciou ekvivalencie a ak A je v mnozine U, (s viac nez dvoma
uzlami) reldciou ekvivalencie, potom rozklad U¢ obsahuje jedind triedu;

Tfff = {Ug}.
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KR TEOPUN KOHEYHBIX T'PAD®OB
C JUHENHBIM MIIOKUTEJEM I

AHTOH ROIINT

BriBojnt

I3 craThe M3yualores 110BLIM METO/OM OCHOBIILIC CBOICTBA KOuCHibiX 'padoB co/CPHKANMAX
110 Kpaitieit Mepe opmy smieinniii MuosnrTenn. Iyers G — raxoil koneunsii rpag, B Ko-
TOPOM CYICCTBYCT 110 Kpaiineil Mepe ojimit jmneiinoiii MHouTe L L. OKpYKUOCTH (IYTh)
rpaga G 1aznbiBaCTCsl X-OKPYIKIOCTLIO (X-1IyTeM) OTHOCUTENLIIo L, ccam ni00as BepHIMHA
oKpyRHOCTH (yTH) Hinmjienra pedpy oxpyskuocTn (myrn), mpunajpieskanieil L. Jlokazn-
Bacrest, uTo modast oxpy:kiocts K rpada G, siBAsIonascs KOMIO3HIUICI JIBYX pasTuuIinix
Jmeineix Mitoarenci Ly, L, rpada G, ecTh &-0OKPYKHOCTL OTIOCHTENBLIO L, W TakmKe
®-OKRPYIKIIOCTL OTHOCHTENLHO Ly, JlokassiBacrest jlasiee UTo B TOM cjyuae, korja K — 1po-
M3BOABIASL X-OKPYKIIOCTE OTHOCATCILNO L, TO KOMIOBHINL ORPYKHocTH K ¥ amiciiioro
MITOKATEISE L SIBISICTCST JIMIeiiiniM MHOZHTCIICM rpada G. Iyern L, m Ly, — nsa nwo0uie

Junieitnnie MuoykuTean rpada G 1 nycrn I, m 11y — muomecrsa pedep rpada G, npmnajuie-
FKRAMUIX 110 Kpaiinell Mepe 0;(H0# x-0KPYKITOCTH OTIIOCUTE; b10 I,,, 1 COOTBCTCTBOUO &-ORPY K-

HOCTA OTHOCUTCILIO Ly TOrja IMCET MCCTO PaBeieTBO 1[,, = ]l;, 7. ¢. Mnosmecrso 11 pedep
rpada G, siBisronmxcs pedpaMy 1o Kpaineil Mepe 0,101 ®-OKPYEIOCTH OTIOCHTCILIO
onpejiedieiiio Buiopannoro Jmieiinoro Miuozxarens rpaga G, 1e 3aBUCHT 0T Bhiopa dToro
JIMILCHILOIO MILOJKUTC/ISI. L)'ro L03BOJISICT BBCCTH NOIGITHE syipa rpada: nojrpad rpada G

1

cojiepkanymii Bee pepa €iln KPOME TOI0 TOJLKO BEPUIMILI, MIIULLCHTILIC STHM peGpam,

nasoiBacerest syipoM rpaga G m 06031auacTesr CUMBOTIOM . JlokasuiBacres, uto G MOsKer

Obir, 1 1IyJICBbIM l‘pa(I)OM.
AN
,’[oua:n,mau)'r(:n crrejlyomye mpejuioMenms: ecJim G — HO}I\”I(‘B()I] Ipa(I) TO B (1 B(‘(‘l)la

CYNCCTBYCT JNTHCHILIL MIOHHITCD. ﬂ,LpOM nenyacBoro rpadga G CHYHUT caMm rpad G

JlioGoe pedpo € G caymur pedpoMd sjipa G, mom TMPHHAUICHKAT KOGKOMY JHIeinoMy Miro-
anTea1o rpada G, AR e TPUHQUICHNT NMRAKOMY JinciinoMy Miomnre o rpada G. LBeimn
pedpo I npunajicanr Gron G CYUeeTBY eT seiiinnii MItosKITe 1L, cojlepsrammi peopo h
I CYIECTBYCT TAIGKE JNCHILIL MIIOIKHTEN He cojlepsranuti pedpa h.

JloraspiBajorest caeyonme eBoiicTBa x-1y T B rpade G: uyernh Ly, Ly ABa IPOU3BOSILILLIE
Jnneiinsie Mpoxrean rpada G; o, 0 — ABe 1poasBoabiLie Bepuninn € G. Torpga B rpade G
CYIUCCTBYCT TAKON X-TIYTL OTHOCUTC/ILIO L,, ROTOPHIL COCHHISNCT BOPHIILL w, v TOLIA
. TOJILKO TORLA, KOJIA CYUICCTBYCT B G x-IYTH OTHOCUTCALIO Lg, KOTOPLIL COCHMIsICT
BCPIOMILL 1, v.

I pejMeroM jlanbieiiniero mecc/loBaniisn caysKar cooriomennst 2, A na MHOKCCTBE BCeX
pepmn rpadga G, OHPECIHICMBIC CJACHYIONUIM 00pasoM: Bepimuna u maxojurrest 3 rpage G
¢ BCPIIMUOI ¢ B COOTIOMICHNIL £ TOrjI@ M TOJLKO TOra, Korjla 1 = ¢, B Korjia B G cymect-
BYCT ITYTh, COCHMIATONUIL BePUITHLL ¢, ¢, KaAgoe pedpo KOTOPOro cayKmT pedpoM 1o
Kpadiicil Mepe ojinoro ameiinoro Minomaress rpada G; Bepunia u naxojnres B rpage G
¢ BCPHIMIOIL » B coornomenmt A Torjiia ¥ ToJLKO TOA, Kovjia u = r, Wil Kkorja B G ire
CYIICCTBYCT ®-1[YTH OTHOCHTCNLIO L (e L — NponsBoiabNLIL jmieiinniii MIIosuresn 1‘pa—
$a G), Koropuiii OB COCUAITSII BEPIMILL u, 7.

JloxkasniBaerest, uro coornomenue £ ccrh COOTIOMICHHNC HKBUBAJICHTHOCTH I IIO:—)T()My
MioseerBo U Beex Bepmmn rpada G MOMKNIO ¢JUINCTBEINHBIM C1I0CO00OM  Pa3IOKATL' Ha
wuacent sepunmt Uy, Uy, ..., Uy TaK, 4roGbl B BCPIIMHLE u, v NPHHAIGHKAI OANOMY
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H TOMY e Riacey Torja I ToJILKO TOrla, KOTr/la ol naxossress B coornouenun 2. Taroe
PasiIoKeHue MHOMKCCTBA 000311aU€0 CHMBOJIOM Uév’

JloraspiBaeTest ciyoniee ¢BoiicrTso coorTnoutenus A: B wobom ruaacce U; € UK: COOTIO-
nienne L1 ecth CoOTHOMEHNEe DRBIBA/ICHTIOCTH. OTCI0A CIICJACYT: CYIIECTBYCT OjU10 H TOJILKO
0,{H0  pas3IoKene U:; MitozeeTBa {7 1ra Kiaccnl BEPIUMI, JUISI KOTOPOI'O CIIPABC)L/IMBO
HPELIOKCHIC: JiBC JHO0OBIC BOPHUTHLL 17, ¢ HPHIAJVICHKAT OJUIOMY M TOMY e KJaccy pas-
JOoseNIL U Tori@ M rodnko Toria, KOra omit HaxosiTest OJ{IOBPCMEINIO B COOTHOUICHIH
Q1 B coornoumiensnt /A, Eeair cooriowenne A rpansuTaBIO B 1eJ0M MitoxkeeTse U i ecam U
COJICPIKIT GOBLIIC YCM [IBC BEPIITILG, To: (1) IMEeT MECTO paBenctBo Uf;f = {U¢}; (2) ;m}m/c\:

N

COACIRITT Bee Bepimint € U 5 (3) G eern eBsiannlii rpad 1 10oroMy 1 G cemh rpad) ¢Bs3iiblii.

EIN BEITRAG ZUR THEORIE
DER ENDLICHEN GRAPHEN MIT LINEAREN FAKTOREN [

ANTON KOTZIG
Zusammenfassung

In der Arbeit werden mittels einer neuen Methode die Grundeigenschaften endlicher
Graphen, die mindestens einen lincaren Faktor enthalten, behandelt. s sei ¢ ein solchier
endlicher Gravh, in welechen wenigstens ein linearer Faktor L existiert. Ein Kre's (resp.
Weg) des Graphen (¢ heifit x-Kreis (resp. «-Weg) beziiglich I, wenn folgendes gilt: Ein
beliebiger Knotenpunkt des Kreises (resp. des Weges) ist inzident mit der Kante des
Kreises (resp. des Weges), die zu L gehort. Folgendes wird bewiesen: Iin beliebiger
Kreis K des Graphen, der eine Komposition zweier verschiedener lienearer Faktoren L,
L, ist, ist x-Kre's bezliglich L, und ist auch x-Kre's beziiglich L, und weiter: Wenn K ein
beliebiger x-Kreis beziiglich L ist, dann ist die Komposition des Kreises K und des
linearen Faktor L auch ein linearer Faktor des Graphen @. Es seien L, L, zwei beliebige
lineare Faktoren des Graphen ¢ und es sei H,, resp. i » die Menge jener Kanten des
Graphen @, die mindestens zu einem «-Kreis beziiglich I, resp. beziiglich L, gehort.
Es gilt dann: f/I,, = H, oder: die Menge i jener Kanten des Graphen ¢, des Graphen
G, die Kanten wen'gstens eines «x-Kreises beziiglich eines fest gewihlten 1inearen
Faktors des Graphen ¢ sind, ist unabhingig von der Wahl des linearen Faktors. Diese
Tatsache ermoglicht es den Begriff des Kernes eines Graphen einzufithren. Ein Unter-
graph des Graphen ¢, der simtliche Kanten von H enthilt und auflerdem nur noch
Knotenpunkte, die dieser Kanten inzident sind, heilt Kern des Graphen ¢ und wird
in weiterem mit (,(r'\bezeichnet.

Es zeigt sich, dafl 6‘ auch ein Nullgraph sein kann. Folgendes wird bewiesen: Wenn (¢
kein Nullgraph ist, dann existiert in @ immer mindestens ein linearer Faktor; jedem
linearen Faktor des Graphen ¢ entspricht gerade ein linearer Faktor des Graphon/C\%' und
umgekehrt. Der Kern des Nichtnull-Kernes @ ist selbst der Graph a.

Es sei  ein Graph, der aus dem Graphen G (der mindestens einem linearen Faktor
enthilt) entsteht, wenn alle diejenigen Kanten aus G, die zu keinem linearen Faktor des
Graphen @ gehoren, entfernt werden.

Es wird folgendes bewiesen: eine Kante und nur solche Kante aus G gehort zu jedem
linearen Faktor des Graphen @, wenn sie eine einzige Kante einer Komponente des
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Graphen @ ist. Die Komponente des Graphen 8‘, die mehr als eine Kante enthilt und
nur solche Komponente, ist auch Komponente des Graphen é‘\ Ein beliebiger linearer
Faktor des Graphen ¢ ist auch linearer Faktor des Graphen & und umgekehrt.

Vom ~-Wege im Craphen (7 sind folgende Tatsache bewiesen: Ks seien L, I, zwei
beliebige Faktoren des Graphen (; 2, v zwei Knotenpunkte im G, dann gilt: Im Graphen G
existiert ein solcher n-Weg beziglich L,, der die Knotenpunkte u, v verbindet, gerade
dann, wenn im Graphen (f cin solcher x-Weg hezuglich L, existiert, der die Knotenpunkte w,
v verbindet.

Gregenstand der weiteren Untersuchungen sind die Relationen Q, A in der Menge aller
Knotenpunkte des CGiraphen ¢, folgendermafien definiert: Der Knotenpunkt w ist im
Graphen ¢ in der Relation 2 mit dem Knotenpunkte » genau dann. wenn entweder
u == v, oder wenn im Graphen (7 ein Weg existiert, der die Knotenpunkte u, v verbin-
det, dessen jede Kante mindestens zu einem linearen Faktor des Craphen G gehort.
Der Knotenpunkt « ist i Graphen (¢ in der Relation 4 mit v genau dann, wenn entweder
w = v, oder wenn im CGraphen (¢ kein v-Weg beziiglich L existiert (/. ist ein beliebiger
lincarer Falktor), der die Knotenpunkte «, » verbindet. Es wird bewiesen, daf§ die Rela-
tion Q cine Acquivalenzrelation ist und deshalb kann man die Menge U, aller Knoten-
punkte des Graphen ¢ auf eine einzige Art in Knotenpunkteklassen Uy, ..., U, zerlegen,
und zwar so, d} zwei Knotenpunkte w, » nur dann in dieselbe Klasse gehoren, wenn
sic in der Relation 2 sind. Eine solche Zerlegung der Menge U; bezeichnen wir mit Uf.
Von der Relation /1 sind folgende Tatsache bewicsen: In einer beliebigen Klasse U; € U;,:
ist die Relation A4 Aequivalenzrelation. Folgendes geht daraus hervor: s existiert genau
cine Zerlegung Uf; der Menge U; in Knotenpunkteklassen, so daf folgendes gilt: Beliebige
zwei Knotenpunkte u, v gehoren in dieselbe Klasse aus U :" genau dann, wenn sie sowohl
in Relation Q, als auch in Relation A sind. Wenn die Relation A in der ganzen Menge U g -
transitiv ist und die Menge U, mehr als zwei Knotenpunkte enthilt, gilt folgendes:
(1) Ug = {U¢}; (2) der Kern (?cntyhéiv]t alle Knotenpunkte von Uy; (3) 6is’c ein zusam-
menhiingender Graph und daher ist auch ¢ zusammenhingend.

91



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:43:00+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




