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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 2-1959

O BIKOMPAKTNYCH
TOTALNE NEKOMUTATIVNYCH POLOGRUPACH

FRANTISEK KRNAN, Bratislava

Pologrupu S nazyvame topologickou, ak mnozina jej prvkov tvori topolo-
gicky priestor a opericia nasobenia je v tejto topoldgii spojitda. Ak tento
topologicky priestor je bikompaktny a Hausdorffov, hovorime, Ze pologrupa
je bikompaktna a Hausdorffova. V celej praci sa pojednava len o topologickych
Hausdorffovych bikompaktnych pologrupach. Kvéli kratsiemu vyjadrovaniu
budeme hovorit stru¢ne: pologrupa S, namiesto Hausdorffova bikompaktnd
pologrupa S.

Zapis A CS znamena vizdy, ze mnozina A je vlastnou podmnozinou mnc-
ziny S na rozdiel od zapisu 4 € 8, ktory pripasta 4 = S. Symbol 4 znamend
uzaver mnoziny 4.

Pre pohodlie ¢itatela pripomenieme niekolko znamych poznatkov, ktoré
v dalsich tvahéach pouzivame. (Podrobné dokazy pozri v [4].)

Hovorime, ze prvok a € 8 patri k idempotentu ¢, , ak ¢, je jedinym idempo-
tentom € A = {a, a2, ... }. Kazdy prvok a € S patri k jednému a len k jednému
idempotentu. Stihrn vSetkych prvkov €58, ktoré patria k idempotentu e,
ozna¢ime znakom K . Plati 8 = u K,. Mnoziny K, s disjunktné a kazda
z nich obsahuje ako podmnozinu isti maximalnu uzavrett grupu G, ktord
ma e, za jednotkovy prvok; G, € K, . Ak a € K, e, € K, potom ae, = ¢,a.
Vo vieobecnom nekomutativnom pripade mnoziny K, nie st nutne pologrupy.

Cielom préace je ukdzat, ako sa vysledky prace [1] prenasaji na Hausdorffove
bikompaktné pologrupy.

Najprv pojedname vieobecne o totalne nekomutativnych pologrupach.

Hausdorffovu bikompaktnti pologrupu S nazveme totalne nekomutativ-
nou, ak:

1. obsahuje aspoil dva idempotenty,

2. pre kazdé dva rozne idempotenty e, %= ¢; je e.e; = eye,.

Totalne nekomutativna pologrupa nemd ani nulovy ani jednotkovy prvok.
Sudin idempotentov nemusi byt idempotent. Tak napr. v praci [6] je uvedeny
na str. 188 priklad koneé¢nej totalne nekomutativnej pologrupy, v ktorej sucin
niektorych idempotentov nie je idempotent. Rovnako ako v praci [1] (pozri
lemmu 1) sa vSak dokaze, ze ak nidhodou e,e; = ¢;, potom je e;.e, = e,.
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Nazov totdlne nekomutativna pologrupa je odévodneny touto vetou:

Veta 1. Centrum totdlne nekomutativnej pologrupy S je prdzdna mnoZina.

Dokaz. Vetu dokdZzeme nepriamo. Predpokladajme, %e centrum Z je ne-
prazdne a Ze teda existuje taky prvok c € Z €8, Ze pre kazdé x € S je xc = cx.
Uplnou indukciou z toho vyplyva, 7e aj C = {c, ¢% ...} S Z. DokdZeme naj-
prv. Ze z nasho predpokladu vyplyva, %e aj (' € Z.

Predpokladajme. Ze existuje taky prvok ¢ € €, ktory nepadne do Z. Potom
existuje taky prvok a, €8, Ze &z, 4= a,¢. Vzhladom na predpoklad, Ze polo-
grupa S je Hausdorffova, existuja také okolia U(Sx,), U(ayl) prvkov Cay, @y,
ze

U(Sxy) n Ugl) = 0. (1)

Zo spojitosti ndsobenia vyplyva dalej existencia takych okoli U,(x,),
U1Q), Usly) Ugfe). e Q L
Uy(wo) Uy(Q) & UleS), 2)
Uy(Q) Uylw,y) € U(L,). B
Nech
U(x,y) € Uyl(y) N Uy(,), 3
U() € T42) 0 Uyld). )
Z (2) a (3) dostavame
U(w,) U() € U(o0), )
U(8) U(x) € U(Cxy).

Pretoze ¢ € (', obsahuje kazdé okolie prvku ¢ nejaky prvok leziaci v C.
K né&mu okoliu U({) existuje teda také prirodzené &islo k, ze c* € U(C).
Podla (4) dostavame:

zoct € U(a,y) U(L) € U(ay0),

ctay € U(C) U(2) & U(Co).
Pretoze prvok ¢* je zdmenny s kazdym prvkom € S, mame:
xoc* = cfx,, teda  ayct € U(xyl) n U(lay).

To je spor so vztahom (1). Dokéazali sme, %e z predpokladu ¢ € Z vyplyva C € Z.
Oznadéme jediny idempotent leziaci v €' znakom e,. V pologrupe S existuje
vsak aj dalsf idempotent e. PretoZe e, lezi v centre pologrupy S, plati e,e = ee,.
To je v rozpore s predpokladom, Ze S je totdlne nekomutativna pologrupa.
Predpoklad Z = ¢ je teda nespravny. Preto je Z = (.

Veta 2. Ka#dd mnoZina K, totdlne nekomutativnej pologrupy S je pologrupa.

Doékaz. Nech a € K, b€ K,. Mame dokazat, Ze ab € K,. Predpokladajme,
ze ab patri k idempotentu e, t. j. e, je jediny idempotent leZiaci v mnozine
C = {(ab), (ab)?, ... }. Utvorme sidiny e,e,, ¢ e, a predpokladajme, Ze e,e, 4
= e,e,. Potom existuji také okolia prvkov e,e,, e,e,, Ze

Uleze,) n Ule,e,) = @. (9)
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Zo spojitosti nasobenia plynie opit existencia takych okoli U,(e,), U,(e,),
Uy(e,), Usgle,), ze

Usle,) Uyle) € Ule, ) (10)
Nech

Ule,) € Uile,) n Uyle,),

Ule,) € Uy(e,) 0 Uyle,). (
Z (10) a (11) vyplyva:

Ue,) Ule,) € Uleye,), )

Ule,) Ule,) S Ule, ). (12)
Pretoze e, lezi v uzdvere mnoziny C' = {(ab), (ab)?, ...}, obsahuje kazdé

okolie prvk{l e, nejaky prvok € C. K nasmu okoliu Ul(e,) existuje teda také
prirodzené ¢islo s, Ze (ab)* € U (e,). Podla (12) méame potom

e (ab) € Ule,) Ule,) C Uleye,),
(ab)e, € Ue,) Ule,) & Ule,e,).

.Av.isak e, a = aey,, e,b = be,, teda
e (ab) (ab) . .. (ab) = (ab) (ab) ... (ab)e,,

s — dinitelov § — Cinitelov

t. j.
e (ab) € Uese,) N Ule,e,).

To je v rozpore s (9). Na§ predpoklad je teda nespravny, a preto e.e, = e e,.
Vzhladom na totdlnu nekomutativnost pologrupy S vyplyva z tohto vztahu
¢, = e,, t. j., ab patri k idempotentu ¢,, teda ab € K, ¢. b. t. d.

Veta 3. KaZdd mnofina K, totdlne nekomutativnej pologrupy S je uzavretd.

Doékaz. Je zname (pozri [4], lemma 9), Ze ak e, € K, a mnozina K, nie je
uzavretd, potom K, obsahuje aspoil jeden dalsi idempotent e, = e,. Ak
e, € K,, potom (pozri [4] lemma 11) plati e, = e s = ¢g¢,. Keby mnozina K,
nebola uzavreta, mali by sme spor s predpokladom, Ze pologrupa S je totalne
nekomutativna. Teda kazda mnozZina K, je uzavreta.

Veta 4. Kazdy obojstranny idedl J totdlne nekomutativnej pologrupy S obsa-
huje vetky idempotenty € 8.

Doékaz. Je zndme (pozri [5], veta 2), Ze kazda Hausdorffova bikompaktn4
pologrupa § m4a jediny minimalny obojstranny ideal N, ktory je bikompaktny
(v relativnej topoldgii). Stadi preto, ak dokazeme, Ze kazdy idempotent € S
lezi v N. Bikompaktnd mnoZina N obsahuje aspon jeden idempotent. Oznatme
ho ¢,; e, € N. Ak N = 8, nemdme ¢o dokazovat. Nech N = S. Predpokladajme,
Ze existuje aspon jeden idempotent e € S — N. Utvorme suéin ee, = p. Zrejme
plati

p=e, €ESNCEN.
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Teda je -
P={ppp’...} SN a PEN=N.

Mnozina P obsahuje jediny idempotent, ozna¢me ho e,. Tvrdim ee; = e,
Dokéazeme to nepriamo. Keby platilo ee; = e,, existovali by disjunktné okolia
prvkov ee;, e,, t. ].

Uleey) n Uy(ey) = 0. (a)

Zo spojitosti nasobenia plynie existencia takych okoli Ufe), Use,), ze

Ak

-potom tym skor je

U(e)\U(el,) N Ule;) = 0. (b)

Aviak ¢, € P, preto existuje také prirodzené &islo k, Ze p* = (ce,)' € Ule,).
Zrejme je e(ee )" € Ue) Ul(e,). Avsak e(ee,)f = (ee,)t, teda

(ee, )t € Ule) Uley) n Uley).

To je v rozpore so vztahom (b). Preto je ce, = e,. Z rovnice ee; = ¢, vyplyva
(pozri [1]. lemma 1), Ze
e=-¢c,e€ NSCN.

To je spor s predpokladom e € S — N. Tym je dokazané, Ze mnozina S — N
neobsahuje ziadny idempotent. Teda IV obsahuje mnozinu £ vsetkych idempo-
tentov pologrupy S, ¢. b. t. d.

Yeta 5. Zjednotenie vsetkijch maximdlnych grip totdlne nekomutativne) polo-
grupy S je N. Maximdine grupy si navzdjom izomorfné.

Dokaz. Je zndme (pozri [5] veta 4L a 4R), Ze pre kazdy idempotent ¢ € N
je Ne (resp. eN) minimdlny Tavy (resp. pravy) ideal z S. Dalej je zndme, ze
v pologrupe, ktord ma aspon jeden minimalny lavy a aspon jeden minimalny
pravy idedl, existuje minimédlny obojstranny idedl N a tento je zjednotenim
disjunktnych izomorfnych uzavretych grap. Ak S je totalne nekomutativna
pologrupa, lezi podla vety 4 kazdy jej idempotent v idedle N. V ddsledku toho
plati pre kazdd maximalnu grupu ¢, vztah ¢/, € N. Pretoze S nemé Zziadne
iné maximalne grupy, je zjednotenie vietkych maximalnych grip (v totalne
nekomutativnej pologrupe) mnozina N a vsetky tieto grupy st izomorfné.
Tym je veta 5 dokdzana.

Nasledujtce priklady slizia na ilustraciu odvodenych viet.

Priklad 1. Nech S je pologrupa komplexnych ¢éisel z =pe's, pre ktoré
0o < r =|z| = 1. Topolégia nech je obycajna topolégia v komplexnej rovine.
Nésobenie nech je definované takto: z; O z, = g, €71 O g, €2 = g, e/(v1+ 92, To je
totdlne nekomutativna pologrupa. (Pritom je tdto pologrupa zrejme neperio-
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dickd.) Idempotentmi su vSetky realne ¢isla o € (r, 1. Pre kazdy idempo-
tent p je SoS =8, preto N = n SQS = 8 (pozri [5], veta 2). Pre lkazdy

idempotent p € N je L = Np = /V = N, t. j. jediny minimalny lavy ideal
pologrupy S je cela pologrupa. Minimalne pravé idealy pologrupy S st mnoziny
R,=0oN = {z|lz]=yp}. Teda je R,-= K, = (G,. Maximilne grupy @, si
vzajomne izomorfné. (Poznamenavam, Ze predpoklad r > 0 je nutny, aby
nasobenie bolo asociativne, teda aby S bola pologrupa.)

Priklad 2. Nech S je pologrupa komplexnych ¢&isel z, pre ktoré
1 =|z| = 1. Topoligia nech je obycajna topolégia v komplexnej rovine.
Nasobenie nech je definované takto: z; O z, == p, €¥1 () g, €% = min (p,, 3) e'@1+92),
To je totalne nckomutativna (neperiodickd) pologrupa. Idempotentmi st
realne cisla p € ¢}, 3>, Pre kaidy idempotent ¢ je SoS = {z |} =|z| =
=< 4} = N. Pre kazdy idempotent o je L = No=N =S8, t.j. N je je-
diny minimdlny favy ideal pologrupy S. KedZe R, = oN = {z||z! = p},
st mnoziny E, minimdlne pravé idedly pologrupy S. Pre o€z, §) je
R,=K,=0G, pre p=1jec ry = (7 = {z|]|z|= %}#:K%:{z <=z =15
Plati N = u G,. Maximalne grupy (¢, st vzdjomne izomorfné. (Viimnime si
vyslovne, (%éVS je totalne nekomutativna pologrupa, v ktorej N =+ §.)

Priklad 3. Nech prvkami pologrupy S st dvojice realnych disel (x, y);
0 =2 =14, 0=y =1. Topolégia nech je obydajnd topolégia v rovine.
Nésobenie nech je definované takto: (x;, ¥;) © (%, ¥,) = 2,75, ¥,). Toto je
totalne nekomutativna pologrupa. MnoZina idempotentov je E = {(0, y);
0 =y = 1}. Pre kazdy idempotent e, = (0, y) je Se, S = K, preto N =
= n]vSeyS = l. Pre kazdy idempotent ¢, je R, —=e, N =(0,y)E =FE =N,
t. JJ jediny minimalny pravy ideal pologrupy S je N = E. Minimélne lavé
idealy pologrupy S st mnoziny L, = N(0, y) = K(0,y) = {(0, )} = {e,} =G,.
Plati N = u G,; to je disjunktné zjednotenie jednoprvkovych maximélnych
grup.

Teraz dokazeme dve vety o maximalnych obojstrannych idealoch, ktoré nam
umoznia dokazat vety 8 a 9. Tieto vety podrobnejsie objastiuji Struktiru
totalne nekomutativnych pologrip.

Obojstranny ideal J sa nazyva maximalny, ak neexistuje obojstranny ideal.J’
spliujici vztah J CJ'CS.

Znamy je tento vysledok (pozri [3], veta 1): Kazdy vlastny obojstranny
ideal bikompaktnej pologrupy 8 je obsaZzeny v nejakom maximalnom vlastnom

obojstrannom idedli. Kazdy vlastny obojstranny maximalny ideal je otvoreny.

Dokazeme najprv tuto vetu:

Veta 6. Nech S je lotdlne nekomutativna bikompakind pologrupa. Pre kaZdy
jej maximalny obojstrannyj idedl J plati S2€J

Dokaz. V préci [3] je dokdzand tito veta: Ak 8§ je bikompaktnd polo-

105



grupa a mnozina jej idempotentov je obsazend v nejakom jej obojstran-
nom vlastnom ideali J, potom S*CS.J. V pripade totdlne nekomutativnej
pologrupy je £ S N (veta 4). Teda mnozina E je tym skor obsazend v kaz-
dom obojstrannom maximalnom ideali J a v désledku toho je spravne tvr-
denie vety 6. (Pozri analogicky vysledok v [1], lemma 2.)
Veta 7. Nech v totdlne nekomutativnej pologrupe S je S — S? &= (J; potom
kaXdy jej maximdlny obojstranny idedl ma tvar J, =S — {a}, kde a € S — S2.
Dokaz. Nech 4 je lubovolna mnozina obsazena v § — S2.
Plati:
S2ud)=8uS4c8uS2cS2u4d,
(S2ud)S=8uAdAScSS2uScSu4d.

Teda S2uU A je obojstranny idedl pologrupy S. Ak ku mnoZine 82 priddme
vietky prvky mnoziny S — §? okrem jedného prvku, dostdvame zrejme
maximalny ideal z S. Kedze v totalne nekomutativnej pologrupe lezi (podla
vety 6) 82 v kazdom maximalnom obojstrannom idedli, dostavame takto
v pripade totalne nekomutativnej pologrupy, v8etky maximalne obojstranné
idealy z S.

Dosledok vety 7. Ak v totdalne nekomutativnej pologrupe je S — S == (),
potom prenik vietkiych maximdlnych obojstrannych idedlov pologrupy S je S

Yeta 8. Nech S je totdlne nekomutativna pologrupa. Polom S = S2 viedy a len
vtedy, ak S = N (t. 7. ak S je jednoduchd pologrupa).

Doékaz. 1. Ak N = 8, zo vztahu S2CS by vyplyvalo S2C N. To viak nie
je mozné, lebo podla definicie lezi N v kazdom obojstrannom ideéli z S (Spe-
cialne N C 82). Teda S2 = &. '

2. Ak N c S, obsahuje § nejaky maximalny obojstranny ideal J. Pritom
je NS.JCS. Podla vety 6 je S2CJ a teda S*CS, t.j. 824 8. Tym je
veta 8 tplne dokazana.

Veta 9. Nech S je lomlne nekomumtwncc pologrupa, N jej minimdlny oboj-
stranny idedl, potom N = n S

n=1 '
Dékaz. Utvorme nerasticu postupnost obojstrannych idedlov:

S282282 ...

Kazdy z tychto idedlov obsahuje (pod]a vety 4) mnozinu E vietkych idempo-

tentov pologrupy S.Teda je (§ &+ E S n S*. Ozna¢me T = n S=. T je neprazdny

n=1 n=1
uzavrety obojstranny ideal pologrupy S (lebo S» st uzavreté obojstranné
idealy). Teda je 7' v relativnej topoldgii bikompaktna (totalne nekomutativna)
pologrupa a plati N €T S 8. Je zname (pozri [7], veta 1), Ze v kazdej bikom-
paktnej pologrupe je 72 =T. Kedze T' = 1%, je podla vety 8 v nasom pripade
T jednoduché pologrupa, ktora neobsahuje Ziadny vlastny obojstranny pod-
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idedl z 7'. AvSak obojstranny ideal N pologrupy S je tym skor obojstranny ideal
pologrupy T. Zo vztahu N €T vyplyva teda nevyhnutne N =T t. j. N =
=nA:, 6 bt d

n=1
Pozndmka. Vyznam vety 9 mozno si dobre ozrejmit na prikladoch 1—3,

V priklade 1 je 82 = S. V priklade 2 je N = §2. V priklade 3 je S§* 4= S#t1

o0
pre kazdé prirodzené ¢islo n a B = N = n S~
n=1
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O BITOJANE HERKOMMYTATHUBHBIX
BIHKOMITARTHBIN HOJYVIPYITITAX

OPAHTIHIIER RPHAT

BuiBojnt

Xa}'('ll()p(blbﬂny OMKOMIAKRTHYIO HOAYIrpynuy § nasuBacM BUOJHC HCKOMMYTATHBIOI,
ecart: 1. Ona cojepskur 1o Kpaiineit Mepe jiBa jieMmiorenTa, 2. st jByx 006X mjieM-
TOTCITOB € 3= €3 HMeCT MCCTO €563 7= ¢ye,. Ileanio vroil padorit siBiasercs meciejloBaline
CTPYKTYPHI TARHX HOJYLIPYIII.

B padoTe ;loKasbiBAIOTCSL CHCIYIONIMC TCOPEMb :

a) IleuTpoM Taroil MOJYTPYIILL SABISCTCSL IYCTOC MHOKCCTBO.

6) MioskecTBO BCeX DJICMCHTOB, NPHIlICKANUNIX K QHKCHPOBAHIIOMY MW/CMIOTCHTY ¢,
(B eMbic1e padornt [4]) saMinyTas 1oJyrpyia.

B) MimnmMa:ipuniii jBycropounnii mjican N moayrpymin S cojepiKIT Bee WICMIOTCHTH
noayrpynnsl S. MuomeerBo N SIBIsHETCsl cOeJUIICHHECM BeeX (MEHep eceRalonixes) MaKken-
MaJILHLIX TPYHI 10y rpy it S, (Bee 9TH rpyninl moMop@inie TOH0. 101 YUCCRIIE TPYHITH ).

o0

1) limMeer mMecto paBencTBo N =1 S, B uacTHocTH S = S2 TOr/1a 1 TOJBKO TOIjia ec/m

S SIBSICTCST 1TPOCTOIT MOJAYIPYHITON ;lsele HY IS

) Eeam S — 82 &= 0, 1o juist noboro JBYCTOPONIICTO Jjicasia ] MMeeT MCCTO COOTHONICHTC
§2 CJ, BYACTHOCTH KaE/(blii MAKCHMAJILUBIL JIBY CTOpORIi mean umeer BujiJ, = S — {a}
Kne a €.5 — 52,

ON TOTALY NON-COMMUTATIVE
BICOMPACT SEMIGROUPS

FRANTISEK KRNAN
Summary

A Hausdorff bicompact semigroup S is called totally non-commutative if: 1. it has at
least two idempotents, 2. for every couple of idempotents e, #- ¢y we have e,ey == eye, .

The purpose of this paper is to study the structure of such seinigroups. The following
theorems are proved:

a) The center of S is empty.

b) The set of all elements belonging to a fixed chosen indempotent (in the sense of the
paper [4]) is a closed semigroup.

¢) The minimal two-sided ideal N of S contains all idempotents € .S. Hence the sct N
is a class sum of mutually disjoint maximal groups, which are therfore isomorphic
together.

d) We have N = 2 S't; especially S == S? holds if and only if S is a simple semigroup

n=1
(without zero).

e) If S — S? = ¢, then for every two-sided ideal J we have S% C.J and every maximal
two-sided ideal of S is of the form.J, = S — {a}; a €S — S
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