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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 2-1959

NEROVNOVAZNE KONCENTRACIE ELEKTRONOV
A DIER NEHOMOGENNYCH POLOVODICOCH
SO ZMIESANOU VODIVOSTOU

JULIUS KREMPASKY, Bratislava

Uvod

V préci [1] sa riesi problém rozloZenia stacionarnej koncentracie elektronov,
resp. dier v nehomogénnom polovodidi s jednym typom vodivosti v bezprido-
vom stave i za pritomnosti vonkajsieho elektrického pola. Ukazalo sa, Ze
v tychto pripadoch st i pri pomerne velkej nehomogenite a silnych elektrickych
poliach odchylky od rovnovazuych koncentracii nepatrné.

V tejto praci budeme riesit problém stacionarneho rozlozenia koncentracif
nosi¢ov naboja v polovodi¢och so zmiesanou vodivostou. Pretoze problém rov-
novazneho rozloZenia v bezpridovom stave sa riesi v pracach [2], [3], zame-
riame sa len na pripad nehomogénneho polovodiéa vo vonkajSom elektrickom
polit).

Problém, ktory sa v tejto praci riesi, je jednak ommnoho realnejsi jednak
omnoho zaujimavej$i nez problém polovodita s jednym typom vodivosti,
pretoze v polovodidi so zmiesanou vodivostou vznika cely rad efektov pod-
mienenych prave existenciou nosi¢ov naboja obidvoch znamienok, napr.
rekombinacia, vzajomné kompenzovanie nabojov atd. AvSak prave pre tieto
efekty je tento problém matematicky omnoho zlozitejsi a vo vSeobecnom
pripade sa beZnymi funkciami vébec neda riesit. Nevyhnutne budeme preto
musiet zaviest niektoré zjednoduSujice predpoklady, ktoré zapridinia, Ze
kvantitativne zhodnotenie efektov bude spolahlive len v §pecialnych pripadoch,
avsak nebudd mat vplyv na spravnost odvodenych kvalitativnych zaverov.

Podobne ako v praci [1] budeme aj tu nazyvat zakladnymi koncentraciami
tie koncentracie elektrénov a dier, ktoré by zodpovedali tepelnej rovnovahe,
keby nebolo diftizie a nerovnovaznymi tie, ktoré charakterizuji stacionarny

stav vo vzorke polovodi¢a umiestneného v elektrickom poli. Taziskom prace

1) V uvedenych pracach sa diastodne riesi aj tento problém, avsak len so zameranim na
polovodide s lokalizovanou bariérou (p—n prechodom). Jej vysledky nemozno prakticky
na polovodide s pozvolnou nehomogenitou aplikovat, pretoZe niektoré predpoklady,
ktoré uvedeni autori pouZivaja, nie st pre mierne nehomogenity splnené (pozri napr. [4]).
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mé byt rieSenie problému, do akej miery méze nehomogenita vzorky, nadobud-
nutd pri jej vyrobe, ovplyvnit najdélezitejsie jej charakteristiky napr. vodivost,
odpor atd.

1. Zakladné prepoklady a rovnice

Z prac [5], [6], [7] vyplyva, Ze gradient atémov neéistoty, resp. primesi vo
vzorkach polovodi¢ov, pripravenych tahanim z taveniny alebo zénovou
tavbou, ma& exponencialny charakter. V najjednoduchSsom pripade mézeme
koncentraciu primesnych atémov vyjadrit vztahom

N(z) = N, e, (1,1)

kde x je stradnica v ose vzorky. V reze (y, z) budeme vzorku povazovat za
homogénnu. Ak je vzorka pripravovana zénovou tavbou tak, Ze sa atémy
primesi daji iba do prvej rozta\venej z6ny (alebo aj v pripade, Ze pred zénovou
tavbou mé vzorka konstantni priemerni koncentriciu atémov nedistoty),
je exponent a rovny podielu segregacnej konstanty k a dlzky roztavenej zény I.
Podla [8], [9], [10] maju napr. v germaniu v8etky prvky okrem béru £k < 1,

M . 1 Ay f SR
takze pril ~ 1 a z < - mozeme pisat priblizne

k
+ Tm

e zli—]lc—leiax

a pre koncentraciu primesnych atémov, resp. atémov necdistoty
N(x) = Ny(1 + azx). (1,2)

Nevzdialime sa preto velmi od skutoénosti, ak budeme predpokladat rozlozZenie
koncentracie atémov primesi, resp. nedistoty podla vztahu (1,2). Aby sme
sa vyhli neobydajne zlozitym zjavom na kontaktoch [11], budeme pred-
pokladat, Ze nehomogenita je len v intervale 0 < x < I, kym napravo aj
nalavo od tejto oblasti budeme povazovat vzorku za homogénnu. S ohladom
na jednoduché okrajové podmienky budeme preto od vzorky pozadovat, aby
jej koncentracia primesnych atémov, resp. atémov nedistoty bola uréena
vztahmi
pre

r€{(—o00,0) N(x)= N,,

x €0,1 N(z) = Ny(1 4+ ax), (1,3)

x €, o) N(x) = Ny(1 + al) = N,.

Dalsie ivahy bud6 platit aj pre pripad, e N znadi koncentraciu inych
portch (napr. Frenkelovych, resp. Schottkyho porich) podmienujicich dono-
rové, resp. akceptorové hladiny. KedZe v polovodi¢och nehomogénne znediste-
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nych prakticky nemozno realizovat vlastny polovodi¢, budeme sa v dalsom
zaoberat len vzorkami polovodi¢ov s prevazujicou elektrénovou vodivostou.
(Pre polovodi¢ typu p boli by uvahy analogické.)

Pre nerovnovazne koncentracie elektrénov a dier v polovodi¢och s uvazenim
rekombinacii a generacii vSetkych druhov platia rovnice (pozri napr. [12])

. e kyy + kyn

divE = —ny —ny — Ny —— 2 1371
€ ( : ! ? kgy 4 kog + kygny + kgang T

+N,- ky + kyn, )

kyy 4 kog + kgny + kpng |

(1,4a)
uy, div (Fen, , E — kT grad n, ,) = edn, (1,4b)

A kg gy — leyghsamymy
On = by — kg + Ny ksy + koy + kigng + keggmy

feyakoy — kykgonin
N o M L s 1,4¢
+ e kyy + koy 4 kygny - kyon, ( )

kde n, — koncentracia elektrénov vo vodivostnom pasme,

n, — koncentracia dier vo valenénom pasme,

N, — koncentriacia akceptorovych hladin,

N, — koncentracia donorovych hladin,

E — intenzita elektrického pola (stiéet intenzity vntatorného a vonkajsieho

elektrického pola),

u, 5 — pohyblivost elektrénu, resp. diery,

k;; — kinetické koeficienty prechodov zo stavu ¢ do stavu j,
e — naboj elektréonu (e = 1,6 . 10719 AS),

k — Bolzmannova konStanta (k¢ = 1,38 . 1073 joule grad—1),
¢ — dielektricka konstanta prostredia,

T — absoliatna teplota.

V tepelnej rovnovahe musi sa podet prechodov zo stavu ¢ do stavu j rovnat
poétu prechodov zo stavu j do <. Z predpokladu, Ze prechody 2—3, 2—4, 3—1
a 4—1 maja charakter monomolekularny a prechody 1—2, 1—3, 1—4, 3—2,

3—4,4—2 a 4—3 charakter bimolekularny, dostaneme pre kinetické koeficienty
vztahy:

L . N (L Tl VA N L S

by, by ny ky Ny — nj 15
LV S P10 R N
kaz_N:x“ng, ky ny ’ wowe e

Kinetické koeficienty k,4 a k,; kladieme ako rovné nule, pretoze elektrény
na donorovych, resp. diery na akceptorovych hladinach st prakticky nepohyb-
livé. Symbolmi »? sme oznadili rovnovazne koncentracie elektrénov a dier
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vo vodivostnom, valenénom pasme, resp. na donorovych a akeeptorovych
hladinach. Za nezdvislé kinetické koeficienty volime kyy, kyy, ki, kg & kyy,
pretoze ich mozno vyjadrit vztahmi

kyy = oy Y07 + 03, kyy = 01301, (1,6)

ki = 01421, kyy = 0574, kyy = 04505, ’

kde v, a v, znacia strednt tepelni rychlost elektrénu, resp. diery a o, prislusné
uc¢inné prierezy rekombinacie alebo zachytu. Pre jednoduchost budeme dalej
uvazovat vo vzorke len donorové hladiny, t. j. polozime N, = 0 a N, = N(x).
O nich budeme predpokladat, Ze st ionizované alebo tplne, alebo len ¢iastoéne.

2. Polovedi¢ s uplne ionizovanymi donorovymi
hladinami

Fakt, Ze donorové hladiny st uplne ionizované, mézeme matematicky vy-
jadrit tym, Ze polozime k,, = k;,, = 0. Vyplyva to z podmienky, ze pocet dier
prechadzajicich z donorovych hladin do valenéného pasma v, = kyyn,, (7,
zna¢i koncentraciu ionizovanych donorovych hladin) a podet elektrénov pre-
chadzajucich z vodivostného pasma na donorové hladiny v, = k;,~,n, ma sa
rovnat nule. Na zaklade toho z rovnice (1,4a) ihned vyplyva

divE — .: (ny — ny + N). (2,1)

Tato podmienka je v germéniu a kremiku splnena prakticky uz pri izbovych
teplotach.
Zo zakona o posobeni hmot pre rovnovazne koncentracie elektrénov a dier

vyplyva

ning = ni = {(T). (2,2)
Okrem toho v tepelnej rovnovahe musi platit?)
n) =nd + N, (2,3)
z ¢oho na zaklade (2,2) dostaneme
wy = o [V 4nf + V), (2:4a)
w =y [N+ da7 — ], (2.40)

%) Tato podmienka by v skutoénosti platila v nehomogénnom polovodiéi len v pripade,
Ze by nejestvovala difuzia. Difazia spdsobi, Ze rovnovazine koncentricie sa lisia od
zakladnych, avdak pokial nechomogenity nie st velké, su tieto odehylky podla [2], [3]
nepatrné, takie zdkladné a rovnovéine koncentricie moéZeme povaZzovat za zhodné.
Tym fakticky zanedbavame aj priestorovy naboj, ktory sa difaziou v polovodiéi vytvori.
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Pri izbovej teplote je pre germéanium n, = 3. 10" cm~3. Keby bolo N < 2n,,
vplyv nehomogenity by sa vObec neprejavil. Pre nas ddlezity pripad je teda, ak
N> 2n,. (2,5)

2

/ D
V tom pripade mozeme funkeciu JN2 + 4n? = N l/l + (%l?) rozvinut do

)

4
Taylorovho radu a zanedbat ¢leny tmerné (gn‘) . Tak dostaneme

N
n?
n(l) = N + W‘ ’ (2,6&)
n

Riesenie rovnic (1,4) dalej zjednodusime predpokladom, Ze intenzita elek-
trického pola vo vnutri polovodiéa je konstantna. t. j. div E = 0. Ak je inten-
zita vonkajsieho elektrického pola konstantna, ¢o ako samozrejmé predpokla-
dame, ziada tato podmienka, aby aj intenzita elektrického pola vo vzorke
pred vloZenim do elektrického vonkajsieho pola bola konstantnia. Tato po-
ziadavka predpokladd, Ze vo vnutri polovodi¢a pred pripojenim vonkajsieho
napitia je priestorovy naboj sposobeny diftziou volnych nosi¢ov néboja
z miest o viésej ich koncentracii do miest s nizsou koncentraciou kompenzo-
vany nabojmi opac¢ného znamienka. S touto podmienkou, charakteristickou
pre malé nehomogenity, sa stretivame v celom rade prac s pribuznou proble-
matikou (pozri napr. [13—17]). Mott v praci [18] pouziva tito podmienku
s uspechom pri rieSeni usmernovacieho efektu na styku polovodi¢a a kovu,
kde ide o pomerne velké gradienty koncentracii. Je vsak isté, ze ¢im viac
prevazuje koncentracia nosi¢ov jedného typu nad druhym, tym je ten pred-
poklad tazsie splnitelny (nakoniec by totiz ani vSetky minoritné nosi¢e naboja
nestadili kompenzovat priestorovy naboj spoésobeny diftiziou majoritnych?
nosi¢ov naboja). Preto vysledky tejto prace budi na rozdiel od [1] aplikovatelné
na polovodice, v ktorych koncentracia nabojov jedného znamienka neprevy-
Suje prilis koncentraciu nabojov opa¢ného znamienka. Blizsie o tomto pred-
poklade pojedname v pripravovanej praci.

Po tychto zjednoduseniach dostavame pre n,, n, a E na zaklade (1,4) tieto
rovnice: (podla uvodného predpokladu ide o jednorozmerny pripad K, = E)

€ |+ i T | = chatntng — ), (2,7a)
| oo — ikt 2| = chatntns — mny, @)
divE — o, (2,7c)

3 Nosite néboja prevaZujiceho typu sa nazyvaji majoritné, nosiée nédboja opaéného
znamienka — minoritné.
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kde o¢,.0, s elektrénova, resp. dierova vodivost. Hustota elektrénového
a dierového prudu je urcena vztahmi

i, = o B + ulkT%%, (2,8a)

Iy = 03l — w, kT ((iinz

2 (2,8b)
Celkovy prad ¢ = ¢; + ¢, je podla predpokladu konstanta. Preto ak rovnice
(2,7a) a (2,7b) spocitame a integrujeme, dostaneme

dn, dn:,) o

(01 + o) B + kT ( Ly — ' dﬁ.'vf

z ¢oho. ak oznaéime o, + o, = g, vyplyva
dn, . dn,
"1 g 2 dw (2,9)

E="Tqp %t 0
o o

Dosadenim tohto vztahu do rovnice (2,7a) s uvazenim (2,7¢) dostaneme pre
prislusné nerovnovazne lkoncentracie diferencidlnu rovnicu v tvare

1 _L\v 17 ..
o [zzzk’[’ AN fli; — D] = chiy(mng — mny),  (2,10)

kde
2 P
p .

Ak nerovnovaznu koncentriaciu elektrénov n; vyjadrime vztahom
n, o =n) + z (2,11)

a ak okrem toho predpokladdme, Ze odchylka nerovnovaznej koncentracie
od rovnovaznej nebude presahovat samotni rovnovaznu koncentraciu, t. j.

ak z < n{, dostaneme pre z na zaklade (2,10) rovnicu (ak polozime priblizne

L AN AN
Uty dx)
dzz ek, 0 d [dn9 0
dat  wlr M T MRS~y [a kT ;‘J (2.12)

V 1. a I11. oblasti, ktoré st urdené definovanim funkecie N(z) vztahmi (1,3),

je
0 0 ; > d%?_
"‘+"~_N°[1+2(No”’ aw "

resp. Y o
]
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V II. oblasti m6Zeme pisat

ny + ny = No(p, + B,ax), (2,13)
kde

fi=1+2(5)

0

n, \?*
g, =1 — 2[4
/}2 (Nn)
Po tychto oznaceniach nadobudne diferencidlna rovnica (2,12) v jednotli-
vych oblastiach tvar

diz e
1 W{l;ivﬁl — (Cyfo)?z, = 0, (2,14a)
dz o/ 5 2niag 1 3
dz o
11T '(l.’:‘j[‘ — (482, = 0, (2,14¢)
kde -
[ ehiy Ny, ‘

Co= |t 9= w kTN,

=142

i

Ny,

3. Hraniéné podmienky a rieSenie rovnic (2,14)

Pre uréenie Siestich konstant (po dvoch z kaZdej oblasti) pouzijeme predo-
vietkym prirodzené podmienky v nekoneénu, t. j. podmienky, Ze v nekoneénu
st nerovnovazne koncentracie rovné rovnovaznym. Preto musi platit

x> —o0 z;=0, (3,1a)
x— + oo z=0. (3,1b)
Ostatné podmienky dostaneme z predpokladu, Ze vo vnutri vzorky je

div E = 0 a z podmienky spojitosti celkového priadu, vyjadrenej rovnicou
div i = o. M6zeme ich napisat v tvare

dz;  dzyg

x:O 212511, W—’(E—, (3,23:)
d d
x=1 2z, =2, %5:{%. (3,2b)
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Riesenim rovnic (2,14a) a (2,14c¢) su funkcie

2 = C) e 4 (Cye %, (3,3a)
2 = Cyex® - Coe7, (3,3b)
kde
ek, N n; \*
o, = Co,1 o, = **L];j(,” [1 + 2(N07) j

Z prirodzenych okrajovych podmienok v nekoneénu vsak vyplyva, ze C, =
=(,=0.
Riesenie rovnice (2,14b) je

A= V@T/%—(M{Cﬂ% [»2—10 (Br + Brax): ]

2iC (3.4)

+0ﬂ{ m+mmﬂ+wm,

kde 1 1 2 1_ 1 st Besselove funkcie ¢ = o a w(x) partikularny integral. Kon-

afl,

stanty C¥ a CF stt obecne komplexné ¢isla. Aby sme dostali realne riesenie rov-
nice (2,14b), uvazime, zZe pre Besselove funkcie plati (pozri napr. [19])
1,(in = i"1,(n),

o i r+2k
=S e sy (8

k=0

kde

7 .1 <L AV / . v . .
Preto ak volime C¥ = i—3 C, a CFf = (3 (,, mdzeme realne rieSenie rovnice
(2,14b) vyjadrit v tvare:

ey = VB F ﬁszo 11[ (B, + Boa)t ]
(3,5)
+ 0l 43WHWW&H+MM

Aby sme uréili partikularny integral w(x), polozime 1 4 ax = 5, t. j.

Bi + e ax = (B, — Bo) + Bam ~ Bym, pretoze B, — B, = 4 (ﬂ)2< Bom. Je teda

Ny
treba hladat partikuldrny integral rovnice

d?,(n) C 2n3g
d772 - ) ﬁ27]211 77 (LN (,'7 ) (376)

Vo vSeobecnom pripade je jedind moznost hladat jej partikularny integral
vo forme nekoneéného radu. V dvoch $pecialnych pripadoch mozno ho vsak
vyjadrit jedinym ¢lenom, a to:
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a) ak je

Cy\2 1 \3
a(2) <2 () (37)
potom
o) — 91 (3,8)
AT TN, T ax” ’
Z nerovnosti (3,7) vSak vyplyva, Ze je
3
3(G) 0+ et <. (3,9)

Kedze 3 (ﬂ2) ~ 1 a f; ~ f, ~ 1 nerovnost (3,9) znadi, Ze argument Besselo-

vych funkeii je v tom pripade <€ 1. MoZno ich preto aproximovat len prvymi
¢lenmi.

b) Ak je
1 3

ﬁz( ) > 20 (ﬁ;a—x) , (3,10)

potom
Hag 1 4
ole) = ﬂz ( o) (l + ax) ., 3:11)
Z nerovnosti (3,10) potom vyplyva, Ze je
3 20
S (L a)i> (3.12)

¢o znadi, ze v tom pripade moézeme pre Besselove funkcie pouzit asymptotické
vzoree platné pre velké argumenty.
O tom, ¢ konkrétny pripad patri do skupiny a) alebo b), rozhoduje vyraz

200 4 amt = ‘—Vf—l“lz—?’_ (1 + ax)l. (3,13)

Pri dostatoéne malej nehomogenite moézeme podla toho vSetky konkrétne
pripady zahrnit do skupiny b). Pri nie velmi malej nehomogenite je rozhodu-
jaci kineticky koeficient k,,. V&imnime si napr. germania. Podla [20], [21]
je pre germanium o;, = 107 cm2. Ak polozime v, = v, = 3. 106 cm/sek, vy-
/' N,
APy
podla (2,5) ma byt Ny > 2n, = 6. 108 cm3, vychadza napr. pre germanium

¥

‘Q
s Ny = 10¥ cm—3 %C (1 + ax)t 300( a___i_ Z toho vyplyva, Ze pre

chadza podla (1,6) ki, = 4,3.107%cm/sek a teda C = 1075 . Pretoze

germanium i pri pomerne velmi silnych nehomogenitach st podmienky pri-
padu b) dobre splnené. Podmienky pripadu a) by mohli byt splnené alebo
pri velmi malych hodnotdch rekombinadénych prierezov (a to vtedy, ak
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015 < 3. 10~ G t.j.pria=1[l=1|N,= 10 cm= gy, < 1072 cm?,

Ny(1 T az)
o je podla [22], [23], [24] uZ prakticky dolnd hodnota rekombinaéného prie-
rezu), alebo pri velmi malych koncentraciach neéistét v polovodidoch so Siro-
kym zakazanym pasmom. _

Polovodice patriace do skupiny a) nazveme polovodi¢ami so slabou rekombi-
naciou, polovodide patriace do skupiny b) polovodi¢amiso silnou rekombindciou,
resp. malou nehomogenitou.

4. Polovodi¢e so slabou rekombinaciou

Ak je rekombinacia taka slaba, ze je splnena nerovnost (3,7), mézeme funkeie
I a I% aproximovat vztahmi
3

L
Iy = ]/ (Bt faat = A+ paa),

1 . (4,1a)
Iy 1)
- 3/3 1 .
Ly=) g Bt ) b= B+ ey
)
Pre nezname konstanty dostaneme potom vztahy
nig a + ~g l]
R -]
b Nola(e+Gorp) @
C,— — - n; g [ 1 B f‘i]_
AN+ al) (v, + Cy Y By + foal) (B + fral) LT+ al
n ~
Cy= : 1 "]‘ 4,2
e BN(«(O+OOH3)[+a (4,2)
nig a + g 1 }
. = —ey! Y IRt A E—
S A s SR

Je zrejme, ze konstanta () znadi odchylku od rovnovaznej koncentrécie
elektronov v bode x = 0 a Cye~%! v bode x = [. Pre odchylku od rovnovéaznej
koncentracie spésobent pretekajicim pridom v bode x = 0 vychadza

om0 — A ) 1
P T N kT (-, £ €, ml) al’ (4.3)

alebo ak sem dosadime ¢ = eu, N &, , kde E, znadi intenzitu elektrického pola
vo vzorke v & — — oo a ak eSte uvazime, %e xy ~ Cya fi; ~ 1 (pre a > ()

1 e u k1
. 0 __ 2 T
mo— M=y ( ) V WA N, E (4,4)

118



Z toho vztahu vidiet, Ze i pri pomerne malych hodnotdch pridu st odchylky
od rovnovaznych koncentracii znaéné. Vzorec vSak podla zakladného pred-
pokladu je spravny len potial, pokial je n, — n < nl. V germaniu, ako sme
videli, sa pri malych nehomogenitach podmienka pripadu a) nedé realizovat.
V kremiku, v ktorom je n, = 10 ecm~3, by mohol takyto pripad nastat pri
koncentracii nedistét neprevysujicich 101 cm~3, avSak taky disty kremik sa
sticasnymi technologickymi metédami este nepodarilo vyrobit. Preto pre prax
je dolezitejsi druhy pripad a z toho dovodu preberieme ho onieéo podrobnejsie.

5. Polovodice so silnou rekombinaciou, resp. malou nehomogenitou

Z tedrie Besselovych funkeii je zndme, Ze pre velké argumenty mozno ich
aproximovat vztahmi

en,

tim 7,0) = |/ 51

- o

Podla toho vsak je lim T%_ () = lim T _3(n) a pre rieSenie diferencidlnej
rovnice (2,14b) by sme dostali tak dva linedrne zavislé integraly. Pretoze
v tomto pripade by sme nemohli splnit systém styroch rovnic pre styri kon-
Stanty, pouZijeme pre tento pripad miesto funkecie 7 _ 1 (1) ako rieenie funkeiu
Mac Donaldovu definovant vztahom (pozri napr. [25])

K, () = 5 wiet™ H(i),

kde H( je Hankelova funkcia I. druhu.
Pre velké argumenty klesi Mac Donaldova funkecia exponencidlne k nule

lim K,(n) = ]/27;7 e,

7)—> 0

Ak oznadime

3 2C ;

H(x) = ]’/47r0 (B1+Braw)

i

(B + [j’zax)é e’ 5 Ifo,l = |H ’1=0,l7

2C 3
— 2 (pu+aan)’?

- .
o) = |/ 4 (b + Paate B =P, (5.1)

e (L
1=0,l~ﬁ2N0(00 1+ ax)’

Zoa = — da
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vychadzaju pre neznime konstanty vzorce

6o oD Hy el 2o
&+ Co Yy + Boal H, N Vﬂl
0. — xo(l) + Z, 1
= — e

t1+ Co Y By + Baal !
vow(0) — Zy 1

C= -0 =% 5,2
! ~o + Co Vﬂl F, 6.2)
Cy = ev! [—— Al'lw(l)/___‘__z_l_ﬁ_ _ %0(0) — ?P + (/.)(l)] .
o+ Co ¥V By + poal ® 1+ Cy Vﬂl
Pre zvysenie koncentracie elektrénov v bode x = 0 vychadza priblizne
n; \2 au, B
n—n°=2(f—‘) —20 5,3
1 1 No ]{,12 ( )
¢o pre germanium dava priblizne
K .\ 2
ny— 0§ ~1,2. 101 ( e ) ak,. (5,4)
NO

Pri n;/Ny = 0,2 by to bolo asi 4.10%° aF, a pri n;/N, = 0,1 asi 1,2 . 10°akK,.
Odchylky riadove porovnatelné s pdévodnymi koncentraciami elektrénov
by preto v germaniu mohli vzniknut az pri elektrickom poli

NS
E, > 10~ @"2 (5,5)

¢o pri Ny = 10 cm~3 znadéi E, > 10%/a (V/em).

Z tychto vztahov vyplyva zaver, ze v polovodi¢och, v ktorych je splnena
nerovnost (3,10) (a to st prakticky vsetky v praxi sa vyskytujice pripady —
samozrejme nemame na mysli znedistenia bariérového charakteru) st odchylky
od rovnovaznych koncentracii spdsobené pretekajtcim pradom také malé, ze
pri nie prili§ velkych pridoch mézeme ich zanedbat. Je to ddsledok toho, Ze pri
zvyseni koncentracie volnych elektrénov v niektorom bode nad jej rovno-
vaznu hodnotu (napr. elektrickym polom) objavi sa silnd rekombinacia, ktora
tieto odchylky zmensuje. V porovnani s polovodi¢om s jednym typom vodivosti
st odchylky v polovodi¢i so zmieSanou vodivostou za inaksich rovnakych
podmienok vidsie, aj ked si dasto tiez zanedbatelné.

6. Nerovnovazine koncentracie volnych elektréonov a dier vo wilsonovskom
polovodici

Rovnovazne koncentracie elektrénov a dier v homogénnych polovodi¢och
s malo ionizovanymi donorovymi hladinami za predpokladu, Ze pri absolitnej
nule st donorové hladiny obsadené jedinym elektrénom, vypodital Wilson [26].
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(Polovodi¢e v podmienkach, za ktorych platia Wilsonove vzorce, sa d&asto
nazyvaju wilsonovské.) St uréené vztahmi
n = YA, ek (N A, e—wlkT), (6,1a)

A, e—wlkT
N F 4,ewhr’

0 — —uy kT
n) = Aye—w

(6,1b)

kde u, — aktivadna energia donorovych elektrénov, u, = AE — wu,, pricom AE
je §irka zakizaného pasma. Konstanty A4, a 4, si uréené vzorcami

2
A, = 7 (2mm kT3, (6,2a)
A, =2 :
9 — *}—LE (27Tm2kT)Z. (6,2b)

Aj pre wilsonovské polovodi¢e budeme predpokladat, Ze tieto vztahy uréuju
priamo rovnovaznu koncentraciu elektrénov a dier v polovodiéi bez vonkajsieho
vplyvu (pozri pozn. 2) na str. 6).

S wilsonovskymi polovodi¢mi sa v praxi stretneme napr. pri nizkych teplo-
tach, ked stredna energia fonénov (k7T') je omnoho mensia ako aktivadni
energia primesi, alebo aj pri vys§ich teplotach v pripade, Ze aktivaéné energia
primesi je dostatoéne velka.

Podla Pearsona a Bardeena [27] zavisi aktivacna energia «, od koncentracie

primesnych atémov vztahom
Uy = Uy — ‘XIN%7 (6>3)

av8ak pri nie prili§ velkom gradiente koncentracie primesi (o v celej praci
predpokladame) moézeme ju povazovat za konstantni.

Vo véadsine pripadoch je u, < u,. Pre u, = 0,56 eV pri izbovej teplote je
A, ~ Ay ~7.1009 cm3a e~w/hT = 3. 1079, takie 4,e~®%/*T ~ 2,1. 10" cm~3.
V germéniu je u, &~ 0,7 a v kremiku az 1,2 eV, takze prislusné hodnoty su este
mensie. Vzhladom na predpokladani nerovnost (2,5) mézeme opravnene pred-
pokladat, ze N > A,e~%/T. Vztahy (6,1) mozno potom prepisat do tvaru

n) = {4, e=" N = [, N, (6,4a)
A1A2 e — (uy +2u,) (KT 1
- — . 4
wy— |/ At by (6.4D)

PretoZe podla prepokladu niet vo vzorke priestorového naboja, musi za

rovnovahy platit
ny = ng + ny, (6,5)

e nd znadi koncentraciu ionizovanych donorovye in. Pri teplotach, pri
kde n) k t h donorovych hlad ,
orych je este len mald ¢ast donorovye adin ionizovana, je vo valen¢no
kt h te 1 1 t d h hlad ana, je 1 m
pasme nepatrna koncentracia dier. Preto v menovateli druhého zlomku vo

121



vztahu (1,4c) mozeme &len timerny n, zanedbat oproti élenu Gmernému n,.
Okrem toho na ziklade (1,5) plati

N AR 0,0
kykyy = kygkgoning,

nln”
kg (nl + N — ~ kygn, -

Pri predpokladanych malych odchylkach od rovnovaznej koncentracie mézeme
teda pisat
on = kyp(ning — nyny) + kg N(nG — ny). (6,6)

Podla [12] mozno za predpokkladu div E = o v stacionarnom pripade pisat

01,0 02 0,0
nin n;, — NyN;
nl_n2: 1 4:: 1 1 3. (6,7)
n, Ny

Koneéne ak budeme nerovnovazne koncentracie hladat v tvare

ny = nj + 7z, (6,8a)

Ny = WY + 2y, (6,8b)
pricom podla (6,7) je

niz, = nlzy, (6,9)

dostaneme pre 2; tito diferencialnu rovnicu

dzz, o ) . fa 1 :
_d_d,“Z —_— (U(hl - h?a.’l/) 21 - Tag(l + ax) ’ (6’10)
kde
fs 2k f,
h :—‘k + T
! fl 42 i No
hy = /iljz:f;z,
I Ny
, e
= | e

Jej riesenie v I. a III. oblasti je vyjadrené funkeiami (3,3), len konstanty «,
a ~, maji hodnoty

"(()l — O '/2]‘:12f2 /C42f2 (6,11)
J Vo, h
V 11. oblasti jej je pribliZnym riefenim
1T 20 N T 2('
Zi = (1 + ax){cglg,i[@—ahf'z( + awx)? ]+ Col_y 57;»—( + ax): ]}+ (),
(6,12)
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priéom partikularny integral w(x) v pripade malych argumentov je

_ gy

o(x) = (14 ax) (6,13)
hoa
a v pripade velkych
_ f» ag 1 )2
(J)(x) = E '—CT(Z)‘ (m . (6,14)

Integracné konstanty st aj v tomto pripade uréené vztahmi (5,2). Vimneme
si totiZ len pripadu velkych argumentov, pretoze sa v praxi omnoho dastejsie
vyskytuje. Pre zvySenie koncentracie elektréonov vo vodivostnom pasme
v bode x = 0 vychadza priblizne

fo ag
— =122 6,15
R A G o)
Ak sem dosadime podobne ako na str. 118 ¢ = eu,NoE, na zaklade oznadeni
(6,10), mdzeme tento vztah prepisat do tvaru

Nyt
= — 1o}
kyy VNO + 2kyofy

Koncentracia volnych dier vo valenénom pasme sa podla vztahu (6,9)
zmeni priblizne o nd/n} niasobok odchylky koncentricie elektrénov. Pretoze
podla predpokladu je tento zlomok omnoho mensi ako 1, si aj odchylky
koncentracie volnych dier vo valenénom pasme ¢o do hodnoty omnoho mensie.
Koncentracia dier na donorovych hladindch sa preto meni priblizne tak ako
koncentracia volnych elektrénov vo vodivostnom pasme.

ny — N uy By . (6,16)

7. Usmeriovaci efekt v nehomogénnych polovodi¢och

V polovodicoch, v ktorych pri zmene polarity vonkajsieho napitia vznika
rozliéné rozloZenie nerovnovaznej koncentracie nosiéov naboja, musi vzniknat
usmernovaci efekt. V polovodi¢och s bariérovym charakterom znedistenia je
tento efekt znadny a ma aj praktické upotrebenie. Pokdsime sa vyS3etrit, ako
intenzivne sa tento efekt prejavi aj v polovodidoch s pozvolnou nehomogenitou
a za akych podmienok by mohol mat po pripade aj prakticky vyznam.

Aby sme dostali o nom kvantitativnu predstavu, vypoéitame zmenu odporu
vzorky polovodi¢a pri zmene orientdcie vonkajsieho pola. Formalne ju mo-
Zzeme vyjadrit takto:

AR — AR,, — AR_,, (7,1)
kde
— 1 ! ooAG:H
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Charakteristikou usmernovacieho efektu méze byt podiel tejto zmeny odporu
a povodného odporu vzorky (bez priudu), t. j.

AR _AR,;— AR,

"R R (%.5)

Zo vztahov (5,1) vyplyvaji nerovnosti
H,> H,, (7,4a)
F, <F,, (7,46)

preto ak za C, a C; dosadime podla (5,2) a za H(z) a F(x) ich maximalne hod-
noty, dostaneme nerovnost

H(Cy — CF) + F(C) — 07) <

mﬁwMTﬁBMH_MDJ+ e 00— 0(0)]. (7,5)

&

<|-
Z nej vyplyva, Ze

l
fH(C';’; — C;)) + F(C, —
N3(1 + ax)?

) da x < f ”W—wﬁ&:’? da. (7,6)
0

Preto pri poditani integralu (7,2) sta¢i uvazit partikularny integral rovnice

(2,14), ¢im pre celkovi zmenu odporu polovodi¢a pri preorientovani vonkaj-

Sieho napétia dostaneme

29 [ n;\%*f2a 2a
|AR| = %WHH‘+aﬁmﬁ

2 1 7 20a? 1 9
el sl =) I (7.7)

Prvé dva ¢leny zo zatvorky charakterizuji vplyv na podiatku homogénnych
oblasti (—oo, 0> a (I, co). Pre nie prili§ velké nehomogenity ich moézZeme
zanedbat. Ak este uvazime, ze odpor vzorky bez vonkajsieho pola je

In(1 -+ al), (7,8)

1
eulN [1 + ax eulaNO

dostaneme pre podiel (7,3) Vztahovany na oblast <0, I>, ktora je pre usmerno-
vanie rozhodujtca, priblizne

‘ART 2n) qu K f2 "1 B (___Iﬁ__)i] n ﬂz()a_z [] N (__,1w_4)9]\,_ (7.9)
| Ry | N} kg In(1 4 al)\ 7 1+ al 902 1+all |f

Usmernovaci efekt je podla toho tym vicsi, ¢im vicdsia je nehomogenita
vzorky a ¢im mensia je rekombinacia. Rastie s pripojenym napatim, avSak
so vzrastajieim pradom fakticky klesa, ¢o vyplyva z pritomnosti N3 v meno-
vateli. Prave taky vysledok bolo nutné odakavat.
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Pre Ny = 104 em-3 vychddza priblizne

AR a

R ~6.10 3E01-m, (7,10)
pre N, = 10 cm~3 100-krdat menej. Pri pretekani pridu o hustote 7 =
= 0,05 4/em?, ¢o zodpovedd napr. hodnotdm N, = 104 cm=3 a E, = 1 V/em,
je celkova zmena odporu pri @ = 1 a I = 11len asi 6/1000 a pri hustote ¢ =
= 0,5 A/em 6/100 000 p6vodného odporu vzorky. Z toho vidiet, Ze pre malé
nehomogenity je pre meratelné prudy usmerniovaci efekt zanedbatelny. Aby
polovodié mal dobré usmerniovacie vlastnosti, musel by podla (7,9) mat prudka
nehomogenitu na ¢o mozno najmensom intervale, o je vysledok v praxi velmi
dobre overeny.

Zaver

V praci sa riesi problém nerovnovaznych koncentracii elektrénov a dier
v polovodi¢och s pozvolnou nehomogenitou na Iubovolne velkom intervale,
takze rekombindcia elektronov a dier sa neda zanedbat tak ako v bariérach
s hribkou pod 107 em. Pri rieseni nevystupuji doby Zivota elektrénov a dier,
ktoré nemozno vidy povazovat za konStanty. Ako zakladné charakteristiky
polovodi¢a st uvazované kinetické koeficienty prechodov medzi rozliénymi
energetickymi hladinami.

Ukéazalo sa, Ze pri miernych nehomogenitach st odchylky od rovnovaznych
koncentrécii i pri pomerne silnych vonkajsich elektrickych poliach malé a vo
vadsine pripadov, ktoré podla nasej klasifikacie, vyplyvajicej z dvoch moznych
jednoduchych rieseni vychodiskovych rovnic, treba zaradit medzi ,,polovodice
so silnou rekombinaciou, ¢asto zanedbatelné malé. Z toho, ako je to aj ma-
tematicky potvrdené, vyplyva, Ze aj usmernovaci efekt v nehomogénnych
polovodicoch s malou nehomogenitou existuje iba kvalitativne.

Na zaklade odvodenych vztahov za predpokladu, Ze by bolo mozné merat
odchylky od rovnovaznych koncentracii, javi sa moznost uréovat hodnoty
ina¢ tazko meratelnych kinetickych koeficientov, pripadne charakter nehomo-
genity.
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HEPABHOBECHBIE KOHNIEHNTPALLMY HJIEKTPOIOB U THIPOK
B HEOLNOPOTIOM HOJVIPOBOINTKE ¢ JEKRTPONHON
1 JIBIPOUTTON TPOBOTMMOCTBLIO B OJTEKTPUYECKOM TTOJIE

I0JHIOC RKPEMITACKII

BurBojint

B oroit paGore pemmrest npodiieMa HepaBioOBECHBLIX KOICHTPAUMNE DITEKTPOIOB H JILIPOK
B HOJAYIPOBOJLHITKAX ¢ MAJI0I HCOIHOPO,IHOCTHIO HOMEHLCHTUILIX B BHCIIICM  HJICKTPITUCC ROM
nodie. lpejoaaracrest, Wro HpEMCECHbIC YPOBHE BHOJHC MM TOILKO MacTRYHO MONH3H-
poBannr. llexojmrest M3 ypasienuii, B KOTOPLIX 11¢ BLCTYHAKT BPEMsI FKU3LUM BJIEKTPOLOB
¥ ILIPOK @ KUHCTHUCCKIC ROCOPUITCITLI HEPeX0,10B MCHK/LY pPas/MYubIMA YPOBHAME dliep-
. Tlokasanocn, 4ro Hpym MaJAniX 1HCOOPOIOCTIX OTRIONCUNST [1ePaBIOBECHBIX KOliile-
ITPALEIL OT PABHOBCCHLIX 1 HPH OOIBLIIAX 3HAUCHTSIX HATPsKCUHOCTH BITEHINETG DJICKT-
PUHCCKOLO THOJST HE3HAUATC LI T B OOJULIITHCTBE ¢/1YUaCR, KOTOpLIC B Hauell Kiaaccguramm
OCHOBAION HA JIBYX BOZMOZKILIX HCCAOKIBIX PCHICHTAN HAYAIBILIX Y paBICHMIT IPIIA/IeKaT
K 1oJyupoBojnmkam ¢ ,,00.sioil pekomOiamieii’t 1x Bosmozkno nupenedperars. Hooromy
0 BLITPAMIBHONUTH D@PerT, KaR HTO MaTeMaTIMECKIL. OKa3alo, ouelh Mall.

lean Ol YIa010¢ b OThE OTKAONCHTST HBMCPIITE, ObLi10 Obl BOBMOJKHO ¢ HOMOULDBIO BbIBCLCHIILIX
GopMy I OnpejIesIsITL JAPYIIM MCTOIOM OUCHLL TSIREI10 H3MePHMBIC KAHCTHUCCKIC Koeduumenr-
TH, CTEICH L HCOITOPOJIIOCTH W, 1. 11,

UNEQUILIBRIUM CONCENTRATIONS OF ELECTRONS
AND HOLES IN UNHOMOGENOUS SEMICONDUCTOR

JULIUS KREMPASKY

Summary

The problem of unequilibrium concentration of electrons and holes in semiconductors
with the small unhomogenity in electric field is solved. Assumption is made that the
impurity levels are partly or entirely ionieide. Solving this problem recombinations af
various type are considered and equations are used whitch do not contain the lifetimes
but kinetic coeficients. It is shown that deviations of concentrations from the equilibrium
concentration are considerable only in those semicondustors which according to our
classification, based on two possible simple solutions of the equations, belong to ,,semicon-
ductors with weak recombination. In other cases these deviations are, however,
vanishing small. Therefore also the rectification process in them is unimportant, as it
is proved mathematically.

Assuming that is it possible to measure these deviations, the kinetic coeficients and
other hardly measurable properties as for instance the degree of unhomogenity, could
be determined from the derived relations.
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