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M Л T Ľ M A T I C K 0 
I t O Č N Í K I X 

F Y Z I K A L N Y C A S 0 P I S 
č í S L O :> 

O STCTOCH BODOV DYOCH NADROYIN 

T A T l A N A M E D K K O V Á , B r a t i s l a v a 

1. V u-rozmernom projektívnom priestore definujme sčítanie bodov (obr. 1, 
pro n — 3). Zvolíme si pevný bod O — počiatok sčítania a pevnú nadrovinu w — 
sčítaciu, neobsahujúcu bod O. Za súčet dvoch bodov A, B, ktoré neležia sú-
časne v nadrovine o (tento prí])ad v celej práci vylúčime) a ktoré neležia 
s bodom O na jednej priamke, budeme považovat bod (A -f- B), ktorý zo-
strojíme nasledujňcim spósobom: spojnica bodov A a O přetne nadrovinu o 
v boíle A, sj)ojnica bodov B a 0 v bode B. Friesečník priamok AB a A B určí 
súčet (A + B). Vo všetkých ostatných prípadoch móžeme bodmi 0, A, B 
položit ])i'iamku: ])otom súčet bodov A, B určí sa pomocou involúcie / na 
tejto priamke (obr. 2). Involúciu / určíme samodružným bodom A (jej prie-
sečníkom s nadrovinou co) a párom A, B odpovedajúcich si bodov. Súčtom 
bude bod, ktorý v involúcii I odpovedá 
počiatku sčítania O. 

Obr. 1. Obr. 2. 

P o z n á m k a : Z definície vyplývá, že ak body A, B splynu, potom súčet je 
štvrtý harmonický bod k počiatku O, vzhiadom na bod AEiBa na priesečník Á 

Zaveďme do nášho priestoru projektívny súradnicový systém. Za jednotkový 
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bod zvolíme bod 0, n zák ladných bodov súradnieového systému položme ď» 
n a d r o v i n y o t a k , a b y jej rovniea boía xx = 0: (n f l)-vý zák ladný bod 
zvolíme íubovoFne. Bod A neeh m á siiradniee (ttx,<(2. ...,aA : ) . bod H Ji 
radnice (bl, b2, . . . JJ x). Potom p la t í : 

Veta. Súradnicc snctit dvoch bodov A , IV nclcžutcich sáčaxnc r nad rarita ><. 
-s\'/ vyjádřené mm i ca mi 

*< --• - " A -f "A •+ " A (< - V--, . . . . / - t i ) . «'.-..;• 

D o k a ž . -) Neeh body A, B a 0 sii l ineárně nezávislé, Výpočtem zist ína . 
že si iradnice bodu A sú dt- — -O, -)- Oť a súradnicc bodu /> sú b. -b, /\ . 
P a r a m e t r i c k é rovnice spojnic AJ> a AH sú 

(A/>,\- = z,( - //, -f r/t) -f 2 A -- - žy/, -I- zy/,- ; }J>L. 

(AH)t ----= //y/t- -j~ ( - b j -j- bt)//2 ~ - [*J>\ ! / y e : /'A-

Pre leh. prieseéník platí /, : z2 — OT : //,. éiže (A f IV) bxA - axH. Po d( 
sadení suradníe borlov A a H súradnicc súctu sii d a n é rovnicami 

x. ----- ~axbx } a hx -f O A . 

Z konst rukcie aj z ro-uue (a) vyplývá, že súctom bodov A. IV priéeu. 
l)od A Icíí v nadrovine o a bod H v nej r.eleží, je bod A. 

[)) Ak sú body A, IV O l ineárně závislé, ležia na pr iamke. Ukážeme, že J\ 
v t o m t o p ř í p a d e súéot bodov A, II má súradnicc axbx a%bx albi. Predo-
v s e t k ý m ukážeme, že bod o t a k ý c h t o súradnioiach je í i n e á m e závislý od 
bodov O. A, IV S k u t o c n c ])latí 

ax , a2, ti­

by , b2 , I); . 

//,/>,, (txbl -- axb2 - t\ A , axbx aibl o ' A • 

ax, t / 2 , //,•. ax, a2, a , ax . a.z. at . 

i)x, b2. (),, — bx , b2 , b ,: --- axí)l bx. lL. . /V. O. 

0, r/.b! —aJ)l, ajv
 ((;bx, r/.bj , O A , r/1/>1 , i . I. 1, 

T ř e b a ešte ukázať, že O a (A -f- H) sii párom invohicie /, opísanej vo veto. 
Neeh bod A je prieseéník spojnice OAH s rovinou o a neeh má súradnicc 
( 0 , a 2 , a , , . . .,aiAX). P r e m i e t n i m e teraz spojnicu OAH z pr iestoru o rovnieiaoii 
xx ~ ()? x'2 = 0 do priestoru o rovnioiach .r:í -- 0, ,r, - : 0 r , - - o do 
pr iamky p. P o t o m body O', A', IV, (A f H)', A' ( p r o m i e t n u t é body O, A. !V 
(A -f- H), A) b u d u mať na ])riamke p |)o radě súradnicc ( I . 1. o ( 1i. 
(O! , r/ 2,0, . . ., 0), (bx,b2, 0, . . ., 0), ( — //A, " A — O A ~ " A < ° °) . (°- <_• • 
0, . . . ,0). Móžeme t e d a prve dve súradnicc p o v a ž o v a t za pro jekt ivně súradniee 
u v a ž o v a n ý c h bodov na pr iamke p. Invohieia / ' jo potom určená s a m o d r u ž n ý m 
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boiiom A' a párom od})ovedajúcich si bodov A', B'. P ř e d p o k l á d á jme na jprv, 
že ani jeden z bodov A', IV nesplýva s b o d o m A': p o t o m rovnice involúeie / ' MÍ 

ox\ = —xl9 —Q<hhx'± = ( " A f aA) xi - ((Ax2. 

V invohicii I' zodpovedá b o d u 0'(\A) bod o súradniciach 

ox\ = — 1, ^a((i°ix-2 ~^ (ii°z + a2^i —• (t\°\> 
či že 

x\ : x± = —a.lbl : a1bl -- O+;>2 — a2bx. 

Tieto súradnice m á však právě bod (A + />)'. S p a t n ý m p r e m i e t n u t í m zist íme, 
že aj bod (A + B) o d p o v e d á bodu O v invohicii 1. 

Ak n a p r . bod A' sp lývá s b o d o m A' ( teda aj bod A sp lývá s bodom A)y 

platí O! — (). P o t o m súradnice s ú č t u sú: (0, —ff2bi, ~ a A > • • • J ~ " T : A ) a t e d a 
súcet (A + F>) splývá s b o d o m Á. V t o m př ípade je aj invohicia / ])arabolická 
so s ingulárnym b o d o m A. T ý m je v e t a d o k á z a n á . 

P o z n á m k a 1. Ak b o d A sp lývá s bodom O, potom siictom bodov A, li 
je bod B\ siičtom bodu O s [ l ibovolným b o d o m A je t e d a t e n t o bod A. 

P o z n á m k a 2. Ak bod A sp lývá s bodom B, p o t o m ich súcet odděluje 
h a r m o n i c k y spolu s b o d o m O b o d y A a A. 

2. Budeme sa zaobera6 d v o m a n a d r o v i n a m i c, fj, z k t o r ý c h ani j e d n a ne­
splýva s n a d r o v i n o u o a k t o r ý c h prienik neleží v n a d r o v i n e o. Medzi bodmi 
nad rovin r . (j zaveďme k o l i n e á r n u t rans formáciu K. Budeme h l a d a ť pod-
mienky, ])ri k t o r ý c h síičty odpovedajúcich si bodov v kolineácii Iv ležia opáť 
v nadrov ine . 

Vola. Necti nadroviny -.., /i, o nie sií lineárně závislé; potom nutném a posta­
čuj úcou podniienkou, aby súčty odpovedajúcich si bodov nadr ovin v., [} v koli­
neácii K lézali v jednej nadrovine. je, aby kolineácia K prir a dovála bodoni 
prie nik u nadrovin x, o body prienihu nadr ovin (], o. 

D o k a z. S ú r a d n i c o v ý sys tém zvolíme t a k , že n a d r o v i n a >% bude m a t v ňom 
rovnicu x2 = 0 a n a d r o v i n a (j rovnicu .T3 = 0. Kol ineácia K je t e d a d a n á 
rovu i ca mi 

X{ =- On-T! + Oi2^2 + ^14^4 "~"~ • • • I ((\,u t-l*+-fl (*V 

x\ = ailx1 + ai2x2 + aí4x4 -f- . . . + a,t L xxu • x (i = 3,. . . , n + 1), 

pričom xt sú súradnice bodov n a d r o v i n y A-, a xL súradnice odpovedajúcich 
bodov v n a d r o v i n e (j. S ú r a d n i c e X.t súctu p r i r a d e n ý c h bodov v kolineácii A" 
podlá ve ty odseku 1 sú: 

Xi = (ai - a1)(ana1 + «)2a.2 + c^c + . . . + ar { xa x) + 

!" (l\((U\('\ f ({i-(f2 + a ,xa4 f- . . . -j- c _ , iO. . 4 . ,), (i ------ l , . . . , n f I). (c) 

Aby vs: i tky sii.+y priivv.lenýeh bodov ložní' \" jec[»i:_-j n.idr\>vlne, musia súradnice 
súcUi by í l ineárně v z + a d o : : i n i p,;]\TT'hv c , To .\-,..;tane len v tedy, iik zo 
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všetkých XL možno vynať číslo ax. V Xi p r e t o mus ia byť koeficienty O12, ť/14, 
« i :>, . . ., ah t i l nu lové . Kolineácia K má ])otom rovnice 

x t — a-^x^ 

x\ = aaxl + ai2x2 + . . . + a{ ,,4 1x_ l.n (i = 3, . . . , v + 1). (d) 

Ak b o d n a d r o v i n y (3 leží v n a d r o v i n e co, t . j . je ax = 0, j e m u odpoveda júc i 
bod v n a d r o v i n e % m á tiež a\ = 0. Kol ineácia K p r i r a d u j e s k u t o č n e b o d o m 
prieniku n a d r o v í n x, co b o d y pr ieniku n a d r o v í n (j a co. 

P o d m i e n k a v e t y je postacujúca. N e c h tot iž (d) sú rovnice kolineácie medzi 
bodmi nadrov ín a-, p. P o t o m súčty sebeodpovedajúcich bodov majú súradnice 

Xv = a ^ , (e) 
X i = (ail — ail) ai + "t2^2 + • • • + K H , 1 + "li) "',H1 i1 = - n + l ) . 

Z rovnic (e) vyplývá, že súčty XL ležia v nadrov ine . 
P o z n á m k a 1. N a d r o v i n a , v ktore j ležia súčty bodov, nezávisí iba od nad­

rovín x, p, ale aj od kolineácie K. 
P o z n á m k a 2. Kol ineácia K móže byť perspekt ivnou len v t o m p ř í p a d e , 

a k jej s t řed bude ležať v nadrov ine <o. 
3. Ak prienik nadrovín x, p leží v nadrov ine o>, sč í táme k a ž d ý bod n a d r o ­

viny Y s k a ž d ý m b o d o m n a d r o v i n y p (s v ý n i m k o u bodov, súčasne íežiacich 
v nadrov ine <o). 

Veta. Nech nadroviny x, p, <o sú nadrovinami jedného zvazku 8. Potom súčty 
bodov nadrovín x, p lezia v nadrovine, patriacej do zvazku 8. 

D ó k a z . N e c h v pro jek t ívnom s ú r a d n i c o v o m sys téme n a d r o v i n a <>) m á 
rovnicu xl = 0 a n a d r o v i n a rv rovnicu x2 = 0. N a d r o v i n a p je d a n á rovnicou 
(>ixl + o2x2 = 0 (o2 + 0). Súradnice [ l ibovolného bodu A n a d r o v i n y \ sú 
(al9 0, as, . . ., atn), bodu B n a d r o v i n y p sú ( — ko2, kox, b:i, . . ., b t r l ) . Súrad­
nice súčtu Xi v y p o č í t á m e podlá v e t y odseku 1: 

Xt = —ko^ 

X2 = k(o2 + ox) a, 

Xi = ko2(al — cii) + °ibi (i =- 3, . . ., ?i + 1). 

S ú č t y ležia v n a d r o v i n e o rovnici (O2 + ox) .i\ + o2x2 = 0, k t o r á p a t ř í d o 
zvazku 8, pre tože je l ineárnou kombináciou n a d r o v í n .x a p. N a d r o v i n u , v k tore j 
s ú č t y ležia, zostroj íme t a k t o (obr. 3, pre n = 3): P o l o ž m e b o d o m O p r i a m k u /> 
t a k , a b y p ř e t í n a l a n a d r o v i n y K, p, CD p o s t u p n é v t r o c h róznych bodoch .4, B, A. 
P o t o m h l a d a n á n a d r o v i n a p r e c h á d z a b o d o m (A + B). 

P o z n á m k a . K a ž d á n a d r o v i n a zvazku 8 móže sa p o k l á d a t za n a d r o v i n u . 
v k tore j ležia súčty bodov n a d r o v i n y •% a bodov nejakej inej n a d r o v i n y 
zvazku 8. 

D o s l e d o k . Ak sčítáme body jedinej nadroviny navzájom, súcty lezia tiez 

132 



r nadrorine x , lineárně závislej od nadrovín o>, x a podfa definície scítania platí, 
ze drojpomer (0,X,X,(JO) = —-1, kde 0 je nadrovina, lineárně závislá od, nad-
rorín x, <o a idúca bodom O. 

Platnost tohto vztahu vyplývá z predošiej konštrukcie. 

Obr . 3. 

1. Aplikujme predoslé výsledky pre n = 2, t. j . na rovinu. Miesto sčítacej 
nadroviny <o máme pri sčítaní priamku u. Súcty bodov dvoch priamok a, b 
podlá viet z 2. a 3. odseku ležia na priamke v týchto prípadoch: 

Obr. 4. 

Obr. 5. 
Obг. 6. 



a) P r i a m k y a, b sťi rózne a nepretínajťi sa na pr iamke u (ol)r. 4). Medzi 
bodmi oboeh pr iamok definujeme ])rojektivitu F, v k tore j si odpovedajú 
priesečníky ])riamok a, b s pr iamkou u. Sťičty t a k t o pr i radenýeh bodov ležia 
na pr iamke. 

b) Ak sa pr iamky pret ínajú na p r i a m k e u (obr. o), s ú ě t y ich })odov ležia 
na p r i a m k e , prechádzajúcej ich priesečníkom A. Ak p r i a m k y a, b splývá jú 
(obr. (i) a neprechádza jú bodom O, p o t o m súcty sťi na š tvr te j harmonické j 
p r i a m k e k s])ojnici pociatku O a priesecníka A ])riamok a b s pr iamkou H, 
vzhladom na ])riamky a b a H. 

P o z n á m k a . Vety odseku 2 a 3 možno d o k á z a t aj iným sjíosobom. Sťiěet, 
definováný v t o m t o č lánku, je ])rojektívnym zovšeobecněním v e k t o r o v é h o 
s ú c t u v eukl idovskom priestore. Přís lušné d ó k a z y stačí ])otom urobiť ])i'e 
eukl idovský ])riestor a výs ledky zovšeobecniť ])re ]>rojektívny ])riestor. 

Došlo 25. 2. lí)5<>. 
Katedra matematiky Slorohskcj rysok< i 

školy technické-j r llratisiar< 
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О СУММАХ Т О Ч Е К ' Д В У Х Г И II К Р И Л ОС К О С Т К II 

ТАТЯ НА .МКДККОВД 

I) 1.1 ВОД 1.1 

I! // мерном проективном пространстве задано сложение точек' и выведены у с ниши 

д. 1я 'I ого, чтобы суммы точек двух п т е р п л о г к о с т е п и|)инад:10Жа:1Н одной гиперплоскости. 

ÜBER DIE SUMMEN DER PUNKTE 
ZWEI ER HYPE R E BENEN 

TAT I A X A M K I) H K O VÄ 

Zusa uiinen f a s s u n g 

Im ycdimensionalen projektiven Räume ist eine Addition der Punkte bestimmt. Man 
untersucht die Bedingungen, unter welchen die Summe der Punkte zweier Hyperebenen 
wieder in einer Hyperebene liegen. 
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