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MATEMATICKO -FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK IX CisLo 3

0 SUCTOCH BODOY DVOCH NADROVIN

TATIANA MEDEKOVA, Bratislava

1. V n-rozmernom projektivnom priestore definujme séitanie bodov (obr. I,
pre n = 3). Zvolime si pevny bod O — pociatok s¢itania a pevni nadrovinu o
s¢itaciu, neobsahujicu bod 0. Za siucet dvoch bodov 4, B, ktoré nelezia si-
¢asne v nadrovine o (tento pripad v celej praci vyluc¢ime) a ktoré nelezia
s bodom O na jednej priamke, budeme povazovat bod (4 + B), ktory zo-
strojime nasledujicim sposobom: spojnica bodov 4 a O pretne nadrovinu
v bode A, spojnica bodov B a O v bode B. Priesenik priamok 4B a A B urci
sucet (A4 + B). Vo vSetkych ostatnych pripadoch moézeme bodmi O, 4, B
polozit priamku: potom sucet bodov 4, B uréi sa pomocou involacie I na
tejto priamke (obr. 2). Involiciu I uréime samodruznym bodom 4 (jej prie-
seénikom s nadrovinou o) a parom 4, B odpovedajacich si bodov. Saétom
bude bod, ktory v involuacii I odpoveda
pociatku sc¢itania O. /

AN

Obr. 1. Obr. 2.

Poznamka: Z definicie vyplyva, Ze ak body A, B splynt, potom stcet je
stvrty harmonicky bod k poéiatku O, vzhladom na bod 4 == B a na prieseénik 4
Zavedme do nasho priestoru projektivny stradnicovy systém. Za jednotkovy
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bod zvolime bod O, n zikladnych bodov siradnicového syvstémv polozne d
nadroviny o tak, aby jel rovnica hola vy = 00 (# - )-vy zikladny b
zvolime fubovolne. Bod A4 nech ma stradnice (ay, o0y, ..., (0 4). hod 1<
radnice (b, by, ....0 ). Potom plati:

Veta. Saradnice sicti deoch bodor A, B, aeleZacich sicasne » wadrcrine o
s eyjadrenéd roenicanii
£ by b oadhy b ad (C= 1020 00k ). Lo

; .
Dokaz. ~) Nech body A, B a O st lincdrne nezivislé. Vypoctom zistine.
ze suradnice bodu A 84 a; = —~a, 4 «; a stradnice bodu 30 0, b f

Parametricke roviice spojnic A3 o AL sa

(AB) = 4oy 4 a) 4 b, - atly b it s 2D,

e by = 0) ey - by g

Pre ich prieseénik plati 2, 0 2, = 0y 1y, Cize (A -+ B) = bd ~ o B0 Po o
saden! stradnic bodov 4 a 3 sGradnice «actu sn dand roviieami

£ —et,hy by D,
7 konstrakeie aj 7z rovnie (1) vvplyva, ze stctomy bodov A0 0 pricen,
bod A lexi v nadrovine o a bod B v nej nelezi, je bod .

) Ak st body A, 2.0 lincarne zavislé, lezia na pricike. Ukazeme. 70w
votomto pripade sicet bodov A, B oma staradnice «hy - ady - a0 Prede-

vietkym ukdzeme, Ze bod o takychto stradniciach je hnearne zavisly o
hodov 0. A4, . Skutocne plati

(. 0y, .
Oyy o by, ;.
by by - aby — awlby Gy adhy
g,y ;. (. Oy, . T
hy. by, 0., = by, e by adhy by byl b ()
2 : 2 : i
i , 1
O, by agby, ahy o ahy, by, iyhy gl DN N

Treba este ukdzat, ze O a (A4 -+ B) st parony involGcie T, opisane] vo vete.
Nech bod A je priesecnik spojnice OA L s rovinou o a nech ma stradaice
(O, s, 0y, .. ). Premictnime teraz spojnicu OA B 7 priestora o rovniciach
2y == 0, xy = 0 do priestoru o rovaiciach ay = 00wy = 0000000 -0 do
priamky p. Potom body O, 47, B, (4 -+ B), A" (premietnii¢ body 0 407
(4 -+ 1), A4) budd mat na priamke p po rade stradnice (1. 1.0, .. oy
((y ay, 0000 0), (by, 0y, O, o0, 0), (—cyhy, (ihy — by — sl O 0y (0,
0,...,0). Mozeme teda prvé dve stiradnice povazovat za projektivine stradnice
uvazovanych bodov na priamke p. Involicia 77 je potom uréend samodruznyim



bodom A’ a parom odpovedajicich si bodov A4’, B'. Predpokladajme najprv,
ze ani jeden z bodov 4’, B’ nesplyva s bodom 4’; potom rovnice involicie /' st

I —otty b, = (aby b oaghy) ¥y — abya,.

\" involieii 17 zodpoveda bodu O'(1,1) bod o saradniciach

ox; = —1, —ot,byxy = by - doby — by,
Cize

’ 7
xy sy, = by by = by — gDy

Ticto siradnice ma viak prive bod (A - 12)’. Spatnym premietnutim zistime,
ze aj bod (4 4 B) odpovedd bodu O v involicii 1.

Ak napr. bod 4’ splyva s bodom A’ (teda aj bod A splyva s bodom A),
plati ¢, = 0. Potom stiradnice sadtu si: (0, —a,by, —aby, ..., —a, b)) a teda
sticet (A4 -+ B) splyva s bodom A. V tom pripade je aj involicia I parabolicks
=0 singularnym bodom A. Tym je veta dokdrzana.

Pozniamka 1. Ak bod A splyva s bodom O, potom stc¢tom bodov A, B3
je bod B stt¢tom bodu O s [ubovoinym bodom A4 je teda tento bod A.

Poznamka 2. Ak bod 4 splyva s bodom B, potom ich sidet oddeluje
harmonicky spolu s bodom O body 4 a A.

2. Budeme sa zaoberat dvoma nadrovinami ~, g, z ktorych ani jedna ne-
splyva s nadrovinou o a ktorych prienik nelezt v nadrovine o. Medzi bodmi
nadrovin ~, f zavedme kolinedarnu transformaciu K. Budeme hladat pod-
mienky, pri ktoryeh saéty odpovedajicich si bodov v kolinedeii A lezia opit
v nadrovine.

Veta. Nech nadroviny -, B, o nie si linedrne zavislé; potomn nulnow « posta-
Fugicon podmienkow, aby safty odpovedajicich sv bodov nudrovin ~, f v koli-
neacci Ko leZali v jednej nadrovine. je, aby kolinedcia K priradovala bodom
pricnilw nadrovin ~, o body prieniku nadrovin f, .

Dokaz. Stradnicovy systém zvolime tak, ze nadrovina ~ bude mat v nom
roviicu x, = ¢ a nadrovina g rovnicu x; = 0. Kolinedcia K je teda dand
rovnicami

R AT E s B m LAY P S PP P N S (T (b)
X g U@y Ay - o, (=3, ),
pricom a; st stradnice bodov nadroviny ~ a x; siradnice odpovedajicich

bodov v nadrovine p. Stradnice .X; sac¢tu priradenych bodov v kolineacii A
podla vety odscku 1 sa:

X, o= (a; — a)(ayriy A= eyt b g = oo ag )+
T (PP R T P S BN SR I TS T ¢ A= DN T LD ()

Abvviaethy st drovine musia stradnice

stcvir bd sotane fen viedy, ak zo
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vietkych X

i

mozno vynat ¢islo «,. V X, preto musia byt koeficienty a,, ay,.
(5, - -, 0 .y nulové. Kolinedcia A ma potom rovnice

Ty = Aty
X =@y A Ay o, (=3, . 0+ 1), (d)

Ak bod nadroviny p lezi v nadrovine m, t. j. je ¢; = 0, jemu odpovedajici
bod v nadrovine x ma tiez a; = 0. Kolinedcia K priraduje skuto¢ne bodom
prieniku nadrovin ~, » body prieniku nadrovin  a .

Podmienka vety je postac¢ujica. Nech totiz (d) st rovnice kolinedcie medzi
bodmi nadrovin «, . Potom stiéty sebeodpovedajiicich bodov majia siradnice

X, = a,m (e)
X = (an — ay) ay + @ty + oo A (@ @) dq (C= 2000000+ 1),

Z rovnic (e) vyplyva, ze stéty X, lezia v nadrovine.

Poznamka 1. Nadrovina, v ktorej lezia siéty bodov, nezavisi iba od nad-
rovin v, f, ale aj od kolineacie K.

Pozndmka 2. Kolinedcia K moze byt perspektivnou len v tom pripade,
ak jej stred bude lezat v nadrovine .

3. Ak prienik nadrovin ~, g lezi v nadrovine o, s¢itame kazdy bod nadro-
viny x s kazdym bodom nadroviny g (s vynimkou bodov, sticasne leziacich
v nadrovine m).

Veta. Nech nadroviny ~, 8, o sit nadrovinami jedného zvizku S. Potom siéty
bodov nadrovin ~, B leZia v nadrovine, patriacej do zvizkw S.

Dékaz. Nech v projektivnom stradnicovom systéme nadrovina o ma
rovinicu z; = 0 a nadrovina ~ rovnicu 2, = (. Nadrovina j je dana rovuicou
0%, + 0s%5 = 0 (05 &= 0). Staradnice Iubovolného bodu 4 nadroviny ~ su
(1, 0,ay, ...,a,.,), bodu B nadroviny g st (—ko,, koy. by, ... b, ). Strad-
nice sii¢tu X; vypoditame podla vety odseku 1:

X, = —koy,
Xy = k(o + 1) 0y
X; = kog(a, — ;) + ab, (v ==3, ..., n 4 1).

Sadty lezia v nadrovine o rovnici (g, + 0;) ¥, + 0.2, = 0, ktora patri do
zvizku S, pretoze je linearnou kombinaciou nadrovin ~ a 8. Nadrovinu, v ktorej
sttty lezia, zostrojime takto (obr. 3, pre n = 3): Polozme bodom O priamku p
tak, aby pretinala nadroviny ~, 8, w postupne v troch réznych bodoch A. 3, 4.
Potom hladana nadrovina prechadza bodom (4 -+ B).

Poznamka. Kazda nadrovina zvizku S moéze sa pokladat za nadrovinu,
v ktorej lezia suéty bodov nadroviny x a bodov nejakej inej nadroviny
zvazku §.

Dasledok. Ak séitame body jedinej nadroviny navzdijom, sicty leZia tiet
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r nadrovine x', linedrne zdvislej od nadrovin w, « a podla definicie sé¢itania plati,
e

drojpomer (0, ', x, 0) = —1, kde @ je nadrovina, linedrne 2dvisld od nad-
rovin x, o «a idica bodom O.

Platnost tohto vztahu vyplyva z predoslej konstrukcie.

Obr. 3.
1. Aplikujme predoslé vysledky pre n

= 2, t. j. na rovinu. Miesto s¢itacej
nadroviny @ mame pri séitani priamku w. Stéty bodov dvoch priamok a, b
podla viet z 2. a 3. odseku lezia na priamke v tychto pripadoch:

Obr. 4.

Obr. 5.

Obr. 6.



a) Priamky «, b st rozne a nepretinaji sa na priamke w (obr. 4). Medvzi
bodmi oboch priamok definujeme  projektivitu 2, v ktorej si odpovedaji
prieseéniky priamok «, b s priamkou . Sacty takto priradenyeh bodov lezia
na priamle. l

b) Ak sa priamky pretinaji na priamke « (obr. 5), sacty ich bodev lezia
na priamke, prechadzajicej ich prieseénikom A Ak priamky o, b splyvaji
(obr. 6) a neprechidzaju bodom O, potom sty s na Stvrtej Il&ll'll{();li(‘l;(‘i
priamke k spojnici potiatku O a priesecnika A priamok « b s priamkou u‘.
vzhladom na priamky « b a . .

Poznamka. Vety odseku 2 a 3 mozno dokdzat aj inym sposobom. Nicet.
definovany v tomto ¢linku, je projektiviym zovseobeenenim vektorového
sactu v euklidovskom priestore. Prislusné dokazy staci potom urobit pre
euklidovsky priestor a vysledky zoviseobeenit pre projektivny priestor.

Doslo 25. 2. 1956,
Katedra matemaliley Slocenske] eysokej
Skoly technickej v Bratislar
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O CNYNMMAN TOUER JIBYNX FHITEPIHJTOCKOCT N
TATHIAN MEAEROBA
Brioim

o MCPHOM HPOCKTHBHOM HPOCTpANCTBe 3a,(ano CAAOKCHTEe ToYew o BbhiBe.enbl Ve.aoBisg

L Toro, YOO CNMMDBI 'I'l)‘i(’!{,l,lf.\'.\' l'llll(")“.l(h‘l\'!)l"l't‘lnl ll])ll?la;l-'l(‘?l(il.'lll (),lli()“ FITCPIHLTOCKOCTIT,

UBER DIE SUMMEN DER PUNKTE
ZWEITER HYPEREBENEN

TATIANA MEDEKOVA
Zusammentfassung

Tm p-dimensionalen projektiven Raume ist cine Addition der Punkte bestimmt. Man
untersucht die Bedingungen, unter welchen die Summe der Punkte zweier Hyperehenen
wicder in einer Hyperebene liegen.
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