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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VI ¢isrLo 1

ABSTRAKTNY INTEGRAL
\KO KLABNA FUNKCIONALA A VETA
O ROZSIRENI MIERY

IGOR KLUVANEK

Katedra matematiky Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

Ucelom tohto cldnku je ukazat moznost pouzitia Rieszovej metédy rozsi-
renia kladnej funkeiondly na definiciu abstralitného integralu, ako aj na dokaz
istej vety o rozsireni miery.

F. Riesz ([1]. str. 132) vychadza z mnoziny ¢, funkeii, ktoré si detinované
na nejakej mnozine . tvoria linearny priestor a s kazdou funkciou ¢ € ()
i jej absolitna hodnota | ¢ | je z C,.

Ak je na mnozine (/) dand nezapornd, aditivna, homogénna funkoiondla 4(p),
t. j. redlna funkeia definovana na ¢, a spliiujica podmienky

Ag) = 0 pre kazda funkein ¢(x) =2 0, p €C,,

Ay - eapy) = e d(gy) 4 e;d(@e) pre Tubovolné dve funkcie ¢, ¢, € ()
@ Tubovolné dve redlne ¢isla ¢, ¢,, Ziada iba, aby sa splnil predpoklad 4:
AR {g (@)17 Je nerastiea postupnost funkeii z ¢, pricom lim ¢, (x) = 0 pre
viethky v € &, potomilim A(q,) - 0. Za tychto ]‘)redpoklado\’ndemi)inici& funkcio-

M= A

naly o di sa rozsirit na pripadne Sirdiu triedu funkeii nez €, pricom takto
vozsirend fuukeiondla ma vlastnosti Lebesguovho integralu, plati totiz o nej
vitciinag viet, ktoré platia pre Lebesguov integral. Toto rozsirenie sa vykona
v dvoeh krokoeh, najskor ale je potrebné podat definiciu mnozin miery nula.
Muozing (¢ CFE nazyvame mnozZinou miery nula, ak existuje neklesajica
postupuost funkeii 7z Cy (g, ()4, divergentna v kazdom bode x € ¢, pridom
postupmost LA (¢))5, je ohranidend.

V' prvom kroku rozsivime definiciu funkeionaly A na mnozinu funkeit ().
Funkeia fer) sa dostane do ') vtedy a len vtedy, ak existuje neklesajica postup-
nost bnkeii 2z € fg, (o)) 7 ) alivg ¢ () == f(x) skoro viade, t. j. mnoZina hodov,

"= L
kde tato rovnost neplati, je miery nula v zmysle uvedenej definicie. Pritom
s predpokladd, ze postupnost {A(¢,)1°, je ohranidena, ¢im sa i zarudi kon-
vergencia skovo viade. Hodnota A(f) sa definuje rovnicou-A(f) = lim A(q,).
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Definfcia funkciondly sa este rozsivi na mnozinu (', funkeii tvaru g(e)
- (@) — fy(x). pricom f, € (). fy € (' a kladie sa A(g) = A(f,) — (/).

Na mnozine ¢, uz ma funkciondla A4 vlastnosti Lebesguovho integralu.
K. Riesz pouzil tito metédu na definiciu Lebesguovho integralu funkeii jednej
premennej. Za mnozinu (', volil mnozinu linedrnyeh kombinacii charakteris-
tickych funkeii konetnych intervalov. Pre takéto funkeie sa dd definovat
integral bezprostredne. Aby uvedenou metdidou vozsivil definiciu integrdlu
na vietky integrovatelné funkcie, musel dokazat platnost predpokladu 4 pre
tieto funkcie a integral na unich definovany, vvdetrit struktiru mnozin mierv
nula a ukazat. ze sa zhoduju s mnozinami nmiery nula podla obvyklej detinicie.

Dokazeme podobné tvrdenia i pre integral podla abstrakinej miery (lem-
ma A a lemma B). Tym dokiZeme, Ze pre tento integral mozno pouzit vety
o kladnej funkciondle. Dalej zasa pouzijeme roziirenie integralu na dokaz
vety o rozsireni miery bez okluky cez vonkajSiu mieru a meratelnost podla
(‘farathdéodorvho.

Nech X je Tubovolnd neprazdna mnozina.

Svstém R podmnozin mmoziny X s viastnostami:

I.ak A €R i BeR, potomi du BeR,

2. ak 4 €R a BER, potom i 4 - BeR.

3. pre kazdy bod « € X existuje mnozina -1 € R, ze » € A nazyvame mnozi-
novvm okruhom v X,

Mnozinovy okruh S nazyvame mnozinovym g-okruhom. ak pre kazdu
A ENie U es.

n=1I

postupnost mmozin A4

Ku kazdému systému muozin K (K C 2Y) existuje prave jeden a-okruh S(K)
s viastnostami:

. KCS(K).

2. ak T je a-olruh o KCT. je S(K)CT.
Podobné tvrdenie plati i pre okruhy,

Nech g je funkeia. ktorej hodnroty < realne cisla alebo oo a ma viastnosti:
I. n je definovanda na okruhu R
20 u(Ad) =0 pre kazdd mnozinu A4 € R,
3o0() - 0 (0 znadi prazdnn mnozinn).

4.oak 1A je postupnost navzajom disjunktnyeh mnozin 2z Rau 4, € R.

AR
p=1
T ]4
potom w(u A,) - Nou(A)).
iy oy .
"= n=1
Takito funkein nazyvame mierou na okruhu R,

Miera o na okvruhu R sa nazyva o-koneénda. ak pre kazda mnozinu 4 € R
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R
existuje postupnost mmozin LA 372 Ropricom A CuU A, a w(d) < o pre
n=1

n 1.2.3....

Mnozinu X' s okruhom R na nej a < danou mierou v na tomto okruhu ozna-
cime (XL R ).

Hovorime. ze mmnozina K C.X je vonkajiej miery nula. kratko nulovi
mnozina. ak ku kazdému ¢ > 0 existuje taka postupnost (E}F mnozin

wie A
* >
7R ECUE, 2> uk,) < ¢
Py
n=1 n=1
Jednoduchou integrovatelnou funkeciou v (X, R, #) nazyvame funkeiu
n
tvaru g (@) Z e () kde B e R(E = 1200000 n0) st navzajom disjunktné
=1
mnoziny. v s redlne Cisla a w(#,) < = pre ¢ = 1. 2... .0 n. Zrejme linedrna

kombindcia dvoch jednoduchych integrovatelnych funkeii a absolitna hod-
nota jednoduchej integrovatelnej funkeie je zasa jednoduchd integrovatelna
funkeia. Integral [ ¢ (a) du z funkeie ¢ () podla miery ¢ definujeme vztahom

"
[ qr) du Z vk, Muozinu vietkyeh  jednoduchyeh integrovatelnych
i=
funkeii v (XN R. 1) oznacéme (7). Zrejme pre Tubovolné funkeie z ¢, plati:
ak ¢ () = 0 potom [¢ () di = 0atedaajak ¢ (v) = gox). potom [g(0) du =

~ f«, (&) dp. Pre K€ R definujeme f g () die = f(, (@) . gela)du. Ak E D {r:

£
g () = 012 zrejme j paydu — [g)ydu. Ak E, €R. E,eR. E, ks, 0.
B
potom [ geydu = [ geyda 1 [ga)du.
EWE, B, Ey

V' daliom pre Tubovolnt funkeiu f(v) definovani na X kladieme N(f) -~
S ) 40
2.

Dokazeme tervaz dve zakladné lemmy.

Lemma A. AL nerastica postupnost jednoduchijel integrovatelnijeh funkeir
H(NCROO {q (0 F konverguge ko nule v kaZdom bode v € X. potom i postup-
nost integralor | [q (v) did® | konverguje konade.

Dokaz. Oznacme F = N(gy). M = max ¢ (r). Zrejme K e R a u(l) - »n.

Ak w(F) - 0. potom i ﬂ gy du = 0 ateda [q (o) duy — 0 pren =203 4. ..

k..

a nemame ¢o dokazovat. Nech teda w(F) > 0. Nech ¢ () Z \,//ﬁ.;(.:)
=l

(b=o i hoon = 128000 Zvolme ¢ > 0. K bodu x, € E/ existuje najmen-

' ze(w) znadi charaktoristicka funkein mnoziny & C ..
2 Ak a(e) je nejakda viastnost prvkov mnoziny X, potom (o 7(2); znadi mnoZinu
tveh alen tyeh prekov mnozing X pre ktord plati vyrok: oemad viastnost ().



gie prirodzené &islo n(r,) = n,, pre ktoré plati ¢ _(r,) - .)“:”y Ak existuje
prirodzené ¢islo i,. pricom 1 <4, < &, a 2, € £ polozme F(r) - B
Ak takéto i, neexistuje, polozime F(x,) = £ — N(q,,). Zrejme Fie) € R pre
vietky x € £. Okrem toho systém mnozin {F(a)}., je najviac spocetny,
lebo mnozin B}l < ¢ < k,, n = 1,2, 3,...)je najviac spocetne mooho i mno
7in tvaru £ - N(g,) je najviac spodetne mnoho. Mozeme teda sv=tém 7o)y,
usporiadat do postupnosti (pripadne konecnej). Nech je to postapnost [0 .

pritom s je alebo privodzené ¢islo. alebo o, Ak s je privodzend cislo. potom
polozime N = max n(x). Vtedy ¢ (2) < (1) pre vietky € N a7z toho
' ’ 2u(ly '
i

& . £

e (H) = < e

2u(E) (%) 2 = f

Nech s = . Pretoze postupnost l¢ ()}, viade kovverguje k nule. je

f gylr) du <

x "
N K — U F,) = 0. Zo spojitosti miery v prizdne] mnozine oz toho, 7ze
n—1 k=1

n 1" .
WE — U F,) < p(K) < =« plynie. ze limu(E - w ) 00 Kocisle
o=z ] J—- % =1 _ll
I .
existuje teda také prirodzené gislo A, ze p(ll - U F) - = Polozime teras
=1 o
K K ;
N = max {n(x) ¥ EAU K. Pre E}U Fo= Foje g ) < () a7 toho
| h=1 - .

. . . e .
’ g () du = [’ g () da ;blf?‘()) dp < 2‘”(1{) Calley - T

7e {[q.duy®, je nerastica postupnost nezipornyeh cisiel lenmnm okamziee

.
e 7 toho.

vyplyva.

Lemma B. Ak {¢ (x)).7, Je takd nellosajica postupnost jedwodich el it
grovatelnijch funkei? v (X, R, u), Ze postupnost {fq'"{(,n) Ay de obiidFoa
polom mnoZina bodov. v ktorjjeh postupnost {qo (x) ™ diverquie. o ronkajse
miery nula.

Dokaz. Nech {g,(x)}-; je neklesajica postupnost jednoduchych integroe
vatelnych funkcii a nech fr/n(;zf) din < K pre n == 1,2, 3.... Bez obriedzenis
vieobecnosti moézeme predpokladat, Ze ¢ (@) = O previetky » atedn i l Az
= 0. Ak by neplatilo. ze ¢ (&) = 0. stafi vySetrovat postupnost Ty (o) -
— gq(a)}X . pre ktort tato podmienka platic a zrejme hody divergencie po

stupnosti {¢,(x)},° a postupnosti {g (v) — ¢, s tie istés Zhvolne

l

e > 0. Polozme F = {x :limg (¥) - 2} Zrejme K CU 0 pricom [
n=uw ==
Ky, . N -
- ‘ Zrejme I € Row o203 ooy o fn(,r; di -
¢ | ) - ML g ‘
-

< K. teda p(F,) < epre vietky n. Okrem toho. pretoze postupnost fo ()7

je neklesajica. je F,CF ;. Definujme postupnost mmozin £ %, takto:
By~ F,. B —F - F

w1 pre o= 2,300 Zrejme I, € B opre vietky w
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M

n ‘.
1.2.3..... UK, = F, a 2 WE) = w(F)y < e pren = 1.2,3.... a teda
fe=1 k=1

x
i (k) < e
L‘ I
n=]
X
- ey G
Pretoze je KCuU K, je tym lemma dokdzana.
n=1
Prave dokdazané zikladné lemmy nam davaji moznost vybudovat v prie-
store (X, R. ¢) tedriu integralu Rieszovou metddou rozfrenia kladnej funkeio-
naly.

3.

Pre dalsie Gdéely je vvhodné postupovat nasledujiicou metddou. o ktorej
.. Misik [3] dokdzal. ze je s metédon Rieszovou. naznadenou v uvode.
ckvivalentna. Pri tejto metode nulové mnoziny explicitne nevystupuja.

Oznacme (' mnozinu takyeh funkeit f(«). definovanych na mnozine X. pre
ktoré plati: K funkeii f(v) existuje neklesajica postupnost {¢,(x)}”, funkeii
s (', existuje taka konstanta A, ze fq.”(.r) du <A, pricom f(x) - lim ¢ ()

n—o
pre v € da s lim g (0) < o) a f(2) je TubovoIné éislo alebo «. resp. —wo pre
H=>x .
2 € L lim g (@) == o). Pre tato funkciu kladieme ff(.v) du = lim [q () du.
n— x n—o.

Hodnota ff(x) di od vyberu postupnosti {g,(x)},2, nezavisi.

Oznatme dalej (', mnozinu funkeii ¢(a) definovanych na mnozine X. pre
ktoré plati: K funkeii g(x) existuji funkeie fi(a) € 'y, fo(x) € (. pricom g(x) -

()~ folr) pre a € X, kde [i(x) ~ [y(x) md zmysel a g(x) je Tubovolné
Cislo. vesp. oo, —oc kde tento vyraz nema zmysel. Zasa kladieme fg(.r) du -

- _ffl(.r) du ffz,(x) du. Definicia fg(.'r) di je znovu pripustnd. pretoze ne-
zavisi od funkeii f;. f,.

Ozna¢me M systém vietkych mnozin £ CX. pre ktoré y.(x) € (',. N nech
znadl svstém vietkyeh mnozin vonkajsej mierv nula.

Veta 1. Ak miera w no okruhu R je o-konednd. polom S(M) = S(R u N).

Dokaz. .

l. Pretoze (', C(',. padne kazdda mmnozina z R konecénej miery do M. Ale
kazdda mnozina z R sa da pisat ako siéet postupnosti mnozin koneénej miery,
preto RCS(M). Ak F € N. potom yz,(x) € (',. teda NCM. Z toho plvnic.
7¢ RuUNCS(M) a teda i S(R U N)CS(M).

IT. Pre kazda funkeiv ¢ € (). kazdé redlne cislo v a kazdi mnozinu
A€SRUN) je {rrp) > vt n A E€SAR UN) az toho tiez pre Tubovolna

»

postupnost g ()b, funkeil 7 Cp{A A {rcsup g () > v} = U Ana:
g ) oy €S(RUN) Ak f(e) € ()0 L]l f(e) == lim ¢, () skoro viade. pri-

n—®
com g ())F je neklesajica postupnost funkeii z /), potom pre v redlne



a A€SRUN) plati: A n{xf®) =~ = Anfe:limg () >riudn

N {x :f(x) > x) N e f(e) £ Hmog (0)). Pretoze [w :f(.;') = lim g ()} €N

a teda aj {x :f(x) > x} n {x:flx) +=limg ()} €N je An {0 f(r) > b€
n—>x

S (RUN). Dalej plati: Anfe:f(¥) 2 ap =4 A Ui jle) o~ €

: eS(RuUN). o

lozme U N(q,) = A, Pretoze A, €S(IRUN) a N(f)Cd, z predodlych vy

.~zledko:f 1lnéme, ze N() = A, n[{a:f(x) < 0 uir:fa)y>0]eSRuUN).
Nech yp(x) = fi(x) — [y(2), pricom f,(x) € ' 2 j (x) € (. Polozme 4, = N(f,) v
U N(f,). Potom E = {a:f{x) _/2(.1), ~ e fi(e) = e nody Ak ozna-
¢ime R mnozinu raciondlnyeh &siel, potom ])la‘fi o=t L) = L)) oy

[L;z({w () > bt s fylae) << b n Ay u [LIJD(_«:.z' She) >0 ey o

>} u )] €S(RuUN). Tym sme dokdazali. ze M CS(R U N) a teda tiez
S(M)CS(Ru N).

Veta 2. Nech u je a-koneénd miera na okrubw K. Potom na a-olruhu S(R U N)
cxistuje jedind miera . pricom w(B) - w(Ky pre E € R Micra n je pritom
iiplnd.

Dokaz. Podla vety 1. je S(Ru N) = S(M). Polozme p(k) = j/ ) dy
pre £ € Ma pu(E) = « pre Iy € S(M) - M. Funkeia yu je (1ehno\uum na a-okr uhn
S(Ru N). zrejme je nezapornia a u(@) = 0. Vezmime |m~tupnmt BT

S(RuN)adnlx: /(I)x'x,»-u-lﬂ{ : fw)

"=

1
n

dinunk’rn\'rch mnozin z S(R U N). Mame dokazat, 7e u(u E) - E n(kE ).

n=1 n=1
Ak u(u E ) == o, potom bud existuje privodzené n,. 7e E, € M. alebo F €\
n- x
nre \aetk\ n o= 1.2.3.... \ prvom pripade sme hotovi. lebo > #(F,) — +.
A 2,
7>~l

\" druhom pripade uvdzime mnoziny F, u El Lr - Z Ze, A 19(1@ \ //[ i =

= f;m dy. Zrejme je lim y, = z,. kde K = U E,, a postupnost {yz, 1%, je ne
n=x

el

klesajica. Podla Beppo Leviho vety postupnost {j/r dp} s nie je obmedzena.

fr

Ak by bola obmedzena. platilo by lim f/f du 'dfhm zr, i = I/L du =~

H— 7
a to je spor. Teda lim I/,, dy = lim Z;g,., du = Z e i = o Ak ;n(u E.) <
n=1 n=omj_ N — " =1
k=1 n=1
< w0, potom postupnost {‘ e duy? | (definovana ako vyssie) je obmedzena.
lebo | 2o, it < [ypdu. teda podla Beppo Leviho vety plati lim Jre, i~
"= J

=/ lim ar, du = [ e due, ¢o je hTadany vysledok.

n—>x

Ze w(E) = n(E) pre E € R. plynie z definicie bezprostredne. Mieva s je Gplnd.
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pretoze p(E) = 0 iba vtedy, ak E je nulova mnozina a ak I'CHK. potom i F
je nulova mnozina a teda w(F) = 0

Aby sme dokdzali jednoznacnost miery o pripustme. ze by existovali dve
miery s, a w,, pricom iy (£) = 1y(K) pre K € R. Pretoze obe miery na R sply -
vaju, mnoziny nulovych mnozin vzhladom na obe miery g, ¢, st totozné
a hodnoty oboch mier na tychto nulovych mnozindch st rovné nule. Stadi
teda dokazaf, Ze hodnotami miery na nejakom okruhu R st hodnoty miery

na g-okruhu S(R) jednoznadéne uréené v pripade o-konecnej micry. Dokaz
tohto tvedenia ndjde Gitatel v [2] str. 54 (str. 59).
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ABCTPAKTHBIM MHTETPAJI KAK
NOJOXKUTEJIBHBINMN &dYHKIMOHAJ M TEOPEMA
O PACIOIMPEHUU MEPBI

HITop KIAOVBAHEK
Boinoo

Ecnn R ko/1b1o MHOXKECTS HeKOTOPOro abeIpakTHOroO HpoctpanctBa X M w Mepa 3dlannad
Ha 3TOM KoJblle, NPOCTOil HHTErpHpyeMmoii GylikiHell HasbiBaeTcs Jiobas TuHeiitas KOMGH-
HALHA XaPaKTePHCTHICCKHX (DYFKUMI MHOXKECTB KOHECUION MCPbI, # WHTErpasT »T0il (hyuKian
OfpeAesIeTCsl CCTCCTBEUHBIM 00PA30M  Kah COOTBCTCTBYIOULAS JiHeiuas Koubunaus \ep.
B cTaTtbe A0KasLIBAIOTCS CAERYIOLLHE OCHOBHBIC 1EMMDI

Jlemma A: Jlas 110601t HEBO3PACTAOULCT NOCTETOBATCILIOCTI [IPOCTRIX  HTCTPitPYCMbIX
$yukunii - {g. (o)) 5 oTpeMameiics K uymo, MOCACIOBATEILHOCTL  UN HHTCIPATOB  TAaKiKe
CTPEMHTCH K HYJTI0.

Jlemma B: Ecti a8 HekoTOpoil HEYOBIBAIOUICH  HOCTEL0BATCALLEOCTH  UPOCTHIN  HHTCTPH-
PYEMBIX YUKl (g, ()} * | nocaegoraTeabiocTh HX HHTETPAJOR OCTACTCS Orpaliiuenioj,
TO ()} NOUTH BCIOAY CTPEMHTCS K KOIEUHOMY Hpeaeny.

AT JICMMBL HG3BOMSIIOT  npaMeneniie Metoga ®. Preca  pacunipenits  NOJORKHTEABLIONO
(dyukiionana na onpejieacune abéerpakrioro nnrerpaia Jlefera. IToabsysck sTHM MeTogoM
HECKOALKO  MoanduuupoBantiiv JI Munmikost 1oKa3ana  cleayiontas  H3recTHas TeopeMa
O racmnpenilg Mepbl:

E.mm e o g-KoneuHast Mepa, 3amaHuas Ha Kodavile R, TO CYHICCTBYCT eAMHCTRCHIAS 1O
Mepa 7:, 3a4aHHA Ha NEKOTOPOM 7-KOJIe S, COUCPAK AL R, taxas, uro n(E) = ';L}(E) LT
vooxeers 2o R
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