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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č \ l k VI Č 1 S L O 1 

ABSTRAKTNY INTEGRÁL 
AKO K L A D N Á FUNKCIONÁLA A VETA 

O R O Z Š Í Ř E N I M I E R Y 

I G O R KLU V Á N E K 
Katedra matematiky Slovenskej vysokej školy technickej v Bratislavo 

Učelom tohto článku je ukázat možnost použitia Rieszovej metody rozší-
renia kladnej funkcionály na definíciu abstraktného integrálu, ako aj na dókaz 
istej vety o rozšíření miery. 

F. R i e s z ([ !] . str. 132) vychádza z množiny C0funkcií, ktoré sú definované 
na nejakej množině K. tvoria lineámy priestor a s každou funkciou <p € C0 

i jej absolutna hodnota | <p | je z C0. 

Ak je na množině C0 daná nezáporná, aditívna, homogónna funkoionála A(<jp), 
t. j . reálna funkcia definovaná na C0 a spinu júca podmienky 

A((j) ^ 0 pro každú funkciu <p(x) ^> 0, <p € G0, 
A(C\(P) -\•• í-Vfa) (\A((ji) + <V4(OJ2) pre lubovolné dve íunkcie <pl: <p2€CJ2 

a lubovolné dve reálné čísla c l 3 c 2, žiada iba, aby sa splnil předpoklad A: 
Ak {(/(x))Z.i je nerastúca postupnosť funkcií z G0í pričom lim <p„(x) =- 0 pre 

všetky x G K, potom i lim A((>,) 0. Za týchto predpokladov definícia funkcio-
'n~ ar. 

uály A dá sa rozšířit na připadne širšiu triedu funkcií než C0: pricom takto 
rozšířená fuukcionála má vlastnosti Lebesguovho integrálu, platí totiž o nej 
váčšina viet, ktoré platia pre Lebesguov integrál. Toto rozšírenie sa vykoná 
v dvoeh krokoch, najskór ale je potřebné podat definíciu množin miery nula. 
Množinu GCE nazýváme množinou miery nula, ak existuje neklesajúca 
postupnost funkcií z C0 {(jjx)\^l divergentná v každom bode x € (7, pričom 
postupnost UUvJír . j je ohraničená. 

V prvom kroku rozšíříme definíciu funkcionály A na množinu funkcií (,'.. 
Funkcia ]{x) sa dostane do C\ vtedy a len vtedy, ak existuje neklesajúca postup­
nosť funkcií z C{) {(pjx)}* i a lim <pjx) ^ f(x) skoro všade, t. j . množina bodov, 

kde táto rovnost neplatí, je miery nula v zmysle uvedenej deíinície. Přitom 
sa, předpokládá, že postupnost {A(<p,)}^ i je ohraničená, čím sa i zaručí kon-
vergencia skoro všade. Hodnota A(í) sa definuje rovnicoiwl(/) — lim A((pn). 



Definícia funkcionály sa cste tozsíri na množinu (\Á ťunkcií t v a r u </(x) 
fi(x) — fM> pi'hv,om fx e(\. / 2 € (\ a kladie sa A(g) — -.-!(/,) -- A(f.,). 

N a množině 6'2 už má funkcionála A v las tnost i Lebesguovho integrá lu . 
F . Riesz použi l t u t o metodu na definíciti Lebesguovho integrálu funkcií jednej 
premenne j . Za množinu ('0 volil množinu l ineárnych kombináci í charakter i s­
t ických funkcií k o n e č n ý c h intervalov. P r e t a k é t o funkeie sa dá definovat 
integrá l bezpros t ředné. Aby uvedenou m e t o d o u rozšířil definiční integrálu 
na vše tky integrovatefné funkeie, musel d o k á z a t p l a t n o s t pred | )ok ladu A pre 
t ieto funkeie a integrál na nich definovaný, vyšetř i t s t r u k t u r u množin miery 
nula a u k á z a t , že sa zhoduju s množinami miery nula p o d l á obvyklej detinície. 

Dokážeme p o d o b n é tvrdenia i pre integrál podlá a b s t r a k t n e j miery (lem­
ma A a l e m m a B). T ý m dokážeme, že pre t e n t o integrál možno použit vety 
o k ladnej funkcionále. J)alcj zasa použijeme rozšířenie integrálu na dókaz 
vety o rozšíření miery bez o k luky cez vonkajšiu tnieru a meratelnosť podlá 
C a r a t h é o d o r y h o . 

I. 

Nech X je FubovoFná neprázdná množina. 
Systém R podmnožin množiny X s v las tuosťami: 
1. ak A e R i B € R, potom i A u B e R. 
2. ak A € R a B 6 R, po tom i A B <E R 

3. pre k a ž d ý bod .r 6 X existuje množina A 6 H. že x 6 A n a z ý v á m e množi­

novým okruhom v X. 

Množinový okruh S nazýváme množinovým /r-okruhom. ak pre každú 
OD 

postupnost množin !A„j* , . A„ 6 S je U A,€S. 

Ku každému systému množin K (K C 2V) existuje právě jeden rr-okruh S(K) 
s vlastnosťami: 

1. K C S ( K ) . 
2. ak T je er-okruh a K C T. je S ( K ) C T . 

P o d o b n é tvrdenie platí i pre okruhy. 
Xech // je funkcia. ktorej h o d n o t y sú reálné čísla alebo co a má v las tnos t i : 

1. // je definovaná na okruhu H. 
2. //(/I) j : 0 pre každú množinu A £ H. 
3. //(<>) n (<l značí prázdnu množinu). 

4. ak \A ,\H' , je postuptiosť navzájom disjunktnýc-h množin z R a U A„ € R. 

y * 

potom //(u A ) --- "> a (A ). 
' "=• „t-V 

T a k ú t o funkciu nazýváme mierou na okruhu H. 

Miera // na okruhu H sa nazvva cr-konečná. ak pre každú množinu A € R 



existuje postupnost" množin j / l j * ' . z R, príčom ACu A t, a //(A„) < / pre 
,7 = 1 

// V 2. 3 
Množinu X s o k r u h o m R na nej a s d a n o u mierou // na t o m t o o k r u h u ozna­

číme (X. R. //). 
Hovoříme, že množina FCN je vonkajšej miery nula. k r á t k o nulová 

množina, ak ku k a ž d é m u F > 0 existuje t a k á p o s t u p n o s t {E,}* , množin 

z R. že FC U K„ a V u(E>l) < r. 
/ І = І 

J e d n o d u c h o u integrovateFnou ťunkeion v (K\ R, //) n a z ý v á m e ťunkciu 
ti 

t v a r u <f(x) ^L^MKÁ*')'1 kde E; € R (•/ — 1.2 //) sťi navzájom di s junktně 

množiny. \ sú reálné čísla a f<(E;) < x pre / — l. 2.. . .. )i. Zrejme l ineárna 
kombinácia dvoch j e d n o d u c h ý c h in tegrovate iných funkcií a absolutna hod­
nota jednoduchéj integrovateFnej fnnkcie je zasa j e d n o d u c h á integrovateFná 
ťunkcia. Integrá l / <j{x)<lu z fnnkcie <p(x) p o d l á miery // definujeme vzťahom 

n. 

I </(x) du >̂ \ ;//(K ;). Množinu vsetkých jednoduchých in tegrovate iných 
;=) 

funkcií v (X. R. //) označme (\). Zuejme pre FubovoFné fnnkcie z C() p l a t í : 
ak (/ (x) > 0, p o t o m J </. (x) dfi '*> 0 a t e d a aj ak (pi(x) g (/;>( .'*')• p o t o m J (p^x) du -_> 
< \(}o(x)df<. Pro K € R definujeme \ (p{x) d;i—- \ <p(x) . /^.(x) du. Ak ED{.r: 

7 ( r ) T- OJ.2 zrejme fq(x)d;< ~ f(p(x)du. Ak K. 6 R. K, 6 R. E, n E, 0. 

p o t o m J (f(x)dfi — / (f(x)du \ J q (x) du. 
EjvE* Ěj Ě2 

Y ďalšom pre FnbovoFnn funkciu /(.r) definovánu na X k ladieme AT(/) -
-- \x :/(.»•) -i- 0). 

Dokážeme teraz dve zák ladné lemmy. 
Lemma A. Ak nerustúca jwstu j)no*f jednoduchfjch intexjrovutefn fjch junkcii 

v(X. R. //) {</n(x))* , konverguje k nul< v kazdom hod< .v € A\ po tom i pos tnp-

nosť inteyrálov \ \ u „(x) dfi}? L konverguje k nule. 
D o k a ž . Označme E ~ N(<pA). M ----- max (/L(.r). Zrejme K€ R a ;<(E) - o. 

Ak fi(E) O. po tom i Jy,(.»') d// .— 0 a teda \ <p„(x) d/t 0 pre // - 2. 3. 4 . . . . 

a nemáme co dokazova t . Nech teda u(E) > 0. Nech <ptl(x) ~~ >̂ v"%K»('> 
; = i 

(1 5, / k„. >/ - 1.2. 3 . . . . ) . Zvolme F > 0. K bodu r() € E existuje najme. 

1 %E(X) značí charakteristicko ťunkciu množiny E Q X. 
'2 Ak TT(X) jo ne jaká v las tnos t prvko v množiny A", p o t o m \r. : rr(.r)J- ziméí množin 

t ých M lrn U c h prvknv množiny .V. piv ktorc pl.it i výrok: .,.»• m á vlnstnosť cr(.r.)". 



šie pr i rodzené číslo t i(r n ) ~-— n{). pre k t o r e plat í 7„„(r ! )) <; -- '., . Ak existuje 
~//(F) 

pr i rodzené číslo i 0 . pr ičom 1 g i 0 g /íMfl a r 0 € K-;\ položme F(ly) K.','/. 

Ak t aké to i0 neexistuje, položíme F(r0) •- F - - N(a\,J. Zrejme F(x) 6 11 }^>rc 

vše tky x € K. Okrem toho sys tém množin {F(r)},.£ft- je najviae spočetný. 
lebo množin E"(l ?___ i __í ka, n -- 1, 2, 3,. .. .) je najviae spočetné m n o h o i u m o 
žín t v a r u E — N(qpn) je najviae spočetné mnoho. MóŽeme t e d a systém ! F ( r ) | €/ 

usporiadať do pos tupnos t i (př ipadne konečnej) . Neon je to ])ostupnosť \Ff)l L. 
p ř i t o m s je alebo prirodzené číslo, alebo co. Ak s je prirodzené číslo, potom 

r 
,<(F) 

e 

položíme A7 -= max n(x). Vtedv a v(.r) < . '-rV pre vsetkv x € .Y a z tolio 

Nech ,s — oo. Pre tože pos tupnos t \q ,\x)}\ , všade konverguje k nule. je 
QO n 

O (K — U Ft) = 0. Zo spoji tosti miery v prázdnej množme a Z toho . že 
n - l £ = 1 

71 / ' r 

//.(/? — U F,) < //(/?) < « plvnie. že l im/ / (F u FJ o. K číslu . . . 

1< 

existuje t e d a t a k é pr irodzené číslo K\ že ii(E U F,) ' , . Položme tóra/. 
*=-i ' 2M 

7v K i 

N =- max \n(x) : r € u b\.}. Pre r 6 U F,, -- F je 7 v ( r ) < . _ a z toho 
/,• 1 A - = l 2п(F) 

fqy(x) du - fqyU)dft f jV,-(r)J// < .//(F) : -1/ ./-, ' '• Z toho. 

že { / (f n d/t}™., je nerastúca p o s t u p n o s t nezáporných čísiel. lemma okamži té 
vyplývá. 

Lemma B. .Ak {(pAx))\i ) e faká nekasajúca postupnost' jt<lnodnrh ijch in.h 
grovatelných junkcií v (X, R, //), ze postu-pnosť {j q„(r) d/<}\^ j<. ohranir< nň. 
potom množina hodov. v ktort/ch post ujmo* f {rp.,(xf(X_ • dhu-rgn.je. }r mnkojsrj 
miery nula. 

D ó k a z . N e c h {(pjx)}^^ je neklesájúca pos tupnos t j e d n o d u c h ý c h integro 
v a t e l n ý c h funkcií a nech } q\(x) dtu ___ K pre n ~ 1.2. 3.. . . Bez obmedzeiiia 
všeobecnosti móžeme p ř e d p o k l á d a t , že 7 H(x) :> 0 pro v selky n a teda i J y „ du y 
___ 0. Ak by neplat i lo, že qjx) _i_ i), s tař í vyše t řovat pos tupnost \q ,(r) -
— ť/^r)}* . . pre k t o r ú t á t o podmienka ]»latí, a zrojme body di\'ergencie po 
s tupnos t i {(pn(x)}^ l a pos tupnost i Í7„(r) — 7 ď r ) ! ý ' i «ú • , r i-^tó. Z\ oťme 

e > 0. Položme F \x : ]\m q „(x) / } . Zrejme FC u F,. ]>i,ičom F„ 
Í = L 

•-= {z : 7 ? ! (r) > —•). Zrejme F„ € IV n I. 2. 3 , . . . a „(b\) . X • . \q (r) //^/ > 

^ K, t eda //(F„) < e p re vsetky /^. Okrem toho. pretože postupnost Í7 „(•••)',.x , 

je neklesajúca. je FnCF,trl. Deí inujme postupnost množin \E\'\ , t a k t o : 

K! = F - . K/( == F, - Fť^ ]>re D -= 2, 3 Zrejme E„ e l i pro všotkv ;/ 

6 



V-!-* U Kh - F„ a 2 //(F,) --- fi(Fn) < f. pre n -- V 2, 3.. . . a tedí 
Ь=l /.•=i 

i V//(Fj < ř*. 
/ í = l 

x 
Pretože je FC u Rn, je tým lemma dokázaná. 

/?=i 

Rráve dokázané základné lem my nám dávajú možnost vybudovat v prie-
store (X. R. //) teóriu integrálu Rieszovou metodou rozšírenia kladnej funkcio-
uálv. 

3. 

IVe dalšie účely je výhodné postupovat nasledujňcou metodou, o ktorej 
L . M i š í k [3] dokázal, že je s metodou Rieszovou. naznačenou v úvode, 
ekvivalentná. Pri tejto metodě nulové množiny explicitně nevystuj)iijú. 

Označme (\ množinu takých funkcií j(x), definovaných na množině X. pre 
ktoré platí: K funkcii f(x) existuje neklesajúca ])ostupnosf {(fn(x)}*. L funkcií 
z ('„. existuje taká konstanta A. že Jq.-n(x)dp < A, pričom f(x) --• lim 9„(r) 

pre x 6 {x : lim (pn(x) <: oo} a f(x) je rubovolné číslo alebo x . resp. — -x> ])re 
>l~> X 

x č [x: lim q tl(x) "— a l - 1 '̂e tňto ťunkciu kladíeme j f(x) d<< — lim J 9 „(•*') di<. 

Hodnota J /(#) i//* od výběru postupnosti {(fn(x)\Zi uezávisí. 
Označme ďalej (y

2 množinu funkcií g(x) definovaných na množině X. pre 
ktoré platí: K funkcii (/(r) existuj ú funkcie /^.r) € 6ř

2, /2(.r) € C,_. pričom r/(r) 
/i(-r) !»(•*') P r e &'€ A\ kde ^(if) - fz(x) má zmysel a g(x) je lubovoTné 

číslo. resp. 00, —x kde tento výraz nemá zmysel. Zasa kladieme Jg(.r) J// -
Jí\(x)df< JfÁx)df<. Definícia Jg(x)d/t je znovu přípustná, pretože ne­

závisí od funkcií f1. /2. 
Označme M systém všetkých množin ECX. pre ktoré xK(x) 6 f2. X nech 

značí systém všetkých množin vonkajšej miery nula. 
Vela 1. Ak iniem i< na okruhu R je o-konecná. potom S(M) --- S ( R u X). 
D 6 k a z. 
I. Pretože f ' 0 c r , ( padne každá množina z R konečnej miery do AI. Ale 

každá množina z R sa dá písaf ako súčet poslupnosti množin konečnej miery, 
preto RCS(M). Ak E 6 X. potom %E(x) € C2. teda X C M. Z toho pivnic, 
že R u X C S(M) a teda i S(R u X) C S(M). 

II. Vvc každú funkciu 7 €('u. každé reálné číslo x a každú množinu 
A € S(R u X) je {.r : cp(x) > \'ř n .1 € S(R u X) a z toho tiež ])re lubovoiiiú 

])ostu])nosť !T„(.í")}* 1 funkcií z f-'(){/I n {.r : sup (pn(x) > x} •— u An{x: 
» = i 

: v„(.r) • \] € S(R U X). Ak j(x) <= TV t. j . /(r) - lim 7„(.r) skoro všade, pri-

čom {qn(x)\* , je neklesajúca postupnost funkcií z O0, potom pre \ reálné 



a A € S(R u X) p la t í : A n {ÍT : f(x) > >} --- A n {x : l im r^.(.r) > >} u A n 
n->x 

n {a- : / (a) > L*} n {.r : f(x) 4= lim o<(*)}. Pre tože {.r : /(.r) 4 jim <h,(x)} € X 

a t eda aj {# : f(x) > x] n {.r : f(x) =(= lim </H(.r)} € X je .4 n {x : /(./•) > v' 6 

n-*oo 

S (R U N). Ďaiej p l a t í : A O {.r : f(x) :£ *} ^ 4 J u {.r : /(.r) > v! € 
S (R U X) a A n \x : /(*•) < *} ----- U .4 O I a: : /(.r) < v - ~\ £ S(R u X). Po 

«=i l /? I 
X 

ložme u N(<7„) •--- Ax. Pre tože ^ e S ( I l u N ) a N(/)CA. z predošlvch vv-

sledkov m á m e , že N(/) =-- Ax n [{a: : / V ) < 0} u {.r : /(#) > <>}] € S(R U X). 

Nech %E(x) = /x(x*) - /2(.r), pr ičom / ^ r ) € C}. /2(.r) € C,. Položme .42 ^ N(/\) u 

U N(/2). P o t o m E ,--. {* : /-(#) 4 , /2(.r)} .-. [x : /^.r) ±- /,(;ť)} n ,4 2 . Ak ozna­
číme i? m n o ž i n u racionálnych císiel, j)otom platí E -- \x : /,(.r) - f2(x)) n A2 

[U ({# : /2(.r) > r) n {.r : f2(x) < r> n A*)] u [U (|.r : /-(;r) > r} n !.r : /,(.r) : 
r e B r c R 

> r} u A2)] e S(R u X). T ý m sme dokázali, že M C S(R u X) a t e d a tiež 
S ( M ) C S ( R u X ) . 

Veta 2. Nech // je o-konečná miera na okruhu R. Potom na o-okruJiu S(R U X) 
existuje jediná miera //. pricotn fi(E) p(E) pre E € R. Miera //, yV přitom 
úplná. 

D ó k a z . P o d l á vety l. je S(R u X) = S(M). Položme p(E) ^ j%E(x) du 
pre K € M a //(K) ----- '<•• pre E € S(M) -- M. Funkc ia // je definovaná na O-okruhu 

S(R u X). zrejme je nezáporná a /7(0) -- 0. Vezmime pos tupnos t ! K J X , 

d i s junk tnýeh množin z S(R u X). Máme dokázat , že / / ( u KJ V u(E,). 
» " = 1 ^1\ 

Ak / / (u EJ -- co, potom b u d existuje prirodzené n(í, že K„((£ M, alebo Eit € \\ 
n- 1 x 

]u*e všetky n •— l. 2. 3 . . . . V prvom př ípade sme hotoví, lebo ""> ,u(E„) * . 

X d r u h o m p ř í p a d e uváž íme množin v Fn — u Ek. XF -~ /> XE a t e d a ]> / %E du -

= /*/F d//. Zrejme je lim %Ff> =• %E, kde E --= u K„ a postupnost ' {//- }x_! je ne 
J " n = x n c= 1 

klesajúca. P o d l á Be]>po Leviho vety pos tupnost {J/> d//l
f,

x
 L nie je o b m e d z e n á . 

Ak by bola obmedzená. platilo by lim J%F d// ~ J lim yF d// •= J %Edtu < x 

a t o je spor. T e d a lim J%Fiáu ~ lim V ^ r d// — >̂ /^ d/< -- ^ . Ak //(u /<) <r 

< 00, p o t o m p o s t u p n o s t { J ^ ť d/./}* t (definovaná ako vvššie) je obmedzená . 

\eho J %F áfi <^ J%sdf(. teda podlá Beppo Leviho vety platí lim J %v da .-:.-
i> — ~j-

•- J l im ^ . d// — J ^ f ; d//, co je h l a d a n ý výsledok. 
n->oo 

Že //(K) — //(K) pre K 6 R. plynie z definície bez prost reci ne . Miera /L je úp lná. 



protože Ji(E) -^ 0 iba v tedy, a k E je nulová množina a ak FCK. potom i V 
je nu lová množina a t e d a fi(F) — 0. 

Aby sme dokázal i jednoznaenosf miery /* př ipusťme. že b y (existovali dve 
miery //j a //2, pr ieom ii^E) = ii^E) pře E€ R. P re tože obe miery na I t splý-

vajú, množiny nu lových množin vzh l adom na ob(v miery / / t , /!2 sú to tožné 

a h o d n o t y oboeh mier na t ý c h t o nulových množinách sú rovné nule. Stačí 
t e d a d o k á z a t , že h o d n o t a m i miery n a ue jakom okrn l iu I I sú h o d n o t y miery 
na cr-okruhu S(R) j ednoznačné určené v p ř í p a d e ťr-konečnej miery. Dokaž 
t o h t o tvrdenia najde čitatel ' v [2] str. 54 (str. 59). 
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А Б С Т Р А К Т Н Ы Й И Н Т Е Г Р А Л К А К 
П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н Ы Й Ф У Н К Ц И О Н А Л И Т Е О Р Е М А 

О Р А С Ш И Р Е Н И И М Е Р Ы 

И Г О Р К /IV В А Н Е К 

В ы в о д ы 

Если Н кольцо множеств некоторого абстрактного пространства X и /./ мера заданная 
на этом кольце, простой интегрируемой функцией называется любая линейная комби­
нация характеристических функций множеств конечной меры, и интеграл ^той функции 
определяется естественным образом как соответствующая линейная комбинация мер. 
В статье доказываются следующие основные леммы: 

Лемма А: Для /побои невозрастающей последовательности простых интегрируемых 
функций {<Г,:(•>')] * , стремящейся к нулю, последовательность их интегралов также 
стремится к нулю. 

Лемма Б: Если для некоторой неубывающей последовательности простых интегри­
руемых функций \Ч'»('•*')} ?. | последовательность их интегралов остается ограниченной, 
то \(Гп(>г)}* . почти всюду стремится к конечному пределу. 

Эти леммы позволяют применение метода Ф. Рисса расширения положительного 
функционала на определение абстрактного интеграла Лебега. Пользуясь этим методом 
несколько модифицированным Л. Мишиком доказана следующая известная теорема 
о расширении меры: 

Е.лп // гт-конечная мера, заданная на кольце К\? то существует единственная полна и 
мера //, заданная на некотором ?-колцн $, содержащем К, такая, что ц(Е) - и(Е) для 
множеств Е из Р. 
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