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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. VI. 1 — 1856

CHARAKTERIZACIA SVAZU
POMOCOU TERNARNEJ OPERACIE

MILAN KOLIBIAR

Katedra matematiky Prirodoveckej fakulty Univerzity Komenskeého v Bratislave

NoAL Kiss a G Birkhotf [1] ukazali, ze distributiviny sviiz (s najmensim
a najvacsim prykom) mozno defivovat pomocou istej terndrnej operacic
(. b.e). V otakto definovanom sviize S plati
(. hoe) = (anhubneyy(ena) = (cubnbue)n(cua) (1
pre kazdi trojicu prvkov . b e € 8. Nao zdklade visledkov prace [2] sa da
usudit, ze pomocou takejto terndrne] operdacie mozno definovat Tubovolny
sviiz. Priton viak terndrna opevacia (a. 0. ¢) nie je vzdy definovanda pre vsetky
trojice prvkov . b.c. Vo tejto poznamke podame takito definiciu sviizu s naj-
mensim a najviacsim prvkom.

1.V celom tomto odseku 8 znaci sviiz.

L. Definicia. Ak pre prvky «.hoe €8 plati
b ubneyulena)y ~(cub)nhue)n(cuaa). (2

definujeme pre tieto prvky ferndarnu operviaciu («. b, ¢) vztahom (1), Mnozinu
vietkych trojic [a b. ¢} (a. b e € N), pre které plati (2). oznacime T(S).

1.2, a) Ak [u. b el € TNy a o 0 ¢ jo Tubovolnd permutécia prvkov o' o'
epotom [a’ BT '€ T(N) » plati (v 67, ¢") == (u, b, o).

h) Pre Inhovomé prvky e b € Nje [a. b ] € T(S) a (4. boa) = .

¢) Ak S ma najvicsi prvok T a najmendi prvok 0, pre kazdé o € N je
[0, IT€T(SY a (0 a 1) = a. Dalej. pre a. b €8 jo [o 0081 € T(S). [a. T.h] €
ETS)a 1. 0.y b (a. T.h) =aub.

d) Ak [ b,e] € T(S). [a. b Ad)E T(S). [(d. b.oa). b.e] € T(S). potom [(a. b c).
h.(a.h, d)] € T(S) a plati

(ta boer bt bod)y — ((d, b ). h.e).
Dokaz. Tvrdenia a), b), ¢) s zrejmé. Dokazeme tvrdenie d). Plati

A =, b.oeynblulbn (e, b .d)]u (e b.d)yn (. h c)
fleubh)ynbueynacua)ynblulbnubnbudin(dua)fu
Ufwubnbpudyndua)nhbue)n (cua)l
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eva)yndblulbn(dua)luf(eubnBud n
Ndua)yn(buc)n(cua)l

[ boe)ud]abu(a, b, d)n[(a b, d) U (a b, c)] =
sfenmyublnbu@dna)nfenhubndyu(dna)u
Uulbne)u(enal:

Bodob.aynblubne)ulen(d bha)] -
[leoudynblubne)ulen(dub)n (b ua)n (aud)]
B [(dob.ayublnbuce)nfeu (d b a)] =

(
[(

Zrejme d =7 AN Dn‘](‘j bne < (cua)ynb.

andyublnbueyncudnb)ubna)u (and)

cn(dubnbua)ncud)y < wubnbudindua)yn(bue)n (cUa).
takze B - A, I)u(ﬂn( A<= B Plati teda B -2 A4 < A" <0 B Podla pred-
pokladu I3 - cteda B o= A4 = A7 ¢o bolo treba dokdzaf.

2. Veta. Neeh M je mnoZina: neeh 0, T € 3. Neeh T jo podinoZina baitéz-
skeeho sicinu M- M < M majiiea telo vlastnosti:

() Aba,byc€ M. [a.b.c]€T, potom [b.c.aleT. [c.h.a])€T.

(b) [a. b, ) €T pre kaidé a. b€ .

¢) [a.0,0) €T, [u. I.DVET pre kaidé a, b€ M.

KNazdej trojici [a. b. ) €T wech je privadenij preok (a.boey € M tal. <o platf

(dy) (O, a, Iy == a pre kaZdé a € M:

() (a0, b, a) = a pre kazdé a. bhe M:
(dy) «k [a,b,c] €T plati (. b, ¢) = (b.e.u):
(d ) ak trojice [a, boe]. [a.bod). [(d.b.a), b.c)] patria do T. potom [(a.bh.e).
hota.b.d)]€T a

(. b, ey, b, (. b.od)) =~ (A, b.a), b, e). (3)

Potow muoZinag M s operdciami
anb = (a,0.b). @« Uh=(a,1,b) (+)

Joosuds s na jeddSin prokome Ta s nagmensim perkom O, v borom pre [a. b ) €T
plati
nbhubneyu(ena) < (abe) (anubynBue)n (cua) (H)
Paozunamka, Z odst. 1 vvplyva. ze sposobom uvedenyim v tejto vele mozno
definovat kazdy sviz.
Dokaz vely. Nech [rl h.cl€T. 7 (a) vyplyva. ze [u'. . c'1€T pre Tubo-
volni pe lmutdom a0 e prvkov ach. e Podla (b), (dy). (d,) a (a) je («. b. e)
(. b)) boe)y = ((a b, e). b, (a, b)) = ((10.b.¢), b.a) == ((c, b, a). h.
(c.hoa)y  A(eboa). Teda (@b, ¢) = (. b.a) == (b.eoa). Z toho vyplyva. ze
(e, b, ) (. b, ). (6)

kde o' 0" ¢ je Tubovolnd permuticia prvkov a, b, c.
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Vzhladom na (b) a (dy) je « na = a. a U a = a pre kazdé a € M. Dalej
anb = (0. 0.b) = (b.0.«) - bna Podobne aub — bhua. Podla (d))
a (6) je

(anab)yne = ((¢.0.0).0.¢) = ((b. 0, ¢)). 0, (b. 0, @)) -
= (b, 0, @). 0. (b0, €)) = ((e. 0 h) 0, a) =
an (bnec).

Rovnako sa dokdze (¢« Ub) U ¢ = a U (b U ).

Dokéazeme teraz absorbéné zikony. Pouzitim (6). (d,). (e). (d,), (b) a (d,)
dostavame (« U b) n« = ((a. 1, 0), 0,a) = ((b. a, [), a. 0) =
S ((Loa.0).a. (Loa, b)) = («, a. (I.«. b)) = a. Rovnako sa dokaze (« nb) U
Ua =« (stadt vymenit [ a 0).

Ty¥m sme dokdzali. Ze mnozina M s operdciami (4) tvori sviiz.

Aby sme dokazali. 7ze pre [u.h.¢] € T plati (5). ukdzeme najpry:

an(a.b.oc)= (b a (ab.e)).au (b )= («Ub a (a b .c) (7)

Pouzitim (e). (6) a (d,) dostavame

an (. b, ¢) = (@, O (. b.e)) = ((¢, d.b),a, 0) -
S (b @y (byace)) = (o hoa (alhe)).

Rovnako sa dokaze druhd rovnost (7) (zamenou [ za 0).

Dvojnasobnym pounzitim (7) dostdvame: (¢« nb) n (e, b, ¢) = (@anb)na

N b.e)y=@@nbdn@nb a (a.b.c)=@w@nbanb (anb, a (abr))=

~a nb. Podobne, («¢ub)u (a,b.¢)=aub Tedaunb< (a,b,¢) <aub.
Rovnako sa dokdze bneZ (. b.e) < bure. cnas (e, b.e) Scua.
7 tyvehto vztahov vyplyva (5).!

Poznamky.

1. Vo vztahoeh (3) moze sa vyskytnit aj zvamienko < (t.j. plati zna-
mienko <. ale neplati =), ako ukazuje priklad:

Majme sviiz S. ktorého graf je na obr. 1. Definujme ternarnu operdciu o
takto: Pre trojice prvkov. ktoré spliuji vztah (2), definujeme operdciu o vzta-
hom (1). Pre trojicu [a’. b'. ¢"]. ziskanu z trojice [a. b, ¢] Tubovolnou permuta-
ciou, definujeme (¢’. b'. ¢") = b. Pre ostatné trojice opericiu o nedetinujeme.

Preskiazanim vsetkyeh moznosti sa mozno presvedéit, ze takto definovana
terndrna operdcia sphivje predpoklady vety ods. 2. [Vzhladom na ods. T stadi
uvazovat o pripadoch. ked v (3) vistupuje (a. b.e).] Pritom plati («. b.e) - b

LV Birkhoffove) knihe [4] va str. 138, kde sa sleduju avahy o distributivnyeh
svizoch 7z prace [1], dokaz vztahu (e, b,¢) € < anb,aUb - nie je korektny, pretoze
sa zakladd na lemme 1 (str. 137), ktorej dokaz sa prave opiera o rovnost (1), ktord sa
méa  dokazat. Avsak vztah anbd < (¢, 0,¢) <= aUb mozno lahko dokizat rovnako
ako v nasom pripade: PouZitim vztahu (17) (str. 138) vvchadza (a,b,¢)aa = (c.an b, ).
(. b.yaenb) ~(oanb,eyaab) —=anab Podobne (e, h.eyu (0w bhyu = aubh,
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nb)yu bne)ucna) =d, («udb)n (buc)n (cUa)=>b. Sviz de-

finovany touto terndrnou operdciou podla vety ods. 2 je prave sviiz .
2. Ak by sme operaciu o v pozn. 1 pozmenili I

tak. Ze by sme pre trojicu [a, b, ¢] (a trojice.

ktoré z nej vznikni permutdciami) operaciu

nedefinovali, pre ostatné trojice by sme viak

operaciu ponechali ako v pozn. 1. dostali by

sme operaciu o', ktord podla ods. 1 spliuje 4 b c
predpoklady vety. Zrejme opericie 0. o', definuji d

ten isty sviz.
3. Z poznamky 2 vidiet. ze ten isty sviiz

mozno definovat viacerymi ternidrnymi operi- /
ciami. ktoré sa mézu li§it v obore definicie. Zo

vztahu (5) vyplyva: Nech dve terndarne opericie 0
0.0, definuji (podla vety ods. 2) ten isty sviiz S. Obr. 1.

Pre trojice [a, b, c], pre ktoré plati vo sviize S

rovinost (2), davaji obe operacie o, o', ti istil hodnotu, dana vyrazom (1).
Je otazka, ¢ pre kazdd trojicu [, b, c]. pre ktori st obe opericie o, o, de-
tinované, majui obe operdcie t istii hodnotu. (Zd4 sa pravdepodobné. Ze to
nemusi platif.)
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XAPAKTEPUCTUKA CTPYKTYPEL B TEPMUMUHAX
TEPHAPHOM OOEPAUUMU

MHUJAAIT KOJTHBHAPD
Bbiso1h

[Tycts M ~— mnoxecrso, O, 1 ero saneMentsl. [1ycts T nOAMHOXKECTBO 4€KapTOBOTO NPOH3BL
acunst MXMXM obnapaloniee cregylomuMi  cBofictBamu  (uepes [x, y, z] ofosHaunm
IPOHILY 371€MeliTOB X, V, Z):

(a) Econ [a, b, c] 2T, 10 [b, c, al€T. [, b, al€T.

(b) [a, b, a1 €T pas Beskux a, h <M.

(c) [a, O, bleT, [a, I, b] €T ans sesikux a, b I M
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Ilycte Kaxioii Tpouue [a. b, ¢ €T nocrasien B CoOBETCTBAe 7ieMeNT {a. ho o) € M Tan
GTO HMEET MeCTO.

(dy) (O, a, 1) == a 115 Besikorn a € Al,
(d2) (a, b, a) = a nna Besxux a, b € M;
(ds) ccan [a, b, c]€T, 10 (a4, b, ¢)
(d4) ecnir tponum [a, b, ¢], |

= (b, ¢, a),
P, byod], [(de b,oa)y. bool mpnnameskar Mioxectsy 1L -
[ (. hoe), b, (a, by )1ET u Brnoaneno (3).

Toraa smomecrso M o¢ onepalinsiMp (4) sBasCTesw CIPyKTYPoll ¢ HaiOOJIBLINM  a1CMel -
oM [ it nausmenbuwnym sgeMentom O, 8 Kotopoil aaa [a, b, ¢j&T imeer nmecto (5).
BCSIKYIO CTPYKTYPY € HAIMEULIEHM H Hal00TBIIIM S I1CMEHTOM MO0 OIPEICTHTE ITHM
HyTeM, ecai koKauveetse T OB3SiTh MUOKECTBO

cTey (2) 1 it 9THX TPOeK onpencants (a, b, ¢) qopmyroi (1).

((1.‘) Cra-

ATHX TI)UCK, KOTOPBIC 3';1(:14‘n‘lepsu«')x papeti-
IToxaspmaercs Ha npuMepe, vro s (5) MOKET HMCTE MECTO CTPOreli siak ~ (4751 HeaneTpi
GYTHUBNOH CTPYKTYPBI) H UTO O 31 T4 Ke CTPYKTYP2 MOKCT OWITh ONpPCAeIcUa AByMs Tep-
HAPHIBIMH  ONCPALUSAME, OTIUGAUIIMICA 00JacThl0 onpeaetenist. (O BeexX paccMarpuBacMbin
TePHAPHLIN  ONePAIVIAX  NPCANNTArECM, UTO ot 001412107 cojictiayie (a)

VITCA BOMPOC, MOTYTh-JIL JIBE TePuapible Olepailiii, ONPeAeasionuie oAty 1 1V K¢ CTDYKTY Py
HMeTh pasioe 3HayeHne B TPOHIE, AMs KOTOPofl 0fe onpeac.eis
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