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MATEM ATICKO-FYZJKÁLNY ČASOPIS SAV. VI. 1 — 1956 

C H A R AKTE R I Z AC I A S VAZ I 
POMOCOU TEKNARNEJ OPERACI E 

Ml LAN K O L l B I A R 
Katedra matematiky Pnrodnveckcj fakulty Univerzity Komenského v Bratislavo 

S. A. J \ i s s a ( i . B i r k i i o f f [1] ukázali, že d i s t r i h u t í v n y svaz (s najmensím 
a najváeším prvkom) možno definovat pomocou istej terna rnej operácie 
(//. b. c). X t a k t o deřinovanom svaze S ])latí 

(a. b. c) ^ (a n h) u (b n v) u (c n //) - (O u b) n (b u c) n (r u O) ( l i 

pre každťi trojieu prvkov a. b. c € S. Na základe výsledkov j)ráce [ií] sa dá 

usadi t , že pomocou takej to tenui rnej operácie možno definovat ruhovoFny 

svaz. P ř i t o m však te rnárna operácia (a. b. c) nic je vždy def inovaná pre všetky 
trojice prvkov a. b. c. X te j to poznámke p o d á m e t a k ú t o definíeiu svazu s n a p 
menším a uajváčším prvkom. 

1. Y celom t o m t o odseku S značí svaz. 
I. I . D e f i n í c i a . Ak ])re prvky a. f). c 6 S platí 

(a n b) U (b n c) u (r n a) (a U h) n (b U c) n (c u a). (2i 

definujeme pre t ie to prvky t e rnárnu operáeiu (a.b.c) vzťahom (1). Množinu 
všetkyeh trojíc [//, b. c] (t/, b. c € S), pre k te ré plat í (2). označíme 7T(S). 

1. 2. a) Ak [a. b, c] € T(S) a '/.', IV. r je íuho volná permutácia p rvkov O', b' 

r \ potom [a . 6 \ <:'] € T(S) a platí ("/. b'. o') -.= (</.. b. e). 

h) P re ruhovolné p rvky ť/. b € S je [O. b, a] 6 7T(/S) a (*/. b. O) ----- O. 

c) Ak S má najváéšj prvok / a najmenší prvok 0. ])re každé ť/ 6 .S je 
[0, a, I] e T(S) a (ó. r/. /) - ť/. Dalej. pre a. h C-. S je [O. 0. h] G 7T(N). [//. /. h] £ 

6 T(S ) a (a. 0. //) -.-, r/ n />. (O- 7. b) - O u b. 

d) Ak [a. b, c] € T(S). [a. h. d] € T(S). [(r/. />. O), b. r] € Tí^). potom [(O. b. r). 

/>. (a. b: d)] 6 77(N) ÍV pln ti 

((//, b. ' ') . b. (O. />, J)) ((a!. 6. O), h. c). 

D ó k a z . r lVrdenia a), h), c) sú. zřejmé. Dokážeme Ivrdenie d). P l a t í 

A - [(«, b, r) n b] U [b n (řf, b, </)] U [(a. b. d) n (r/, h. c)] 
- [(O u b) n (b u f) n (/• u O) n b] u [b n (O u h) n (6 u d) n (J u O)| u 

u [(a u b) n (b u d) n (J u a) n (b u r) n (r u O)l 
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[(c u a) n b] u [b n (d u a)] u [(O u b) n (b u d) n 
n (f7 u a) n (b u c) n (c u a)]. 

A' - [(t/, b. c) u b] n [b u (a, 6, J) n [(a, b, </) u (a, b, c)] -
- [(c n O) u b] n [b u (d n a)] n [(O n b) u (b n d) u (J n O) u 

u (b n c) u (c n O)]: 

li [(7. b. O) n b] u (b n c) u [c n (J, b O)] .---
[((( u Í7) n b] u (b n c) u [c n (J u b) n (b u O) n (O u d)}. 

B' [(d, b: O) u b] n (b u c) n [c u (77, b, O)] ---

[(O n d) u b] n (b u c) n [c u (J n b) u (b n O) u (O n J)]. 

Zřejmé A > A'. í)alej b n c < (c u O) n b. 

c n (J u b) n (b u O) n (O u d) .< (a u b) n (b u d) n (J u a) n (b u c) n (r u O). 

takže B r.-. A. Duálně A' < B'. P l a t í teda /i < A < A' < 1?. Podlá před­
pokladu Ii B\ teda I> — A --.- A', čo bolo t řeba dokázat'. 

2. Veta. A7cch J/ je množina: nceli 0. / € JI . iYcch 7T p j>od mnozi na kartéz­

ského sneinu M \ J I x J I niajnc(( tiefo vlastnosti: 

(a) AkO, b, c € JI. [O. b. c] 6 7T, potom [b, c. O] € 7\ [c. b. O) € 7'. 

(b) [aJ),a]eT prc každé ff.be J / . V "-'7 [ ' < • ( ' ) < t j *- J- / ' ' ' f Ai(.;m -t. ' / v- ^ ' / < 

(e) [O, 0, b] € T, [//./. b] £ 7r prc každé a, b € JI. 

Kazdcj trojici [a. b. c] e T ncch je jiriradený prvok (a. b. c) 6 M tak. < platí 

(d-.) (0, O, / ) : - O />/c kOžr/c O € J / : 

(d2) (O, b, O) -- a pre každé O. b 6 J / : 

(d3) Ok [O, b, c] € 7 \ jihdí (a. b, c) ----- (b, c. O): 

(di) Ok trojice [O, b, c], [O. b. J], [(//. b. O), b. c] jKitrift do T. j>otom [(a. b. c). 

b. (a. b,d)]e T a 

((O. b, c) , b, (O, b. d)) ------ (C/, b. O), b, c) . CM 

Potom množina M s ojjcrácianii 

a n b - (O, 0, b). O u 6 = (O, 7, b) (4) 
)( ,š'?;O: * )iaji;ar*i)n prvkám I a s najmensím jrrvkom 0, v ktorom //re \a. b. c] € 7' 
/>/V/// 

(O n b) u (b n c) u (c n O) < (O. b. c) ;s (O u b) n (b u c) n (c u O). Cr>) 

K z n á m k a . Z odst . 1 vyplývá , že spósobom uvedeným v tej to veto možno 

deíinovať každý svaz. 
Dok-a z vety. Neeh [a. b. c] e T. Z (a) vyplývá, že [a'. b'. c] e T pře Fubo-

\7>rnú permutáe iu a'. //, /•' prvkov O, b. c. PodTa (b), (do). (d t ) a (a) je (O, b. c) 
((a. b. a), b, c) --=.- ((O, 6, c). b, (O, b. O)) - ((O, b. c), b. O) - ((c, b, O), b. 

(c. b. O)) (c. b. O). Teda (O. b, c) --- (c. b. O) (b. c. O). Z toho vyplývá, že 

(O, b, c) - (O', b\ c') 

kde O'. //. c' je [ l ibovolná p e r n m t á e i a prvkov O, b, / 

(<">) 
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Vzhladom na (b) a (d2) je a n a --=-- a. a u a -• a pre každé a € M. Ďalej 
a n ft == (O. 0. ft) -r-r (ft. 0. a) b n a. Podobné a u ft - ft U O. PodFa (áx) 
a ((5) je 

(O n ft) n c ((O. o. ft). o. c) --- ((ft. o. c)). o, (ft, o, //)) 

-- ((ft, 0, a). 0. (ft. 0, c)) --=. ((c. o. ft). (). a) =---• 

- O n (ft n c). 

Rovnako sa dokáže (a u ft) U c ^ a u (ft u c). 
Dokážeme teraz absorbčné zákony. Použitím (6). (d4), (c). (d.), (b) a (d2) 

dostáváme (a U ft) n O ((O. I, ft), 0, a) --- ((ft. O. I), O. 0) ^ 
- ((I. a. 0). a. (1, a, ft)) -- (O, a. (I, a. ft)) ----- a. Rovnako sa dokáže (O n ft) U 

u a -=-• a (stačí vymeniť l a 0). 
Týni sme dokázali, že množina. M s operáciami (4) tvoří svaz. 

Aby sme dokázali, že pre [//.. ft, c] € T platí (5). ukážeme najprv: 

a n (". ft. c) -= ((( n ft. </. (a. ft. c)). O u (a. ft. c) - (O u ft. O. (//. ft. c)). (7) 

Použitím (c). (6) a (d.,) dostáváme 

a n (a, b, c) - (ř/, 0. (a, ft. c)) -= ((c. O. ft), O, 0) -----
----- ((ft. O. o). O, (ft; O. c)) =.-- (a n ft. O. (O. ft. c)). 

Rovnako sa dokáže druhá rovnost (7) (záměnou / za 0). 
Dvojnásobným použitím (7) dostáváme: (a n ft) n (a, ft, c) -~ (O n ft) n a 

n (a, ft, c) -̂  (a n b) n (a n ft, a. (a, ft. c)) ^ (O n ft. O n ft, (a n ft. O, (O. ft. c))) — 
^ O n ft. Podobné, (a U ft) u (a, ft. c) = // u ft. Teda r/ n ft g (O, ft, c) .^ O U ft. 

Rovnako sa dokáže 6 n c <£ (a. ft. c) íg ft u c c n r/ g (O, ft. c) .<; c u a. 
Z týchto vzťahov vyplývá (5).1 

P o z n á m k y . 
1. V o vzťahoch (5) móže sa vyskytnut aj znamienko < (t. j . platí zna-

niienko < . ale neplatí —). ako ukazuje přiklad: 
Majme svaz -S\ ktorého graf je na obr. 1. Definujme ternárnu operáciu a 

takto: Pre trojice prvkov. ktoré splňujú vzťah (2), definujeme operáciu o vzťa-
hom (1). Vve trojicu [a', ft'. c r]. získánu z trojice [a. ft, c] rubovornou permutá -
ciou, definujeme (//'. //. c') •-- ft. Pre ostatně trojice operáciu o nedefinujeme. 

Preskusaním všetkých možností sa možno přesvědčit, že takto definovaná 
ternarna operácia splňuje předpoklady vety ods. 2. [Vzhladom na ods. 1 stačí 
uvažovat o prípadoeh. ked v (3) vystupuje (a. b. c).] Přitom platí (a. ft. c) ft. 

1 \' Hi r k h o f f o vo j knihe [4j na str . 138, kde sa sleduj ú ú v a h y o d istr ibu t ívnyeh 
svázoeh z p r á c e [1], dókaz vzťah u (a, ft, r) € < a t\b9a\lb > nie j e korektný, pre tožo 
sa zakládá na lomme 1 (str. 137), ktore j dókaz sa právo opiora o rovnos t (1), k torá sa 
m á dokázať. Av šak vzťah a n 6 ^ (ff, 6, c) s a U & možno lahko d o k á z a t rovnakn 
ako v našom př ípade : Použit ím vzťahu (17) (str. 138) vyehádza (a,h,r) n a — (a, a r\ h. r). 
(a, b. r) n (a O b) ' (a. a n b. '*) O (a n b) --- a n b. P'»<lnhne (ft. h. r) U (a U h) U — <i U h. 
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(a n b) u (6 n e) U (c n a) ------ d, (O u b) n (6 u c) n (c U a) --.- 6. Svaz de­
finovaný touto ternárnou operáciou podlá vety ods. 2 je právě svaz S. 

2. Ak by sme operaciu o v pozn. 1 pozměnili 
tak, že by sme pre trojicu [0, 6, c] (a trojice, 
ktoré z nej vzniknu permutáciami) operáciu 
nedefinovali, pre ostatně trojice by sme však 
operáciu ponechali ako v pozn. \. dostali by 
sme operáciu O\ ktorá podlá ods. 1 splňuje 
předpoklady vety. Zrejme operácie O. O\ definuj li 
ten istý svaz. 

3. Z poznámky 2 vidieť. že ten istý svaz 
možno definovat viacerými ternárnymi operá-
ciami. ktoré sa móžu líšiť v oboi'e definície. Zo 
vztahu (5) vyplývá: Nech dve ternárne operácie 
o. O\ definuju (podlá vety ods. 2) ten istý svaz S. 
Pre trojice [a, b, c], pre ktoré platí vo svaze S 
rovnost (2), dávajú obe operácie O, o', tu istú hodnotu, danú výrazom (1). 
Je otázka, či ])re každú trojicu [a, b, c], pre ktorú sú obe operácie O, O\ de­
finované, majú obe operácie tu istú hodnotu. (Zdá sa pravděpodobné, že to 
nemusí platit.) 
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ХАРАКТЕРИСТИКА СТРУКТУРЫ В Т Е Р М И Н А Х 
ТЕРНАРНОЙ ОПЕРАЦИИ 

Л\ И Л АН К О Л И В И А Р 

В ы во л ы 

Пусть М — множество, О, 1 его элементы. Пусть Г подмножество декартового произве 

дения М х М Х М обладающее следующими свойствами (через [х, у, г\ обозначим 

троицу элементов х, у, г): 

(а) Если [а, Ь, с] -=Т, то [Ь, с, а] 6 Т, [с, I), а] € Т. 

(Ь) [а, Ь, а] <= Т для всяких а, Ь = М. 

(с) 1а. О, Ь] € Т , [а, I, Ь] ^ Т лля всяких а. Ь '• М. 
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Пусть каждой троице [а. Ь, с] 6Т поставлен в соответствие элемент (а. 'т с) ^ Л\ так. 
что имеет место; 

((10 (О, а, 1) «• а дли всякого а б М 
(а2) (а, Ь, а) == а для всяких а, Ь с= М; 
(д..) если [а, Ь, с]^Т» то (а, Ь, с) =-• (Ь, с, а), 
(сЦ) если троици [а, Ь, с], [а, Ь, а], [(а\ 1>, а). 1>. с| принадлежат множеству Т. то 

|(а. !). с), I), (а, I). п)Ь;Т и выполнено (3). 

1огда множество М с операциями (4) является структурой с наибольшим элемен­
том I и наименьшим элементом О, в которой для [а, Ь, с] с Т имеет место (5). 

Всякую структуру с наименьшим и наибольшим элементом можно определить этим 
путем, если в качестве Т взять множество чтнх троек, которые удовлетв>оряюг равен­
ству (2) и для этих троек определить (а, Ь, с) формулой (1). 

Показывается на примере, что и (5) может иметь место строгой знак - (для педистри-
бугивпой структуры) и что одна и та же структура может быть определена двумя тер­
нарными операциями, отличащнмися областью определения. (С) всех рассматриваемых 
тернарных операциях предполагаем, что они обладают свойствами (а) - ((!;).) Ста­
вится вопрос, могуть-ли две тернарные операции, определяющие одну и ту же структ\р\ 
иметь разное значение в троице, для которой обе определены. 
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