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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 13, 1-1963 

O ÚPLNÉ MAXIMÁLNYCH PRVKOCH 
V POLOGRUPÁCH 

I M R I C H FABRICI, Bratislava 

V práci [1] W. M. F a u c e t t , R. J. K o c h a K. N u m a k u r a študovali strukturu 
pologrúp pomocou pojmu maximálneho prvku pologrupy. V tejto poznámke zave-
dieme pojem úplné maximálneho prvku pologrupy, a ukážeme, v akom vztahu je 
k pojmu maximálneho prvku a ako súvisí so strukturou pologrupy. 

Připomeňme najskór niektoré pojmy a známe tvrdenia, ktoré použijeme. 
Prvok a pologrupy S sa nazývá maximálnym, a k a e SaS a ak platí: a e SbS ^> 

= > i e SaS pre každé b e S. 
Ak a je prvok pologrupy S, množinu Ia = a u Sa u aS u SaS nazýváme hlavným 

ideálom pologrupy S, vytvořeným prvkom a. Množinu všetkých prvkov vytvárajúcich 
ten istý hlavný ideál ako prvok a označujeme Fa a nazýváme F-trieda. 

Označme Ka = Ia — Fa . Ka je množina prvkov z Ia, ktoré nevytvárajú ideál la. 
Ako je známe z [4], Ka je ideál v S i v Ia. Podielová pologrupa ía/Ka)Q buď jednoduchá 
pologrupa s nulou, ktorá sa rovná svojmu štvorcu, alebo (Ia/Ka)

2 = 0. 
Pojem maximálneho vlastného ideálu používáme v tom istom zmysle ako v [2], 

Je to taký vlastný ideál, ktorý nie je obsiahnutý v žiadnom inom vlastnom ideáli. 
V případe, že v pologrupe existuje jediný maximálny vlastný ideál, označíme ho M*. 

i 

Definícia 1. Nech S je pologrupa, a e S. Budeme hovořit, ze prvok a je úplné maxi­
málny, ak SaS — S. 

Lema 1. Kazdy úplné maximálny prvok pologrupy S je maximálnym prvkom polo­
grupy S. 

D ó k a z . Nech a je úplné maximálny prvok pologrupy S. Potom platí SaS = S. 
Teda a e SaS. Ak a e SbS, pre nějaké b e S, potom h e S — SaS. A tak a je maxi­
málny prvok. 

Avšak nie každý maximálny prvok pologrupy S je úplné maximálny. 
Př ík lad: Nech S je pologrupa pozostávajúca z troch prvkov, a to {a, b, c}. 

Násobenie je dané naslcdujúcou tabulkou: 

a b c 

a a a a 
b a b a 
c a a c 
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Lahko sazistí, že prvky b, csú maximálně, ale SbS = {a, b] 4= S,ScS = {a, c} 4= S, 
teda nie sú úplné maximálně. 

Ukážeme, aká je struktura množiny všetkých úplné maximálnych prvkov polo-
grupy S. 

Veta 1. Nech S je pologrupa, ktorá nie je jednoduchá. Nech S obsahuje aspoň jeden 
úp/ne maximálny prvok. Potom existuje jediný maximálny vlastný ideál v S a množina 
úplné'maximálnych prvkov je komplementom tohto ideálu. 

D ó k a z . Nech P je množina všetkých úplné maximálnych prvkov pologrupy S. 
Nech a je fubovolný prvok z P, t. j . SaS = S. Odtial' vyplývá, že všetky úplné maxi­
málně prvky patria do tej istej F~triedy Fa9 t. j . P c= Fa. Aby sme dokázali, žeP = Fa, 
stačí dokázať, že Fa c P. Připusťme, že to nie je pravda. Existuje teda prvok /3, 
pre ktorý b e Fa a b $ P. Keďže b e Fa9 musí byť Ia = Ih. Ale to znamená, že b u 
u Sb u bS u SbS = SaS = S. Keďže však b i P, SbS 4= S. Z rovnosti h u 5/3 u 
u bS u SbS = S vyplývá, že a e /3 u Sb u bS u SbS. Z toho odvodíme spor. Pretože 
nemóže byť a = b, musí byť a e Sb, alebo a e bS, alebo a e SbS. 

Akbyboloae Sb, dostali by sme vztah, aS c SbSatedaSaS c S2£S c SbS 4= S, 
čo však nemóže byť, lebo SaS = S. Podobné ukážeme, že nemóže byť a e bS. Zostáva 
možnost', že a e SbS. Odtial však vyplývá, že Sa a S2bS a SbS a teda SaS c 
c SbS2 c SbS 4= S, čo je zasa spor. Tým sme dostali, že P = Fa. 

Pologrupu S móžeme písať v tvare S = Fau Ka = P u M*9 kde M* = Ka je 
maximálny vlastný ideál v S. Třeba ešte dokázať, že iný maximálny vlastný ideál 
neexistuje. 

Keby existoval ešte nějaký iný maximálny vlastný ideál M, M 4= M*, muselo by 
byť M n P 4= 0. Ale v tom případe by bolo SMS = S (lebo v M existuje aspoň 
jeden úplné maximálny prvok), čo by bol spor s tým, že M je maximálny vlastný 
ideál. 

Z uvedenej vety bezprostředné vyplývá 

Veta 2. Ak pologrupa S má viac oko jeden maximálny vlastný ideál9 nemóže mat 
žiadny úplné maximálny prvok. 

V případe, že pologrupa S má maximálny vlastný ideál M*, vo všeobecnosti ešte 
komplement nemusí obsahovat' úplné maximálně prvky. 

Př ík lad. Nech S = {a, b). Násobenie je dané tabulkou: 

a b 

a 
b 

b b 
b b 

Je zřejmé, že jediným maximálnym vlastným ideálom pologrupy s je M* = {b}. 

Ale SaS = {b} * s. 

Ale platí následujúca 
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Veta 3. Nech S je pologrupa. Nech S obsahuje jediný maximálny ideál M*. Ak 
S — M* obsahuje viac ako jeden prvok, potom S — M* je množinou všetkých úplné 
maximálny ch prvko v. 

Dókaz, Pretože M* je maximálny vlastný ideál, podía [1] je S/M* jednoduchá 
pologrupa s nulou. Ale podía [3] (lema 2.11) T je jednoduchá pologrupa vtedy 
a len vtedy, ak pre každé nenulové t platí: TtT = T. Tým je dókaz urobený. 
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О В П О Л Н Е М А К С И М А Л Ь Н Ы Х Э Л Е М Е Н Т А Х В П О Л У Г Р У П П А Х 

Имрих Ф а б р и ц и 

Резюме 

Пусть 5 полугруппа, и а е 5. Будем говорить, что элемент а е 8 вполне максимальный, 

если 8а8= 5. Двусторонний идеал мы назовем максимальным собственным идеалом, 

если он не содержится в никаком другом собственном идеале. 

Доказываются следующие теоремы: 

1. Пусть 5 полугруппа, которая не является простой. Пусть 5 содерукит хотя бы один 

вполне максимальный элемент. Тогда существует один максимальный собственный идеал 

М* в 5 а 5 — М* является множеством всех вполне максимальных элементов из 5. 

2. Наоборот: Если 5 содержит только один максимальный собственный идеал М* и 5 — /VI* 

содержит более одного элемента, то 5 — /VI* является множеством всех вполне максимальных 

элементов из 5. 

3. Если полугруппа 5 содержит более одного максимального собственного идеала, то она 

не имеет никакого вполне максимального элемента. 
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ON TOTALLY MAXIMAL ELEMENTS IN SEMIGROUPS 

Imrich Fabrici 

Summary 

Let S be a semigroup, a e S. We say that a is totally maximal, if SaS = S. A two-sided ideal is 
said to be maximal, if it is not equal to the whole semigroup S and it is not properly contained in 
any other two-sided ideal of S. 

The following theorems are proved: 
1. Let S be a semigroup, which is not a simple semigroup. Suppose that S contains at least one 

totally maximal element. Then there exists a unique maximal proper ideal M* of S and S — M* 
is the set of all totally maximal elements of S. 

2. Conversely: If S contains a unique maximal proper ideal M* and S — M* contains more than 
one element, then S — M* is a set of all totally maximal elements of S. 

3. If S contains more than one maximal proper ideal, then there does not exist a totally maximal 
element in S. 
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