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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 1-1963

O UPLNE MAXIMALNYCH PRVKOCH
V POLOGRUPACH

IMRICH FABRICI, Bratislava

V praci [1] W. M. Faucett, R. J. Koch a K. Numakura Studovali Strukturu
pologrip pomocou pojmu maximalneho prvku pologrupy. V tejto poznamke zave-
dieme pojem uplne maximdlneho prvku pologrupy, a ukdZeme, v akom vztahu je
k pojmu maximalneho prvku a ako stvisi so Struktirou pologrupy..

Pripomenime najskor niektoré pojmy a zname tvrdenia, ktoré pouZijeme.

Prvok a pologrupy S sa nazyva maximalnym, ak a € SaS a ak plati: a e SbS =
= b e SaS pre kazdé b e S.

Ak a je prvok pologrupy S, mnoZinu /, = a U Sa U aS U SaS nazyvame hlavnym
idealom pologrupy S, vytvorenym prvkom a. MnoZinu vSetkych prvkov vytvarajicich
ten isty hlavny ideal ako prvok a oznalujeme F, a nazyvame F-trieda.

Oznaéme K, = I, — F,. K, je mnoZina prvkov z /,, ktoré nevytvaraju ideal /,.
Ako je zname z [4], K, je ideal v Siv I,. Podielova pologrupa /,/K, je bud jednoducha
pologrupa s nulou, ktord sa rovna svojmu §tvorcu, alebo (I,/K,)* = 0.

Pojem maximalneho vlastného idealu pouzivame v tom istom zmysle ako v [2].
Je to taky vlastny ideal, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom inom vlastnom ideali.
V pripade, Ze v pologrupe existuje jediny maximalny vlastny ideal, oznaéime ho M*.

Definicia 1. Nech S je pologrupa, a € S. Budeme hovorit, e prvok a je iplne maxi-
mdlny, ak SaS = S.

Lema 1. KaZdy uplne maximdlny prvok pologrupy S je maximdinym prvkom polo-
grupy S.

Dokaz. Nech a je uplne maximalny prvok pologrupy S. Potom plati SaS = S.
Teda a € SaS. Ak a € ShS, pre nejaké b e S, potom be S = SaS. A tak a je maxi-
malny prvok.

Avsak nie kaZdy maximalny prvok pologrupy S je Gplne maximalny.

Priklad: Nech S je pologrupa pozostavajica z troch prvkov, a to {a, b, c}.
Nisobenic je dané nasledujicou tabulkou:

1abc
a aaa
hblaba
¢claac



Lahko sa zisti, Ze prvky b, ¢ sit maximalne, ale SbS = {a, b} * S, ScS = {a, ¢} + S,
teda nie su uplne maximalne.

UkazZeme, aka je Struktira mnoZiny vSetkych tplne maximélnych prvkov polo-
grupy S.

Veta 1. Nech S je pologrupa, ktord nie je jednoduchd. Nech S obsahuje aspori jeden
uplne maximdiny prvok. Potom existuje jediny maximdlny vlastny idedl v S a mnoZina
uplne’ maximdlnych prokov je komplementom tohto idedlu.

Dokaz. Nech P je mnoZina vsetkych tplne maximalnych prvkov pologrupy S.
Nech a je Tubovolny prvok z P, t. j. SaS = S. Odtial vyplyva, Ze vSetky tiplne maxi-
malne prvky patria do tej istej F-triedy F,, t.j. P = F,. Aby sme dokazali,7e P = F,,
stac¢i dokazaf, Ze F, c P. Pripustme, Ze to nie je pravda. Existuje teda prvok b5,
pre ktory be F, a b ¢ P. KedZe be F,, musi byt I, = I,. Ale to znamena, 7e b u
U Shu bS U ShS = SaS = S. KedZe viak b¢ P, SbS + S. Z rovnosti h U Sh U
u bS U SbS = Svyplyva,zeae b u Sbu bS U SbS. Z toho odvodime spor. PretoZe
nemoZe byt a = b, musi byt a € Sh, alebo a € bS, alebo a € SbS.

Ak by bolo a € Sb, dostali by sme vzfah, aS = ShSateda SaS < S?bS < SbS + S,
¢o v8ak nemoZe byt, lebo SaS = S. Podobne ukaZeme, Ze nemdZe byt a € bS. Zostava
mozZnost, 7¢ ae SbS. Odtial vsak vyplyva, Ze Sa c S$?bS c ShbS a teda SaS <
< SbS* = ShS + S, &o je zasa spor. Tym sme dostali, Ze P = F,.

Pologrupu S mézZeme pisaf v tvare S = F, U K, = P U M¥*, kde M* = K, je
maximalny vlastny ideal v S. Treba este dokazat, Ze iny maximalny vlastny ideal
neexistuje.

Keby existoval eSte nejaky iny maximalny vlastny ideal M, M + M*, muselo by
byt M n P = 0. Ale v tom pripade by bolo SMS = S (lebo v M existuje aspon
jeden Gplne maximalny prvok), ¢o by bol spor s tym, Ze M je maximalny vlastny
ideal.

Z uvedenej vety bezprostredne vyplyva

Veta 2. Ak pologrupa S md viac ako jeden maximdiny vlastny idedl, neméZe mat
Ziadny uplne maximdlny prvok.

V pripade, Ze pologrupa S ma maximalny vlastny idedl M*, vo v8eobecnosti ete
komplement nemusi obsahovat uplne maximalne prvky.

Priklad. Nech S = {a, b}. Nasobenie je dané tabulkou:

|ab
albb
b|bb

Je zrejmé, Ze jedinym maximalnym vlastnym idealom pologrupy S je M* = {b}.
Ale SaS = {b} * S.

Ale plati nasledujtca
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Veta 3. Nech S je pologrupa. Nech S obsahuje jediny maximdlny idedl M*. Ak
S — M* obsahuje viac ako jeden prvok, potom S — M¥* je mnoZinou vSetkych uplne
maximdlnych prvkov.

Dokaz. PretoZze M* je maximalny vlastny ideal, podla [I] je S/M* jednoducha
pologrupa s nulou. Ale podla [3] (lema 2.11) T je jednoduchd pologrupa vtedy
a len vtedy. ak pre kazdé nenulové ¢ plati: 7+7 = T. Tym je dokaz urobeny.
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O BINIOJIHE MAKCUMAIJIBHBIX SJIEMEHTAX B INOJIVIPVIIITAX
Mimpux ®adpunu
Pe3rome

TycTte S nonyrpynna, u a € S. byaem roBoputb, YTo 3JIEMEHT a € S BIOJHE MaKCUMAaIIbHBIii,
ecin SaS = S. JIBycTopoHHMii MAeaT Mbl HA30BCM MaKCHMAlbHBIM COOCTBEHHBIM HIEAJIOM,
€CJIM OH HE COAEPXHTCS B HUKAKOM APYroM COGCTBEHHOM Mieane.

JIOKa3bIBAIOTCS ClenyrIUUE TEOPEMbI:

1. Mycrs S nonyrpynna, xotopast He siBAseTcst npocroit. [lyctes S copepxut XoTst Obl oauH
BIOJIHE MAKCHUMaJibiiblil 371eMeHT. Toraa CyluecTByeT OIMH MaKCUMAajlbHbIH COOCTBCHHbBIM ujean
M* B S aS— M* apiusieTcss MHOXECTBOM BCEX BNOJIHE MAKCUMAJbHLIX 3JICMCHTOR U3 S.

2. HaobGoport: Ecau S coOaep®uT TOIbKO OJMH MaKCUMabHbIM coOCTBE b nacan M* n S— M*
coepxUT bosiee OJHOIO INCMEHTA, TO S — M * SBISETCA MHOKECTBOM BCEX BNOJIHE MAKCUMAalIbHbIX
IEMCHTOB M3 S.

3. Ecnu nosyrpynna S coaepsKuT 6osiec OAHOTO MakCUMMajibHOTO COOCTBEHHOIO Haeasia, TO OHA
HC MMECT HUKAKOTO BMOJIHE MAKCHMAJILIOTO ICMCHTA.
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ON TOTALLY MAXIMAL ELEMENTS IN SEMIGROUPS
Imrich Fabrici
Summary

Let S be a semigroup, a € S. We say that ¢ is totally maximal, if SaS = S. A two-sided ideal is
said to be maximal, if it is not equal to the whole semigroup S and it is not properly contained in
any other two-sided ideal of S.

The following theorems are proved:

1. Let S be a semigroup, which is not a simple semigroup. Suppose that S contains at least one
totally maximal element. Then there exists a unique maximal proper ideal M* of S and S — M*
is the set of all totally maximal elements of S.

2. Conversely: If .S contains a unique maximal proper ideal M* and S — M* contains more than
one element, then §— M* is a set of all totally maximal elements of S.

3. If S contains more than one maximal proper ideal, then there does not exist a totally maximal
clement in S.
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