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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 1-1963

O JEDNOM PROBLEMU Z DEJIN
CINSKE MATEMATIKY

JOSEF KAUCKY, Bratislava

V ¢&lanku téhoZ nazvu [1]-vypravi P. Turan tuto zajimavou historii.

Jeho pritel Gyorgy Szekeres utekl v roce 1937 pred hitlerovym fasismem do
Sanghaje, kde se seznamil s matematikem Csang-Jungem, odbornikem v d&jinach
matematiky.

Csang-Jung se mnoho zabyval studiem knihy ¢inského matematika minulého
stoleti Li Zsen-Sua (1810—1882), ktera vysla v roce 1867 v Nankingu pod nazvem
..Co ku hszi csaj szuan hszue*. Autor knihy si vytkl za cil shrnout v ni st objevi
¢inské matematiky.

V této knize je uvedeno — podle staré ¢inské tradice bez dikazu — mnoho mate-
matickych vysledka a mezi nimi i vztah, ktery v modernim oznaceni dava kombina-

torickou rovnici
RN o+ 2k — n+ k\?
Z(. ("7 "’)= ) ()
i=o\J <K

Csang-Jung hledal tuto formuli v dilech zapadnich matematik(, v nichZ naSel
nékteré jiné v knize obsazené vysledky, nenasel ji vSak a ani sam ji nedovedl dokazat.

BudiZ jesté poznamenano, jak P. Turan uvadi, Ze autor knihy prevzal nékteré
vysledky od slavného ¢inského matematika 13. stoleti Csu Si-Csie-a. Jiny madarsky
matematik Janos Suranyi v ¢lanku [2] dokonce piSe, Ze mezi témito vysledky je
1 kombinatoricky vztah (1).

Prvni dukazy kombinatorické identity (1) pochazeji od P. Turana a G. Szekerese,
ktefi ji dokazali na sob¢ nczavisle a kazdy jinym zplsobem. Oba dikazy uvefejnil,
jak uvadi L. Takacs v ¢lanku [4], Csang-Jung spolu s jinymi pracemi v ¢insky psané
publikaci [3]. Turan zrekonstruoval svij dakaz v ¢lanku [1], na Szekerestiv diikaz,
ktery byl rovnéZ analytické povahy, pamatuje pry se jen natolik, Zc také nebyl
jednoduchy.

Turantv dukaz spodiva v odvozeni rovnice
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z niZ identita (1) vychazi jiz jednoduSe porovnanim koeficientd u x" v rozvojich
vyrazii na obou stranach rovnice se nachazejicich.
BudiZ je$té uvedeno, Ze k odvozeni rovnice (2) uzZil Turan také vztahu

e LOC D) o

ktery odvodil z nékterych vlastnosti Legendreovych polynomi. Tuto rovnici, kterou
budeme v dalsim potfebovat, jsem jednodu$sim zplisobem odvodil v ¢lanku [5].

3.

Po Turanovi dokazalo v letech 1955—1956 identitu (1) riznymi a jednodus$imi
zplUsoby nékolik madarskych matematikt: Lajos Takacs [4], Janos Suranyi [2].
Géza Huszar [6], Janos Maté [7]. V Suranyiové praci je uvefejnén také dikaz
Loo Keng Hua, neni vSak uvedeno, z kterého roku pochazi.

V roce 1958 dokazal T. S. Nanjundiah [8] obecngsi vztah, z n€hoz identita (1)
vychazi jako specialni pripad. Recenze této prace v Mathematical Reviews, vol. 20,
mé vlastné privedla na uvedené prace madarskych matematikd.

4.

Na rovnici (1) jsem pfiSel nezavisle na téchto pracich pfi studiu znamé Fellerovy
knihy o poltu pravdépodobnosti a jeho aplikacich [9]. Tam totiZ na konci XI. kapi-
toly v 9. odstavci je problém tohoto znéni:

Let the sequence of Bernoulli trials up to the first failure be called a turn. Consider
now two sequences of Bernoulli trials with probabilities p,, ¢,, and p,, ¢,, respect-
ively. Show that the probability that the same number of turns will lead to the Nth
success can be exhibited in either of the forms

2 (N +v—2\ .
(pip2)" )y ( 1 ) (9192) =

v=1 v
—( N — 1—2NN_1 N — 1Y k
= (p1p2)"( 4192) kZO k (‘11‘12)- (4)

Feller pfipomind, Ze tento problém (No. 10) zrovna tak jako oba problémy pifedcha-
zejici (No. 8 a No. 9) obsahuji vysledky prace holandskych matematikd O. Bottema
aS.C.van Vecna [10]. v niZ jsou pocitany nékteré pravdépodobnosti, tykajici se hry
na kuleéniku.



Z rovnice (4) vychazi kombinatoricka identita
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Vidime snadno, 7¢ rovnice (4) po kraceni vyrazem (p,p,)" neni nic jiného nez
Turdanova rovnice (2) a vztah (5) nic jiného nez identita (1). Je-li tedy rovnice (4)
dokazana na zakladé pravdépodobnostnich tvah, je tim podan novy diikaz rovnice
(2). a tim i vztahu (1).

5.

Je ptirozené, Ze jsem se snazil dokazat vzorec (5) né&jakym jinym zpasobem nez
zrovnice (4). Psal jsem o tom téZ prof. Jankovi, ktery mné v dopise ze dne 1. 10. 1956
sdélil, Ze sice nikomu na katedie neni o vzorci nic znamo, Ze se vSak doc. dr. J. Seit-
zovi po del§i namaze podarilo vzorec dokazat a dikaz je k dopisu prmOJen Pokud
vim. nebyl tento zajimavy dikaz dosud nikde uvefejnén.

Pak jsem vzorec dokézal jednodussim zpisobem na zakladé znamych a bézné
pouzivanych kombinatorickych formuli v ¢lanku [11], ktery je v malo znamé publi-
kaci.

V nasledujicim odstavci je podan pozménény dukaz dr. Seitze. Hodnota parcidlni
derivace v rovnici (7) je totiz ur€ena ne Gplnou indukci, ale pomoci Leibnizovy for-
mule. coZ je jednodussi a prirozenéjsi zpasob. Posledni dva odstavce obsahuji jednak
muj dikaz z ¢lanku [11] a déle odvozeni rovnice (2) z pravdépodobnostnich tivah
O. Bottema a van Veena.

Ukazuje se, Ze rovnice (2), z niZ vychazi identita (1), neni nic jiného, nez transfor-
macdni rovnice pro hypergeometrickou fadu sc specidlnimi parametry, coZ je ostatné
vidét jiz z Turanova dikazu.

a) Dr. Seitz vychazi z rozvoje

1 2y

- =1+ xy+ + xR 6)
l—xy

ktery plati pro kazdou dvojici ¢isel | x 1 < I, Iy | < L.
Radu na pravé stran& piSme ve tvaru

1+Xy+ +xk~l1l\—l+ Z k+n k+n

n=10
a derivujme ji k-krat podle x a k-krat podic y. Pouzijeme-li oznaceni
(N), = NN —1)...(N—=r+ 1)
dostavame touto operaci z obecného ¢lenu fady vyraz

[k + ) p? X",
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odkud po déleni (k!)? vychazi

I\' + n 2 n_n
X"y,
< k )
Mame tedy rovnici

1 o* 1 Sk + 0\,
i aan () = B (0o g

takZe jde jen o vypoclet derivace na jeji levé strang.

Nyni se vSak snadno zjisti, Ze pro k = 1 a k = 2 je

o GO

I —xy (1 — xy)?

(11)? 0x dy
L L
(21)? oxtoyr \1T—xy )~

2 2 2 2 2 2 -
_ o) " 1> ‘{f(z>ﬁ,y
(1 —xy)’ ’

takZe se da ocekavat. Ze bude obecné platit

i o ( [ )_
(k!)? mck&)k I —xy

- Zk (k>2\.j j g
_ xy)2k+1 f= J Ay ( )

(1 )

Dr. Seitz dokézal tento vztah indukci. Pfitom hlavni krok indukce je pracny,
a proto budeme dokazovat jinym zplGsobem.

b) Predevsim snadno zjistime, Ze plati rovnice

I(L—xy)"

r

ox =(N+r =101 —xp)™, )

z niZ zaménou x s y vychazi podobny vzorec

I ="

r

=(N+r—1)x"(1—-xy) N, 9')
dy

Nyni pomoci prvni rovnice, v niZ polozime r = k a N = 1, dostaneme

R jak—(l —xy) L=
(k1)? ay* l“?xk - B
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©odkud pomoci vztahu (9"), v némz poloZime N = kv 1ar=k — J, mame dale

o <_1,) -

(k1)? oxFay* \T—xy
_ Il_ ; <k>(k)jyk_j(2k _j)k_jxk—j(l — xy) AT
- () ) - sy -
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Tento vyraz se jesté zjednodusi pomoci identity (3), takze dostavame

k>2 R
(xyy

(xy) ™=

SN ) (
(1 \}’)2k+1 =0
k(K
x}’)2k+1 Z: < )
2
= (1 —xy) ! Z < )(xy)’
Tim je Seitziv vyraz pro derivaci (8) odvozen.

Nyni staci tento vyraz dosadit do rovnice (7) a mame Turanovu rovnici (2), z niz
identita (1) vychazi jiz zminénym zplisobem.

7.
Z rovnice
N+ v Y AWAY
(")-50)0)
a z identity
N+v\(vy _(N+I\/N+v
(M)C)-CR ()
vychazi



Nyni ze znamého vzorce (viz Netto [12], p. 252)

fp—=1\(k\ _(p—k
206
N+v) & Wf(2N +v =1 —k\(N =1\
<N + 1):,;0('])< 2N >< k )“
’ , v—k\(N—1
g0
takze

(£
- ¥ (-1 (2N+ " A)é(—l)’(N;1)(7)(?__,’)- (n

Zbyva vypocitat hodnotu vnitiniho soudétu.

Avsak ze vzorce (10) je

()= 2 )0)

odkud pomoci identity
N\(h\ _ (N+1—-k N
kJ\1)" l k —1

B e )0
cogen(E00)

Dosadime-li odtud do rovnice (11), mame vztah (5).

vychazi

8.

Hra na kule¢niku se zpravidla hraje tak, Ze vyhrava ten, kdo prvni udéla N predem
smluvenych karamboli. Hradi vsak mohou ucinit tuto dohodu. Dosahne-li N ka-
ramboll ten hraé, ktery zacinal, maZe jeho protivnik jesté jednou hrat. Dokondéi-li
tak rovnéz N karambolli, potom je hra nerozhodna. A pravé vypocet této remizy
vede k rovnici (4).

Necht hraci 4 a B hraji spolu partii o N karambolech. Bud p, (p,) béhem hry
konstantni pravdépodobnost, Ze hra¢ A4 (B) udéla karambol, a poloZme ¢, = 1 — p,
a g, =1 — p,. KdyZ hra skon¢ila remizou, maji oba hraci za sebou stejny podet
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sérii. Pritom série je sled strki (Sfouchd). v nichz hra¢ udélal karambol, po nichz
nasleduje neuspesny Stouch. Skoncila-li hra remizou v v sériich, udélal kazdy hrac
N + v — 1 stik@, z nichZz bylo N uspé€nych a v — 1 neuspéSnych. NeuspéSnymi
strky je zakonleno prvnich v — 1 sérii a posledni série nebyla dokonéena, nebot
v ni byl udélan N-ty karambol. Téchto v — | neuspécht miZe byt kdekoliv na prvnich

N + v — 2 mistech. coz dava
N4+v-=2
("710)
moZnosti.

Nyni v kazdém z téchto pfipadi je pfislusnd pravdépodobnost

N _v—1

D141

takze pravdépodobnost, Ze hra¢ A udélal v v sériich N karambold, je

N+v-2 v
< v —1 >p)lvq1 1'

Podobné pravdépodobnost, Zze hra¢ B udélal v v sériich N karambold, je

N+4+v-—-2 v
( o1 >P)2VCI2 '

a pro pravdépodobnost, Ze partie skonéi v v sériich remizou, vychazi

<N+v—2

V-

) (Pll’z) (9192)""

Oznacime-li koneéné R(N) pravdépodobnost, Ze partie o N karambolech skonci
remizou, mame

R(N) = (Pll)z) Z (N v )(611‘12)

= (P1P2)N i (N e l) (4149>)"

v= v

a to je vyraz na levé strané rovnice (4).
Nyni je vSak

Z N(N +1 N+v—1) NN +1 (N +v—1 .
R(N) = (p,p,)" Z ( ...)..(l(+v-l))' 4 -])‘2.”" ) (914>)",

takze uzijeme-li jeSté oznaceni

o ala+1)...(a+v—1) bbb+ 1). (b+v—1) ¢

Fla,b,c:x) = .
(a, b, ¢:x) \,;, e+ 1) (c+v=1) v!




pro hypergeometrickou fadu, vidime, Zc je
R(N) = (pip2)"F(N, N. 13 41q5)-
Vzpomeneme-li si koneéné na transformacni formuli
Fla,b.c;x) = (1 — x) “"Fc —a, ¢ — b, c; x),
dostavame pro pravdépodobnost remizy jiny vyraz
R(N) = (pip)" (1 — q495)' V. F(I — N, 1 — N, 1, 4,q,) =

= (P11)1)N (1 - (11512)1 -2V
N-1 . _ _ 2
N =D =2) (V=) ()

. kz=:0 (k!)?

_ Nep o 1—2NN—1 N - 1Y\ K
= (p1p2) (1 = q19,) kzo k (9192)"

A to je vyraz na pravé strané rovnice (4).
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UBER EIN PROBLEM AUS DER GESCHICHTE DER CHINESISCHEN
MATHEMATIK

Josef Kaucky

Auszug

Im Jahre 1867 erschien in Nanking unter dem Titel ,,Co ku hszi csaj szuan hszuc‘ ein Buch des
chinesischen Mathematikers Li Zsen-Su (1810- 1882). In diesem Buche ist -~ nach alter chinesischer
Tradition ohne Beweis - - eine Reihe mathematischer Ergebnisse angefiihrt und unter anderen
auch eine Beziehung. die in der modernen Art der Bezeichnung die kombinatorische Identitdt (1)
ergibt.

Die ersten Beweise dieser Formel, die von P. Turan und G. Szckeres stammen, sind im Jahre 1939
in der chinesisch geschriebenen Publikation (3) veréffentlicht worden. Turan hat nach Jahren seinen
Beweis in der Arbeit [1] rekonstruiert, auf den Beweis von Szckeres, der auch von analytischer Natur
war, konnte er sich jedoch nicht mehr erinnern.

Der Beweis von P. Turan beruht in der Herleitung der Gleichung (2), aus der die Identitat (1)
schon einfach durch Vergleich der Koeffizienten bei x" an ihren beiden Seiten hervorgeht. Auf
Turdns Beweis bezieht sich auch der Artikel [S].

Nach Turan bewies in den Jahren 1955 1956 die Formel (1), und zwar auf verschiedene Weise
und auf einfachere Art, eine Reihe ungarischer Mathematiker in den Aufsiitzen [2, 5---7]. Im Jahre
1958 hat T. S. Nanjundiah [8] eine algemeinere Bezichung bewiesen.

Unabhingig von diesen Arbeiten bin ich auf die Formel (1) beim Studium des Fellerschen Bu-
ches [9] gckommen. Dort soll ndmlich im Problem No. 10 auf S. 236 die Gleichung (4) nachgewiesen
werden, aus der die Identitét (5) hervorgeht. Aber die Gleichung (4) ist nichts anderes als Turans
Gleichung (2) und die Beziehung (5) ist eigentlich die Formel (1).

Es sei noch bemerkt, da3 das erwihnte Problem das Ergebnis enthilt, welches Feller aus der
Arbeit [10] iibernommen hat, in der einige Wahrscheinlichkeiten berechnet sind, die sich auf das
Billiardspiel beziehen.

Die Beziehung (5) habe ich versucht auf andere Weise als mit der Gleichung (4) zu beweisen.
Der erste Beweis (aus dem Jahre 1956), der bisher noch nicht veroffentlicht wurde, ist von J. Seitz.
Danach habe ich die Formel (5) auf kiirzere Weise in der Bemerkung [!1] bewiesen.

Im 6. Absatz der vorangehenden Arbeit ist der abgeinderte Beweis von J. Seitz enthalten. Die
Gleichung (8) ist hier nicht durch Induktion bewiesen, sondern die partielle Ableitung ist unter
Benutzung der Leibnizschen Formel berechnet worden. Dann folgt mein Beweis aus [11] und in
dem letzten Absatz ist angefiihrt, wie man zu der Gleichung (4) durch wahrscheinlichkeitstheore-
tische Erwigungen aus der Arbeit [10] kommt. Das Ergebnis ergibt, daB die Gleichung (2) nichts
anderes ist, als die bekannte Transformationsgleichung fiir die hypergeometrische Reihe, angewendet
auf eine Reihe mit speziellen Parametern.
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