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Matematicky &asopis 22 (1972), No. 1

REPERAZ SYSTEMU ANVI-IOL’ONOMNfCH SUBVARIET
. TROJROZMERNE VARIETY
V PETIROZMERNEM EKVIAFINNIM PROSTORU

LIBUSE MARKOVA, Olomouc

1. Uvod

V pétirozmérném readlném ekviafinnim prostoru A5 je dana trojrozmérns
diferencovatelnd varieta @3 soustavou vektorovych funkei tii parametra .
ti, t2, t3. Na varieté @3 je din systém S anholonomnich subvariet, z nichz
kazdd je dana jednou Pfaffovou rovnici vzhledem ke tiem hlavnim para
metrim variety @3 a o niz predpokladdme, Ze neni iplné integrabilni.

Definice 1. Obecnym pohyblivy’m reperem X variety Pz v A% nazveme
mnoZinu, kterd se sklddd z bodu M variety @3 a péti linedrné nezdvislych vektori,
vdazanijch podminkou

(er, ..., e5) = ].!

Jak je zndmo, reper variety @3 zavisi tedy jednak na parametrech ¢, 2, f3
a jeSté na 26 dalsich — parametrech vedlejsich. Kdybychom pfipojili reper #
k danému systému S (viz [3], [4]), fixovali bychom tim jisty podet vedlejsich
parametra, které nazveme viyznaénymi parametry systému S.

Definice 2. Reper X variety @3, ktery zdvisi pouze na hlavnich a vyznaénijch
parametrech systému S nazveme polokanonicky reper variety @3 vzhledem
k systému S.

Problémem pripojeni reperu % k soustavé subvariet S se zabyval I. Kolai
v praci [4], ktery spolu s V. Havlem a K. Svobodou vypracovali obecnou
metodu ziskdni polokanonickych reperti variet vzhledem k systémim jejich
subvariet. Ukéazali na to, Ze geometrické charakteristiky a relativni kompo-
nenty reperti jsou odlisné podle toho, ve kterém stadiu konstrukce byl tento
pripojen k systému subvariet.

V tomto ¢lanku se aplikuje metoda odvozend v [4] na ziskani polokanonic-
kého reperu @3 v A45. Cilem ¢lanku je podat geometrickou charakterizaci kaz-
dého kroku reperize, t. j. podat ,nazorny“ vyklad provedené specializace
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sekundédrnich parametri. Dédle je v &lanku provedeno pripojeni reperu #
k soustavé S a je tak ziskany reper variety @3 vzhledem k S.

Definice 3. Reper variety @3, ktery zdvist na parametrech t1, ts, ts a je piipojen
k systému S, nazveme kanonickym reperem variety @3 vzhledem k sys-
tému S.

Jak jiZz bylo Fedeno, uvazovanou varietu @3 predpokldddme vnorenou do
redlneho prostoru A45. Vzhledem k tomu, Ze s vySetfovdnim této variety je
spojeno téz vySetfovdni algebraickych variet v jejich teénych linedrnich
prostorech, budeme tyto piedpoklddat vnoreny do svym komplexnich roz-
Sffeni.

2. Konstrukce polokanonického reperu @3 v A5
V A5 je ddna trojrozmérna plocha ®3. Derivadni vzorce pohyblivého reperu
jsou
Q) dm = ofe;, de; = wle,,

Ppii ¢emz plati

2 do' = o’ A o, dof = w! A of, wl =0
] i 7 ] T
V dal§im indexy ¢, j, k, ..., necht probihaji hodnoty 1, 2, 3, 4, 5 index
Yy %) P ] y Y

2. f3, y, 6 hodnoty 1, 2, 3 a indexy g, », 4, hodnoty 4. 5. '

Bod M reperu Z ztotoinime s bodem plochy @3;. Pak plati,. formy w?, w#
jsou formami hlavnimi. Mezi nimi jsou tfi linedrné nezdvislé a existuji tudiz
mezi nimi dvé linedrni zavislosti, které 1ze napsat pomoci

(3) o' = Rio”

Soustavu (3) lze povazovat za soustavu diferencidlnich rovnic uvazované
plochy @3 v A5. Jestlize vektory e;, ez, e3 umistime do te¢né trojroviny plochy
@3 v uvazovaném bodé M, pak soustava (3) nabyvd tvaru

(4) ot =0

Pomoci (2) a (4) lze najit zavislosti forem w* na sekundérnich parametrech
— b0 = Ao’ = mie* + i’
(pro o # B, podle « neséitat!)

Kazdé4 anholonomni subvarieta dané variety mize mit pouze dimensi dvé.
Jeji tetnd rovina v uvazovaném bodé M variety @3 je podprostorem teéné
trojroviny variery @3 v tomto bodé. Zadéni soustavy anholonomnich subvariet
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plochy @3 vede k zadéni tii nezdvislych subvariet ¥;. Pak vSech Sest forem

7(x # B) budou vyznadnymi formami. Poditdéme-li, Ze kazdd subvarietac¥;

je souradnd, pak je dand soustava diferencidlnich rovnic, které ji uréuji typu
wf =0, =0 pro ﬂ#as ﬁ—f—% Oﬁsﬁ'}"

Vektory e;, ez, e3 jsou tecnymi vektory ke kiivkdam, které jsou opsdny bo-
dem M pii pohybu po prislusné subvarieté.

Hledéme nyni polokanonicky reper plochy @3 vzhledem k soustavé jejich
anholonomnich subvariet. To znamend, Ze formy zj pro o # f jsou nyni
vyznaénymi formami a fixaci providime postupnym anulovinim zbyvaji-
cich sekundarnich forem.

Diferencujeme-li (4) vnéjiné a uzijeme-li Cartanova lemmatu, mime
(5) Wy = RZﬂwﬁ (R = Rj,)

a najdeme zévislost 0R}; na druhotnych formdch. Diferencujeme (5) a bereme
v tvahu (2) a (4), dostaneme
(6) (dR:; — R wh — Rl + R k) A of =0
a tedy
oRy, — Ry ny — Ryl 4 R, 7% = 0

Definice 4. Fokdlni nadrovinou trojroviny se nazyvd nadrovina, kterd
prochdzi touto trojrovinou a trojrovinou konsekutivni k dané pri uréitém pohybu
wl : w?: wd, ktery se nazyvd fokdlni pohyb dané trojroviny.

Hledejme fokdlni nadrovinu tedéné trojroviny plochy @s;. Nechf

Y:M+xaea

je libovolny bod trojroviny (M, e, eq, e3). Pak fokdlni nadrovina trojroviny
(M, e1, ez, e3) je nadrovina kterd obsahuje tuto trojrovinu, t. zn. vSechny
jeji body a trojrovinu nekonetné blizkou k (M, ey, ez, e3), tj. diferencidly
vSech bodu této trojroviny. JestliZe hledanou nadrovinu oznaéime I', pak

I'= (Y4 dY, e, ez, €3, €,),
kde e, zatim nezname, ale lze jej vyjadiit pomoci
e, = — 01€4 - Oges,
pii cemz plati, ze Y& (M, ey, es, €3) €I
dY = dM 4 x* dey, = Xe, + xﬂw; e,.
Aby dY patiil nadroviné (M, e;, ez, e3, e,), musi

dY - xae(x + xgeg = Xae“ + X‘e;,.



Z tohoto pozadavku dostaneme podminku X% oy + X50; = 0, coZ v nasem
pripadé se piepise do tvaru

(7) oorBwy + o1fol = 0.
Bereme-li nyni v Givahu (5), 1ze (7) upravit na tvar
o2’ Ry, 0% + almﬁRgaw"‘ = 0.

Protoze existuje pohyb kazdého bodu této trojroviny. musi byt posledni
vztah totoznosti vzhledem k x6 a lze tedy pséit

(8) (l)a(o'zRéa + 0‘1R5¢) = 0.

Tim dostdvame pro «o* soustavu tif homogennich linedrnich rovnic. Aby
tato soustava méla netrividlni Fefeni, je nutné a stadi, aby det || o2Rjy,; +
+ o1R} || = 0, coz vede k rovnici

(9) 0% + 2o, A* + 0,054 + o3A* = 0,
kde

RY, Ry, Ry
Av = | Ry Rj, Ri,
R

A* = Rgl Rgz Rg3 + R;l Réz R§3 + Rgl Rgb Rgs

A= R;1 R;; R;:g + Rgl Rgz Rgs + R%I Réz Réa
Ry R; Ryl |Ry R;, Ryl (R, R} Ry

Rovnice (9) je tietiho stupné, pravé kdyz (45, A44) £ (0,0). Poéitame-li variace
04, 04*, 344, 645, dostaneme ndsledujici relace

0A% = 2A4n} + 7k + 7d) — 3A*at — An}

(10) oA5 = 245(n7 + 73 + 7)) — 3A%AY — A*nf
oA = 2A(7} + 73 + 7 — nb) — And — 24%xf — 3A4*aS
0A* = 24*(n} + n3 + 7§ — Af) — A*ng — 2475 — 34%;

Vyloudime-li z tvah nédsobné kotfeny rovnice (9), pak lze zavést takovou
fixaci v (10), aby rovnice (9) byla tvaru

(11) _ 4 05=0



<oz odpovida volbé A = A* = 0, A% = A5 # 0 a pro sekunddrni formy plati
7 (10)

(12)
Z rovnice (9) plyne:

e
SN
I
)
o
I
o)

=ni, 7

Sl

Véta 1. Obecné existuji tii fokdlni sméry teéné trojroviny (M, e, ez, e3).
P nasi volbé odpovidaji kofenivm rovnice (11).
Hledané nadroviny jsou pak

I'n = (M, e1, ez, e3, €1 + e5)
I's = (M, e, e;, e3,e5 — 1/2(1 {4 Vf;) ey)
3= (M,e,e,e3,e — 1/2(1 —1 ]/?) es)

Zadani I'y uréuji vzajemnou volbou vektoru ey, es.
Hledejme dvojpoméry

I/Vl == DV(T4, Fl, Fg, 1'3)
Wy = DV(Is, I, Iz, I3),
kde I'y = (M, e, . e, e;, e,). Pak plati

e 1 [
3—-i|3

a tedv
(13) Wi+ Wy —1=0, Wit Wt —1=0

Soufadné nadroviny Iy, Is jsou tedy v nasi fixaci zvoleny tak, aby byly
splnény vztahy (13) pro piislusné dvojpomeéry.

Vratme se k fixaci (12). Z ni plyne, Ze formy uj a u3 jsou hlavni a lze tedy
polozit

(14) w, = K,,0* pro u#v
Vnéjsim diferencovanim dostaneme
(15) op N\ oy + (:),A, A o =dR;, N 0" + R;:,Cm"3 N o
7 ¢ehoz plyne
v »” v v B v —

oR;, + R, (7, — 7,) — R gn, — Raﬁnﬁ = 0.
Za predpokladu, ze determinanty [|R.4l| # 0, lze polozit
(16) B;a = 0.
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Toto vede k anulaci forem 7j; a formy w;; jsou hlavni, coz vyjidiime pomoci
an 0f = Reof

Ze (14) dostaneme, Ze w, = 0 pro v # u a z (15) vztah

(18) o, \ v, =0, v F£u

Uréime geometricky vyznam fixace (16)

Méjme obalku systému nadrovin I, = (M, e;, ez, e3, e,). Predev§im vime,
ze obalka je mnozina charakteristik, tj. praseénych dtvari dvou soumeznych
nadrovin pii libovolném pohybu. Libovolny bod hledané charakteristiky je
dén

X=M-+ xxey + x*e;.

Tento bod lezf v nadroviné I3, proto jeho souiadnice vyhovuji rovnici této
nadroviny :

(X — M,e,e2,e3,¢,) =0,
z ¢ehoz plyne, Ze
{19) ' at =0 pro u F#v
Soucasné souiadnice bodu charakteristiky vyhovuji rovnici

d(X — M, e, ez, e3,e,) = 0.
Druhé podminka dava
(20) 20l + 2’0l = 0, (u #v, pevné)
Za formy o, ol lze dosadit z (5), (14) a upravit (20) na tvar

(x"Rls + @’ Rlig)o’ = 0, kde » je pevné.

Tato soustava musi byt splnéna pti libovolném pohybu w! : w? : w3, coz divs
soustavu tif linearnich homogennich rovnic pro %, x*:
{21) "Ry + 2Ry = 0
Protoze det ||Ry|| = A" # 0, mé soustava (21) hodnost A = 3 a muzZeme

2% vypoditat pomoei x?. Bereme-li vSak v Gvahu fixaci (16), dostaneme x* = 0
a hledana charakteristika pii libovolném pohybu I, je pfimka dana

{22) X= M+ z'e,, kder je pevné.
Tato primka lezi na trojrozmérné varieté obalované I'y. Tim je dokdzéno:
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Véta 2. Pii reperdz (12) vektory ey, resp. es reperu patit do sméru, ktery
Jje uréen charakteristikou obdlky nadroviny I'y, resp. I's pii libovolném pohybu
po varieté. '

Vratme se k ukonéeni specializace reperu. Vyjdéme ze vztahit (17), dife-
rencujeme je vnéjiné a dostaneme pro variace R}, podle vedlejiich parametrit

vztahy
(23) OR;, — Rygnl b+ R — Ry, =0, v#u

vl =

Hledejme nyni ohniska piimek (M, e,). Je-li X = M -+ z” e, (v pevnd zvolené)
ohnisko ptimky (M, e,), pak vektory dX a e, jsou kolinedrni, coz d4v4 soustavu
rovnic

o* + 2'0w; =0, 2’0l =0, pro a=1,2, 3, nFE .
Kdyz tuto soustavu rozepiseme, dostaneme
(1 + RL2’) + o’RL2" + o®RL 2’ = 0
(24) o'R3a” + 0*(1 4+ R%42") + o®REG2" = 0
o'R32" 4 o?R3%2" + o(1 + R3,xv) =

Pro ohnisko dostaneme

1+ Rz R, wa
R,lx 1+ R22 R%a*| = 0
| R R:a” 1 4 Risx’ |
coz dava rovnici
(25) ("BPEY + (x")2F" + 2'G* + 1 = ¢
kde
Er = R;l R, R;s
'Rl]. R32 Rv3
(26) G* = R}, + R%, + R,
R! R! RL R: R2 R2]
Fr = ¥1 2 vl v3 -+ v2 v3
R}, RL| |R} RY |R), R}

Pro variace téchto koeficienti dostdvame pak vztahy
0F4 = 2F* n4, OF5 = 2F°r},

(27) OE* = 3E* :n4, 0E5 = 3E°a},
0Gt = Q'nj, 0G5 = G



Za predpokladu, %e E4E5 F4F5 # 0 lze provést nasledujici fixaei:

(28) EAES5 = FAFS

Pak z O(EAE5 — FAFS) = (3E4E5 — 2F4F5) (n; + n3), protoze je 3E4E5 —
— 2F4F5 0, je n} + a2 == 0, coz spolu s (12) d4vd

(29) at=n}=0, a4+ a2+ 73 = 0.

Geometricky vyznam této volby je ndsledujici.

V rovnicich (25) je pomér F?/E? roven ziporné vzatému souétu soutadnic
ohnisek piimky (M, e,). Podle (28) plati, Ze
Fips

(30) g = 1

Tedy zndme li sméry vektori e4, e5, fokalni nadcoviny a vime-li, Ze plati (30),
jsou vektory ey, es urdeny jednoznacéné.

Nyni reper zdvisi na dvou sekundarnich, nikoliv vyznaénych parametrech.
Jim podle (29) budou odpovidat na sobd zivislé formy =z}, =3, 75. Budeme
fixovat i tyto parametry.

Méjme nadrovinu uréenou rovnicf

(31) (X —Eg, ey, e, d(e, + e,)) =0,

kde Eg = M + ez, f £y, v # p.

Hledejme priseéik této nadroviny s primkou (M, ey), kde o # g £ v,
o %y pii pohybu * = wf = 0. Je-li X = M 4 te, hledany prusedik, pak
z rovnice (30) dostaneme podminkou pro ¢

(32) — t(RS, + RE) — (R, + R%) =0 pro of=o*=0
Pak poloiime Rj, 4 R, = Rf + RS, pro néasledujici serii hodnot

ny

o =1, g=2, y = 3;

(33) o= 2, f=3, y=1;

coz podle (23) dava
(34) 0= nf’(Rfd + Rfa - Rf& - Rﬁd) - ﬂ;(Rfy + RZy) + néﬁ(Rfy + RZy)'

g1

RozepiSeme-li (33) pro serii uvedenych hodnot z (32), dostaneme z (33) formy
7} a @i vyjddieny jako linedrni kombinace polosekundédrnich forem s koefi-
cienty R7s.

Geometricky vyznam posledni fixace je tedy takovy, Ze prusecik primky
(M, e;) s nadrovinou (X — Eg, ey, ey, e;,d(e;, <+ €,)) = 0 je

(35) X=M-—e pro a=1,2



Tim dostdvdme polokanonicky reper plochy @3 v A5 vzhledem k libovolné
trojtkani a tedy i vzhledem k danému systému anholonomnich subvariet S.
Je dan nésledujici soustavou diferencidlnich rovnic

dm = w? ey ot = 0

de;, = w! e bt = Ry, ol = R o*
pii ¢emz plati
(36) Ry =Rs, A=A*=0,

At = /15 £ 0, R,,=0 pro v #pu
a 7z (18) dostaneme R ;R — R, R;=0 pro B #y, dile ESE*= F5F4%

R, + R, =Rl + R pro a=1,2 =23, p=3,1
Soustava vnéjsich rovnic je
(37) (dRY, — R0l — Ry of + R, o) A 0¥ = 0
R;'ngc/\ b =0
(dR;, — Rl 4+ R w; — Rigwb)pa” = 0

Da se ukazat, Ze FeSeni této soustavy zavisi na osini funkeich t¥ech argumenti.

3. Kanonicky reper variety @3 vzhledem ke specielné zvolené trojtkani

Vratme se k (6) a zvolme na plose konkrétni trojtkan za souradnicovou
fixaci

(38) Rys = 0 pro viechna o # f8
Potom za predpokladu, ze
) ! P "
(39) Bae Tl _ D, 20
‘Rza BB

pro o #f, 2 #y, fFy, v#pu, dostaneme z (6)

A =0 pro o #§p.

Dojdeme tak ke kanonickému reperu plochy @3 vzhledem k trojtkéni na
plose (jsou anulovdny vsechny sekundarni i vyznaéné formy).

Uréeme geometricky vyznam volby (38), (39).

Hleddme rovnici asymptotickych kiivek ve tvaru

(d2M, e;, ez, e3) = 0.
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Z uvedené podminky ziskdme soustavu

(40) o'l = 0, 0w, =0 pro v#upu

coz lze rozepsat s ohledem na provedenou fixaci do
R0 + R3p(0®)® + Rgy(0®)* =0
RY(0')? + R3y(w®)® + Rg3(w3)2 =0

Pak plati (!)?: (w?)?: (w8)2 = Dy : Dy : Ds a tedy asymptotické sméry jsow
uréeny

VD.: VYD.  |Ds
(41) ol w?: wd = —Va : ]/E l/l—)%
VE : —V.HZ Vﬁa
[ . >
Nage fixace je tedy mozné pro ty plochy, na nichz Dy # 0. To jsou plochy,.

na nichZ existuje v uvazZovaném bodé ¢tyii rizné asymptotické sméry. Do--
chazime pak k tvrzeni:

Véta 3. Piedpoklddejme, Ze v uvaZovaném bodé je Dy # 0, pak v ném existuji
&ty razné asymptotické sméry a soufadné sméry jsou zvoleny tak, Ze asympto-
tické sméry jsou vyjadieny pomoct (41).

Variety pripoustéjici uvedené specielni souradné sméry lze charakterizovat
téz nasledujicim zpihsobem.

V realném prostoru hledejme nadkvadriky, které maji s plochou @3 v uva-
zovaném bodé M dotyk 2. Jejich rovnice hleddme ve tvaru

(r*r) -+ 2(Nr) 4+ apo = 0,

kde (*) znamend kvasiskaldrni soué¢in dvou vektorti, pro ktery je (e; * ex) =
= air = ap; a operator (Nr) stejné jako kvasiskaldrni soudin md vlastnost.
linearity a je zde polozeno (Ne;) = a¢; (viz [5]). Z podminek

(M * M) 4 2(NM) + ago = 0,
(AM * M) + (N dM) = 0,
(d2M * M) + (dM * dM) + (N d2M) = 0
dostaneme rovnici

(42) — Ria,,x%xf 4 agux®at + ayyara? 4 agurt = 0.



\

Primik svazku kvadrik (42) s teénym prostorem v uvazovaném bodé M va-
riety @3 je svazek kvadratickych kuZelt o vrcholu v bodé M dany rovnici

43 R a, x%x8 = 0.
af Y 0u

Rovnici (43) lze pnazirat v komplexnim prostoru (kanonické vnoteni).
Tento svazek lze protnout libovolnou rovinou, ktera neprochédzi vrcholem.
Takto v uvazované roviné dostaneme svazek kuZelosedek, jehoz typ charak-
terizuje prislusny svazek kuzelt.
Pri fixaci (37) se rovnice svazku redukuje na tvar

(44) R, ag,(x%)? =

Uvazované rovina necht je rovina ¢ = (Ei, E2, E3), kde E, = M + e, o rov-
nici

(45) xl + a2 4+ a3 =1.
Pak adjungované linearni formy k formé v (43) jsou
Fy = R}, a5,

Z (45) plyne, ze v roviné ¢ je E, pblem piimky EqEg (o £ B, o £y, B #~ y)-
Ukézali jsme, ze bod Ey (« = 1, 2, 3) je hlavnim bodem svazku (43), tj.
bod, jehoz poldra vaédi viem kuZelosedkdm svazku (43), (44) je pevnéd primka.
Tedy sméry e;, e, es jsou uréeny hlavnimi body svazku a tudiZz uvazujeme
pouze takové variety, u kterych existuji tfi redlné hlavni sméry.
Koneéné lze provést tfeti charakteristiku souradnych smérti. Formy

(47) ¢t = o0l 5 = w'o

o

vz 2

jsou invariantni formy plochy, patiici do okoli druhého fddu. Jejich bilinedrni

formy jsou

(48) p = 0@, = Ryw'a’
x~5

Y= 0@ = Riﬁw"‘zbﬂ

Definice 5. Dvé subvarianty plochy @3 uréené formami o™ a &@* se nazyjvaji
sdrufené, jestliZe soulasné anuluji obé bilinedrni formy (48) plochy ®s (viz 3).

Geometricky vyznam fixace (37), kterd anulovala vSechny zbyvajici formy
7z pro a« # f je pak ten, Ze jednorozmérné subvarieté

w*=wh=0, pro o #f
je sdruZend jedina subvarieta dvojrozmeérna
o’ =0,

kde o 5 y, f # y, za predpokladu, ze Rj, . RS, + 0.
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Poznimka 1. Analogicky reper byl konstruovin pro varietu @s v projek-
tivnim prostoru S5 v préei [3]. Geometricky vyznam fixaci (11), (12), (6)
nadeho ¢ldnku je v podstaté tyz jako v [3]. Odlisn4d je fixace (30). Jeji geomet-
ricky vyznam je v ¢ldnku uveden.

Poznimka 2. Stejné lze postupovat v konstrukei reperu v obecném afinnim
prostoru az do posledniho kroku specializace, kde k fixaci (33) by bylo jesté
nutno piipojit dalsf, pro kterou by nastalo #3 = 0 (nebo =3 je linedrni kom-
binaci forem 75, o« 7 f). Ekviafinni charakter naseho reperu by ziejmé vynikl
az pii hleddni geometrického vyznamu invariantd variety.
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SPECIALIZATION OF THE SYSTEM OF ANHOLOMICAL SUBVARIETES
OF THE THREEDIMENSIONAL VARIETY
IN THE UNIMODULAR FIVEDIMENSIONAL SPACE

Libuse Markové
Summary

The set which consists of one point M of the variety @3 and five linear independent
vectors for which the equation (e1, ...,es) = 1 is valid, we call the general moving
frame Z of the variety @3 in unimodular fivedimensional space. It depends on the prin-
cipal parametres, on the prominent parametres of the system S of the variety @s and
on the other parametres that we call the secondary pardmetres of the moving frame.
The moving frame & of the variety @3, which depends only on principal and prominent
parametres of the system S is called a semicanonical moving frame of the variety @;
in accordance with the system S.
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The aim of this articleis to give the geometrical characterization of every step of
the specialization of the moving frame, which means the geometrical interpretation
of performed specialization of secondary parametres.

Geometrically this semicanonical moving frame is characterized as follows: Its vectors
e1, ez, e3 lie in the tangent space of the point M of the variety, coordinate hyperplanes
Iy = (M, e1, ez, e3, e;), u = 4,5 are chosen in such a way that double the ravio wi, or
ws respectively of the hyperplane.l's, I's, resp., with a triple of focal hyperplanes satisfies
the equations wi + w2 = 1, w;l + wgl = 1. The vectors es, es, resp. belong ti the
direction, which is determined by the characteristic line of the envelope of the focal
hyperplane I'y, I's, resp. in arbitrary motion along the variety.

Finally there is constructed the moving frame & of the variety @3, which depends only
on the principal parametres and is attached to the system S of subvaricties.
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