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Matematicky &asopis 21 (1971), No. 1

BEDINGUNGEN DER NICHT-OSZILLATIONSFAHIGKEIT
UND DER OSZILLATIONSFAHIGKEIT FUR DIE LINEARE
DIFFERENTIALGREICHUNG DRITTER ORDNUNG

MILAN GERA, Bratislava

1. Wir sagen, dass die Differentialgleichung der n-ten Ordnung
n-1
Yym(@) + 2 po-a(@)yD(x) 0
i0

neit stetigen Koeffizienten im Intervall J in diesem Intervall nichtoszillatorisch ist,
wenn jede thre nichttriviale Losung tn diesem Intervall héchstens n — 1 Null-
stcllen, die Vielfachheit eingerechnet, hat. Im entgegengesetzten Falle sagen wir,
dass sie im Intervall J oszillatorisch ist.

In dieser Arbeit befassen wir uns haptsichlich mit den Bedingungen der

Nicht-oszillationsfahigkeit und teilweise mit den Bedingungen der Oszilla-
tionsfiahigkeit fiir die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung

(a) Lyl = ¥y + m@)y” + pa(x)y’ 4 ps(@)y = 0

in Intervall £, wo pi(x)eC(¥#), ¢ —1,2,3; £ — {xp,b) bzw. (a, o>,
W==a<<x<b= oo

Hiebei verwenden wir Begriffe und Bezeichnungen, welche in den Arbeiten

[1] und [2] eingefithrt wurden.
Unter der zu der linearen Differentialgleichung L[y] = 0 adjungierten
Differentialgleichung verstehen wir die Differentialgleichung

() HMfz] = [(2" — pa(@)2)" + pa(2)2]” — ps(x)z = 0,

welche durch Substitution z(x) = v(x) exp fpl(n) dy fiir € # in die Differen-

Qo

tialgleichung
j 2(m)dn III P (n)dn
{c) Mi[v] = (Lefv]e ™ ) — p3(x)ve ™ =0,



itbergeht, wo
Lo[v] Ho" + pu(e)y’ + pa(a)o
ist (siehe [1]).
Die Differentialgleichungen L[y] = 0; M [2] = 0; M1[v] — 0 im Intervall
zusammen mit den gegebenen Anfangsbedingungen in der Zahl xo
y(@o) = yo, y'(x0) =0, ¥"(20) = Yo;
Z(x()) = 20, 2'(.’}50) = Z(,), (2’ - pl(x)z)::;fx., = z;;

v(xo) = vo, V'(x0) = vy, V" (o) = v,

sind aquivalent mit den entsprechenden Volterraschen Integralgleichungen
zweiter Art (siehe [2])

(1) y®) = Pu=, yo, yo, yo) + | Aul, t)y@® (¢) dt,
(2) 2D = Qul, 20, 25,20) + [ Bulw, t)20(t) b,
(3) vl = Si(x, vo, v, v5) + [ Clx, O () &,

welche dquivalent sind mit den entsprechenden Integralgleichungen

4) YO@) = g o 1) + [ A A1 ) A (5,0 deiy (),
(5) 2W(z) = i, 2o, 2, 25) + f{ fB,(x, 7)By(z, t) dz}2® (t)dt,
Zo 1
(6) v®(x) = yi(x, vo, vé, vg) + J‘x{fxC’l(x, 7)Ci(7, t) drod(¢) dt,
Zo ¢
wo

3
991(96', Yo, .l/('); yg) == Pl(x, Yo, y(’J’ yg) + f A’(x7 t)Pl(t’ Yo, Yo» yg) dt,

Zo

' 3
wl(x, 20, z('), zg) = Ql(x» 20, 2(,)7 ZS) + J. Bl(xa t)Ql(ta 20, Z(’), Zg) dt’

Lo

z
Zl(x, 2o, U,;, Ug) = Sl(xa o, ’0(’), ’Ug) + J. Cl(x, t)Sl(t: o, ’0(,), ’Ug) dt,

Zo

66



xz € # und ! ist eine der Zahlen 0, 1, 2, 3@. Die Darstellung der Funktion
Pi(x, yo, o, ¥o)» A, t); Qu(w, 20, 29, 20), B, t);  Si(x, vo, vy, vg), Cilz, t) ist
in der Arbeit [2] angefiihrt.

Definition 1. Wir sagen, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 aus der
Klasse 77 ({xo, b))} ((a, xop)] ist, wenn der Kern der zugehdrigen Integral-
gleichung (1) Ai(x,t) eine nichtnegative [nichtpositive] Funktion fiir xg < t <
<zx<bla<x =t = aist.

Definition 2. Wir sagen, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 aus der
Klasse 7, ({zo, b))[;((a, x0>)] ist, wenn der Kern der zugehorigen Integral-
gleichung (1) Ai(x, t) eine nichtpositive [nichtnegative] Funktion fur xg < t <
<z <bla<x<t= a) ist. Ahnlich definieren wir die Klassen Bf(S),
A (F) bzw. €[ (F),%,(F) fur die adjungierte Differentialgleichung JM[z] = 0
bzw. die Differentialgleichung A1,[v] = 0.

Weiter bezeichnen wir I = 4 — {xo}.

Wir werden die nachfolgenden Lemma oft benutzen.

Lemma 1. Die Funktion A(z, t) sie stetig und nichtnegativ fiirxo <t < x < b
[nichtpositiv fir a < x < t < x9] und die Funktion p(x) set stetig und nicht-
negativ (nichtpositiv) im Intervall {xo, b)[(a, xoy]. Fiir die Losung u(x) der
Integralgleichung

(d) w@) = p) + [ A, Hut) dt
tm Intervall xg, b)[(a, xo)] gilt dann
u(@) = pa) = 0 (ufz) < pla) < 0).
Die Behauptung des Lemma folgt daraus, dass die Resolvente der Integral-
gleichung (d) unter den gegebenen Voraussetzungen eine nichtnegative [nicht-

positive] Funktion fiir 20 £ t £ z < bla < x < ¢t £ xof ist.
Die Integralgleichung (d) ist dquivalent mit der Integralgleichung

(e) w@) — 9@) + | {f A, 7 0 dgue) dt,
WO

#l@) — p) + [ A, () dt

(1) Dabei setzen wir bei den gegebenen Integralgleichungen die Stetigleit dor auf-
tretenden Ableitungen der Funktionen pi(x), p2(x) im erwogenen Intervall £ voraus
(siehe [2]).
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ist und p(z), A(x, t) stetige Funktionen fir p <t £ x < bla <a =t < ag)
sind.

Lemma 2. Die Funktion A(x,t) sei stetig und nichtpositiv fir o < t < o < b
[inchtnegativ fir a < x < t < xp). Die Funktion p(z) ser stetig und die Funktio

#@) = pla) + [ A, Op(t) dt

set nichtnegativ (nichtpositiv) fir x € (xo, b) [x € (@, xoy]. Fiir die Losung w(x
der Integralgleichung (d) vm Intervall {xo, b)[(a, xo)] gilt dann

0 = ¢(z) = ux) = p)(p() = u@) = g(x) = 0).

Beweis. Aus den Voraussetzungen des Lemma folgt, dass der Kern der
Integralgleichung (e) fir ap < ¢t < « < b nichtnegativ [fur e < =t £ a9
nichtpositiv] ist. Da die Funktion ¢(z) im Intervall (xo, b)[(a, v¢ ] nicht-
negativ (nichtpositiv) ist, erhalten wir laut Lemma 1 fiir die Losung u(x
der Integralgleichung (e), dass u(z) = ¢(x) = 0 (u(x) < ¢(x) £ 0) fir «
€ {wxo, b) [x € (a, xo)] ist. Mit Riicksicht darauf, dass die Integralgleichung (e)
4dquivalent ist mit der Integralgleichung (d), haben wir fiir die Losung u(v

im gegebenen Intervall

v

u(x) — p(x) = fA(x, tyu(t)dt < 0(= 0)

d. h. u(z) £ p(x) (u(x) = p(x)) fur x e {xp, b) [x € (a, xoy]. Damit ist der

Beweis des Lemma beendet.

Bemerkung. Aus dem Lemma 2 ist ersichtlich, dass wenn der Kern
der Integralgleichung (d) fir z9 <t < x < b nichtpositiv [nichtnegativ
fir a <z =t < 2] ist und die Funktion ¢(z) fiir x e {xo, d) [z € (a, 20 ]

nichtnegativ (nichtpositiv) ist, dann ist auch die Funktion p(x) im Intervall
{0, b) [(@, xoy] notwendig nichtnegativ (nichtpositiv).

Lemma 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

Pyl = y" + p@)y + q(x)y = 0,

wo p(x), qx) e C(I) sind, im Intervall I nichtoszillatorisch sei, ist, dass eine
Funktion w(x)e C¥(I) mit der Eigenschaft Lolu] < 0,u(x) >0 fir zel
existiere.

Beweis. Notwendige Bedingung. Die Differentialgleichung Z»[y] 0
sei im Intervall I nichtoszillatorisch. Das heisst, dass eine beliebige nicht-
triviale lineare Kombination ihres Fundamentalsystems von Lésungen im
Intervall 7 hochstens eine Nullstelle hat. Auf Grund des Lemma 1 [1] existiert
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deshalb unter diesen linearen Kombinationen eine solche, welche fiir x €1
keine Nullstelle hat. Bezeichnen wir sie yo(x). Daraus folgt, dass es geniigt
w(x) lyo(x)| fur x € I zu setzen.

Hinreichende Bedingung. Es sei u(x) € C2(I) mit den Eigenschaften Zo[u] <
< 0, u(x) > 0 fur x € I. Setzen wir y(x) — u(z) Y(x). Dann ist Y(x) die Losung
der Differentialgleichung

—
@0

) wY” + (20 + p)u)Y’ + Lou]Y —0, xzel.

Da u-1%[u] < 0 fir x € I ist, ist die Differentialgleichung (8) im Intervall I
nichtoszillatorisch (siehe [3]). Aus dem Zusammenhang zwichen den Losungen
der Differentialgleichungen (7) und (8) geht hervor, dass auch die Differential-
gleichung Z5[y] = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

2. Satz 1. Es existiere die Losung y(x) der Differentialgleichung L{y] = 0
mit der Eigenschaft y(x) > 0, '(x) > 0 (< 0) fiir x € I und dabes sei ps(x) = 0
(< 0) fiir xe F. Dann ist die lineare Differentialgleichung L{y] = 0 im Inter-
vall J nichtoszillatorisch.

Beweis. Es sei y(z) die Losung der Differentialgleichung L[y] — 0 mit der
Eigenschaft #(x) > 0, 7'(x) > 0 (<< 0) fiir x € I. Im Intervall I gilt dann

z _fzp.('i)dn Izzn(n)drz

(©) (ezj;m(n)dn Iyl =) d ( e= v') i ex (p @) + g”(x)) o — 0
= - 2 =Y
o\ gl) () (@)

wov(x) % d/dx y/y und y(x) die Lésung der Differentialgleichung L(y) — 0 ist
Setzen wir jetzt in der Differentialgleichung (9) v(z) = #'(x) sgn ¥'(x)-
Fir x € I erhalten wir dann

fzm(n)dri [FAOLY
d © ° —n -t ez" ?7” — —7
( . Y'sgny (x)) + (pz(x) + T) 7 sgn 7' (x)
dx 0] ] ]
y” x)iy" )y’ fp,(n)dn ( pu(nd
=V PP 2 (@) = —potaret " s ) 5 0,
y

da nach der Voraussetzung ps(z) sgn 7'(x) = 0 im Intervall -+ ist. Deshalb ist
die Differentialgleichung (9) auf Grund des Lemma 3 in Intervall I nicht-
oszillatorisch. Das bedeutet aber, dass der Differentialausdruck auf der linken
Seite von (9) in ein Produkt von zwei linearen Differentialausdriicke erster
Ordnung (siehe [4]) zerlegbar ist und der Differentialausdruck L[y] ist also
m ein Produkt von drei linearen Differentialausdriicken erster Ordnung im
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Intervall I zerlegbar. Auf Grund der Folgerung 3 des Satzes 1 [1] folgt daraus,
dass die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist.

Satz 1'. Es set p3(x) = 0 (= 0) fiir x€ #. Dann st die notwendige Be-
dingung dazu, dass die Losung §(x) der Differentialgleichung L[y] — O mit der
Eigenschaft y(x) > 0, §'(x) > 0 (< 0) in I existiere, dass die Differential-
gleichung

Ls[u] = u" + pi(x)u’ + pa(x)u = 0
tm Intervall & nichtoszillatorisch ses.

Beweis. Es sei p3(x) = 0 (= 0) fir x € # und (z) die Losung der Differen-
tialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft jj(x) > 0, #'(x) > (< 0) in 1.

Dann ist

IA

Le[§'] = —ps(@)y = 0

(Lo[—7'] = ps(x)y = 0)
fir x € I. Laut Lemma 3 ist daher die Differentialgleichung Lo[u#] 0 in I

nichtoszillatorisch.
Es ist leicht zu zeigen (auf Grund dessen, dass die linear unabhingingen
Lésungen von Le[u] = 0 ihre Nullstellen separieren), dass dann die Differen-

tialgleichung Ls[u] = 0 in .# nichtoszillatorisch ist.

IA

Satz 2. Es sei | etne der Zahlen 1, 2, 3 und die Differentialgleichung Lly] 0
sei aus der Klasse o/f(F). Wenn daber (x — xo)ps(x) 2 0 fiir x € F ist, dann
ist die Differentialgleichung Lly] = 0 tm Intervall # nichtoszillatorisch.

Beweis. Es sei yi(x) die Losung der Differentialgleichung L[y] = 0 im
Intervall # mit der Eigenschaft (o) = y;(x0) = 0, ¥;(x0) = 1. Wir zeigen,
dass unter den gegebenen Voraussetzungen y;(x) > 0 und (x — xo)yy(x) > 0

fiir x € 1 ist.
Da (x — xo)ps(z) = 0 fur x € +# ist, auf Grund des Satzes 1 wird damit

gezeigt, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszilla-

torisch ist.
Mit Riicksicht darauf, dass die Differentialgleichung L[y] — 0 aus der

Klasse o7/ (#) ist, und mit Riicksicht darauf, dass (x — 9)* Pi(x, 0,0,1) = 0
fir x € .# ist (siehe [2]), haben wir laut Lemma 1 fiir die Losung # der

Integralgleichung (1) im Intervall .#

(x — 20)y(x) = (x — 2o)!Pi(x, 0,0, 1) = 0.
Aus dieser letzten Ungleichheit und daraus, dass (x — a0)Pi(r, 0,0,1) > 0
fir xel ist, wenn I — 1 ist, folgt, dass (x — o)y (x) > 0 und yi(x) > 0

im Intervall 7 ist.
Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
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Satz 3. Es sei | eine der Zahlen 1, 2. Die Differentialgleichung L[y] = 0
set aus der Klasse o/;(F) und tm Intervall I sei

(x — x0)p1(x, 0,0,1) >0, wenn [ =1;
¢2(z,0,0,1) =2 0, wenn [ = 2.

Wenn dabet (x — xo)pa(x) = 0 fiir x € S ist, dann ist die Differentialgleichung
Lyl 0dm Intervall & nichtoszillatorisch.

Beweis. Es sei y1(x) die Losung der Differentialgleichung L[y] = 0 im Inter-
vall # mit der Eigenschaft y1(xo) = y;(x0) = 0, ¥;(x0) = 1. Wir zeigen, dass
unter den gegebenen Voraussetzungen yi(x) > 0, (x — xo)yy(x) > 0 fiirr xe [
ist. Da (x — xo)ps(x) = O fiur z € s ist, auf Grund des Satzes 1 wird damit
gezeigt, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall .# nichtoszilla-
torisch ist.

Da die Differentialgleichung L[y] = 0 aus der Klasse /;(#) ist und mit
Rucksicht auf die Voraussetzung iiber die Funktion ¢i(x, 0, 0, 1) erhalten wir
fiir die Losung y{ (x) der Integralgleichung (1) im Intervall I laut Lemma 2

(x — 2o)yy () = (x — xo)pi(x, 0,0,1) > 0, wenn [=1;

Y1) Z ¢a(x, 0,0,1) = 0,

woraus
, T
(x — 2o)y1(x) = (x — @0) f @2(t,0,0,1)dt 2 0, wenn Il 2;
Zo

ist. Auch im Falle I — 2 ist (x — xo)y,(x) > 0 fiir z € I. Dies folgt daraus,
dass @o(z0, 0,0,1) 1. Da (x — @)y (x) > 0 fiir x € I ist, ist im Intervall 1
yn()>0.

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Satz 4. Es seien pi(x), pa(x), ps(x) stetige Funktionen im Intervall {ao, c0)
(( o0, a9 ). Die Funktion

&
| pr) dny
t
set von oben begremzt fiir {,te << xp, ), L Z t({,te(— 0,20 ,¢ < t) und
dve Funktion ps(x) set michtnegativ in irgendeiner Umgebung des Punktes oo

(ni htpositiv in irgendeiner Umgebung des Punktes — o).
Weiter set

[¢ip0)de < o, [ 2opa0) a2 < oo
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([ ClpaD) dE > — w0, [ 2ps(l) dC > — o).
Dann hat jede nichttriviale Losung der linearen Differentialgleichung Lly] 0
im Intervall {xy, ©) ((— o0, xoy) eine endliche Menge von Nullstellen.
Beweis. Daraus, dass die Funktion
4
|. p1(n) dy

12
fur £, ¢ e {xo, ), £ = t von oben begrenzt ist, folgt, dass eine solche Kon-
stante K existiert, dass fur alle {, ¢ € {(xp, ), { = ¢

f?)('])dﬂ
(10) e < K
ist.
Weiter, mit Riicksicht darauf, dass

(i)t < o, [ ema() dt < oo

ist, folgt, dass eine solche positive Zahl ¢, ¢ € {(xy, o) existiert, dass die Ung-
leichheit.

i 1 1
(a1 K J [: POl + 4'2173(5)} <

gilt. Dabei konnen wir ein so geniigend grosses ¢ voraussetzen, dass auch
ps(x) = 0 fur z = c ist.

Es sei yi(x) die Losung der linearen Differentialgleichung L[y] — 0 mit
der Eigenschaft yi(c) = y;(c) = 0, »;(c) = 1. Um zu beweisen, dass jede
nichttriviale Losung der linearen Differentialgleichung L[y] — 0 im Intervall

29, o0) eine endliche Anzahl von Nullstellen hat, geniigt es zu zeigen, dass
die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall (¢, c0) nichtoszillatorisch ist.
Auf Grund des Satzes 1 geniigt es zu diesem Zweck zu zeigen, dass y;(x) > 0,
y1(x) > 0 fir x € (¢, o) ist.

Die Funktion

” f%(n)dn
Yi(x) = yy(x)e’

ist im Intervall {¢, c0) die Losung der Integralgleichung

z =z fm(n)dn
(12) Y(@) =1— [{[[paAl) + (¢ — t)pa(@)]e:  dAL}Y () &t



Aus dieser Gleichung erhalten wir fiir ihre Losung Y1(x)

jm(n)dn

Vi) <1+ f {f [ p20)] + (€ — tps(0)e dz} | Ya(r) dt

Setzen wir

Yi(x) = max | Yq(t) .

te<c,v>

Aus der letzten Ungleichheit und aus den Ungleichheiten (10), (11) haben wir
dann

x

Vi) = 1+ KYa(@) [ {f { |pz )|+ (& — t)ps(0)] A} dt

c

1+ KYy(x f[|p2 |fdt+p3£)J(C—t)dt]dC§

< 1 KTa(@) [ a0 -+ 3@ 46 < 1+ 1T(e).
Daraus erhalten wir
Yi(x) < 1+ 1Yi(2),
woraus
Yi(x) < 2
folgt d. h. | Yi(a)| < 2 fir 2 = c.
2

Aus der Integralgleichung (12) haben wir weiter fir ihre Losung Yi(x)

j'zl(z)r/

Yix) =1 — f { j [p200)1 + (& — t)ps(0))e Az} Ya(t) de
woher mit Riicksicht auf die Begrenzung Y;(z)| und die Ungleichheit (11) ist

Yi@)| 2 1 — 2K [ [Z|pa(0)] + 3&2ps(0)]dE > 0

fiir # > ¢. Das bedeutet aber, dass y;(x) # 0 in <{c, o) ist.

Da y,(c) = 1 ist, ist yj(x) > 0 fiir x€ ¢, ). Daraus geht hervor, dass
yi(z) > yi(e) = 0, woraus yi(x) > yi(e) = 0.

Also sind #;(x) und y;(x) in (¢, o) positiv.

Im anderen Fall wird der Beweis dhnlich durchgefiihrt.
Damit ist der Beweis beendet.
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Bemerkung. Die Voraussetzung iiber die Funktionen

9
[ pa(m) dy

Z,telay, ©), = t(l,te(— 0,x0, < t) kann im Satze 4 z. B. mit einer
der folgenden Voraussetzungen

1. (.’,C - C)Pl(x) =0 in (67 OO), c 2 %o ((_ @, C)’ ¢ = .’130);

2. J pi1(n) dy ist eine begrenzte Funktion in (w9, o0) ((— o0, 20 );

Lo

3. [paln) dyl < 4 o0 (| [ paln) dyl < 4 o0);

-0

ersetzt werden.

Folgerung. Es seien pi(x), p2(x), p3(x) stetige Funktionen im Intervall
(— o0, o0) und die Funktion ps(x) set nichinegativ in irgendeiner Umgebung
des Punktes oo, nichtpositiv in irgendeiner Umgebung des Punktes — co. Wenn
daber

[ pm) dy < m
t

firt zt=20und £t =<0, wom eine Zahl ist und
| [ Clpe(2) Al < oo, | [ E2ps(0) A2 < oo,

dann hat jede wnichttriviale Losung der linearen Differentialgleichung Lly] 0O
im Intervall (— oo, 00) eine endliche Anzahl von Nullstellen.

Satz 5. Die Differentialgleichung Lly] = 0 sei aus der Klasse <73(F). Wenn
dabet (x — @o)ps(x, 0, 0, 1) < O fiir x € S ist und die Funktion

(x @) + fx (x — t)%ps(t, 0, 0, 1) d¢

im Intervall I eine Nullstelle hat, dann ist die lineare Differentialgleichung
Lly] = 0 wm Intervall S oszillatorisch.

Beweis. yi(x) sei die Losung der Differentialgleichung L[y] 0 im Inter-
vall # mit der Eigenschaft (o) = y;(x0) — 0, #;(x0) = 1. Zeigen wir, dass
y1(x) im Intervall I eine weitere Nullstelle hat. Damit wird bewiesen sein,
dass die Differentialgleichung L[y] =0 im Intervall £ oszillatorisch
ist. Da die Differentialgleichung L[y] = 0 aus der Klasse 75 (.4) und
(r — xo)@s(x, 0,0, 1) < 0 fiir x € # ist, haben wir geméss Lemma 2 fiir die
Losung y7 () der Integralgleichung (1) (I = 3) im Intervall &
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(.CE - xo)y'l"(x) é (.’If - x0)¢3(x: 0: 07 1)’

duaus

IIA

y1(x)

_ 2 N — 2
W—Q@Jr J S @s(t, 0,0, 1) df = ()

folgt.

Aus den Anfangsbedingungen, welche y1(x) in der Zahl x, erfillt, folgt
die Existenz einer solchen Umgebung U,, der Zahl x, dass fir xe U, N1
y1(x) > 0 ist. Hat daher die Funktion ¢(x) im Intervall I eine Nullstelle,
folgt aus der Ungleichheit y1(x) < @(x), dass auch y;(x) im Intervall I eine

Nullstelle had. Das heisst aber, dass die Differentialgleichung L[y] — 0
ir1 Intervall .# oszillatorisch ist.

3. Es sei z(z) die Losung der Differentialgleichung M[z] = 0, welche
im Intervall I positiv ist. In diesem Intervall I gilt dann (siehe [1])
f?l('})dﬂ

{ pa(myan § pa(mydn
zo zo

d e e
13 M[z] = "1+ - ,2)0 = - Fo,z
(13) [2] dx( @) 9) (@) q(x, 2)o 2(2) (e,?)
ud
14 My[v] = [ + ooy _ 1 F
(14) 1ol = dx \v(z) v(x) b v3(x) 1. 0),
wo
j?zn(n)dn _ fm(n)dn d 2z _fzm(n)dn d v
() z(x)e = , 0—2%(x)e ™ s v="7%(x)e” )
dx z dx v
W9 )+ ! O nd o) et +f @ paze)

die Losung der Differentialgleichung M[z] 0 und »(z) die Losung der Diffe-
re tialgleichung A;[v] = 0 ist, ist es moglich die Funktion ¢(z, z) und die
Funktion s(x, v) derart auszudriicken

(15) o %) (( —pl(x)?) + P2(2)2)z 7, +_1 J PoltEl) de;
z(x) z(x)

1
<t



- f?’x(ﬂ)dﬂ - J‘Ipl(r])dq T .
e (Lz[i])ft:xo e I Pi(n)dn
(16) s(z, ) = + ps(t)e™ v(t) dt

() v(x)
fur x e 1. n

Satz 6. Es existiere die Lisung z(x) (v(z) der Differentialgleichung M[z] 0
(M1[v] = 0) mit der Eigenschaft (Z' — p1(x)z) + p2(®)Z)z—2 < 0, Z(x) >0
((L2[?]) z=20 = 0, D(x) > 0) fiir x € I und dabet ser (x — zo)ps(x) < 0 fiir x e S,
dann ist die lineare Differentialgleichung L{y] = 0 tm Intervall J mnichtos:illa-
torisch.

Beweis. Aus den Voraussetzungen iiber die Losung Z(z) (v(x)) und daraus,
dass (x — xp) p3(x) = 0 fiir xe s ist, folgt, dass q(z,z) = 0 (s(x,v) = 0)
im Intervall I ist. Aus dieser Tatsache folgt, dass die Differentialgleichung
F(o,z) = 0 (F1(v, v) = 0) im Intervall I nichtoszillatorisch ist. Geméiss dem
Satz 1 [1] ist deshalb die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nicl t-

oszillatorisch.

Satz 6’. Es sei (x — @) ps(x) = 0 fitr x € £. Dann ist die notwendige B
dingung dazu, dass die Losung ©(x) [2(x)] des Differentialgleichung Mi[v] — O
[M[z] = 0] mit der Eigenschaft (L2[v])z 2z, < 0, v(z) > 0 [(EB" — pi(®)z

+ Pa(2)2)e—2, = 0, Z(x) > 0] fiir x €I existiere, dass die Differentialgleich ing
(16") Lo[v] = v" 4 pi(x)v” + pa(x)o = 0
(16%) [(z" — pr(2)2)" + pa(2)z = 0]

tm Intervall & nichtoszillatorisch ses.
Beweis. Wir beweisen nur den ersten Fall. Der zweite Fall folgt aus d m
Zusammenhang zwischen den Losungen der Differentialgleichungen (16)

und (16”) (2 = vexp f pi(n) dn); zwischen den Losungen der Differential-

gleichungen M;[v] = 0 und I/ [z] = O ist derselbe Zusammenhang.

Es sei (x — xo)ps(x) £ 0 fiur z € # und v(z) sei die Losung der Differential-
gleichung M;[v] = 0 mit der Eigenschaft (Lo[v])z=z, = 0, v(x) > 0 in I.
Durch das Integrieren der Gleicheit M;[v] = 0 von xy bis z fiir den Differen-
tialausdruck Ls[v] im Intervall I erhalten wir dann

- f pi(n)dn z jf pi(n)d
Ls[v] = (Le[v])ggp € ™ + | pa(t) €

20

"oty dt < 0.
Laut Lemma 3 ist daher die Differentialgleichung (16’) in I nichtoszillato
risch und also ist sie nichtoszillatorisch auch in # (siehe den Beweis des

Satzes 1').
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Satz 7. Es sei l eine der Zahlen 0, 1, 2 und die Differentialgleichung M[z] 0
(Mi[v]  0) sei aus der Klasse BF(F) (€7 (F)). Wenn daber (x — xo)p3(z) < 0
Jdr ax € Sist, dann ist die lineare Differentialgleichung Lly] = 0 tm Intervall S
ni Itoszillatorisch.

Beweis. Den Beweis dieses Satzes fithren wir nur fiir den Fall der Differen-
tic gleichung M[z] = 0 durch. Im Falle der Differentialgleichung /;[v] = 0
witd der Beweis dhnlicherweise fertig gebracht. Mit Riicksicht darauf, dass
(¢ — xo)pa(x) = 0 fir x € # ist, auf Grund des Satzes 6 geniigt es die Existenz
der Losung Zz(x) der Differentialgleichung M[z] = 0 mit der Eigenschaft
((z  pi)Z) + p2(x)2)z 2, = 0, Z(x) > 0 fiir x € I zu zeigen.

Es sei z(z) die Losung der Differentialgleichung M [z] = 0, welche in der
Zahl ay folgende Anfangsbedingungen erfiillt:

Z(vo) = ((2' — p1(®)2)" + p2()Z)z-2, = 0, €Z'(20) = 1;

wobel ¢ 1 wenn J = (a0, b); ¢ = —1 wenn £ = (a, 2py und die Differen-
tialgleichung M [z] — 0 sei aus der Klasse #;(#), 0 < 1 £ 2. Wir zeigen, dass
die Losung Z(x) im Intervall I positiv ist.

Aus dem Ausdruck der Funktion @z, 0, ¢, 0) (Q2(x, 0, &, 0) = eBa(x, %o))
(siehe [2]) folgt, dass (x — z0)'@; (%, 0, &, 0) = O fur z € £ ist. Deshalb haben
wir nach Lemma 1 fiir die Losung 2 (x) der Integralgleichung (2) im Inter-
vall 1 (x — 20)2W(x) = (x — 20) Qi (x, 0, &, 0), wobei Qo(x, 0, &, 0) > 0 fiir
# Iim Falle ! = 0 ist. Aus diesen Tatsachen folgt, dass zZ(z) > 0 fir x € [ ist.
Dcmit ist der Beweis beendet.

Satz 8. Es seien p3(x), py(x), p1(@) stetige Funktionen im Intervall #. Es sei
(a  xo)pi(x) = 0, (x — wo)p3(x) £ O fiir x € S und vm Intervall 5 gelte eincr

der folgenden Fdlle:

a) 2p;(x) — pa(x) 2 0, (¢ — o) (pa(x) — po(@) + P1(@)) = 0;
b) (® — o) (p3(x) — pa(2) + pi(x)) £ O,

2p;(x) — pa() + (& — o) (P3(x) — Pa(x) + Pi(x)) 2 0;
c) 2p1(x)(p3(x) — Pa(x) + pi(x)) = (2py() — po(2))2,

2p,(2) — pa(x) + (= — 20) (P3(x) — o) + p1(2)) 2 0.

Dann ist die Differentialgleichung Lly] = 0 tntervall 5 nichtoszillatorisch.

Beweis. Den Beweis fithren wir nur fiir einen der gegebenen Fille durch.
In den anderen Fillen ist die Beweisfithrung adhnlich. Es sei & = {ao, b)
und

pi@) 2 0, 2pi(x) (P1(=) — pa(@) + pa(@) = (2py(x) — pa(2))2,
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2p; () — pa() + (& — o) (ps(x) — Po(x) + Pi(x)) Z 0, Pa(x) £ 0

fir z e A.

Mit Riicksicht darauf, dass ps(x) < 0 fiir x € 4 ist, geniigt es auf Grund
des Satzes 6 die Existenz der Losung Z(z) der Differentialgleichung A [z] 0
mit der Eigenschaft (' — p1(2)2)’ + p2(€)2)p-z, = 0, Z(x) > 0 fir xel
zu zeigen.

Es sei zZ(x) die Losung der Differentialgleichung M[z] = 0, welche in der
Zahl =z, folgende Anfangsbedingungen erfullt: Zz(zo) = ((' — pi(x)z)" +
+ pa()Z)z=2, = 0, Z'(x9) = 1. Wir zeigen, dass diese Losung unter den er-
wihnten Voraussetzungen im Intervall I positiv ist. Zu diesem Zweck geniigt
es zu zeigen, dass die Differentialgleichung M[2] = 0 aus der Klasse #3(#)
ist und Qs(x, 0,1,0) = 0 fir x € # ist. Laut Lemma 1 ist dann z"(x >
= @s(x, 0, 1, 0) = O fiir x € # und mit Riicksicht auf die Anfangsbedingungen,
welche die Losung z(x) in der Zahl g erfiillt, folgt daraus z(x) > 0 fir « 1.
Aus der Form des Kernes Bs(, t) (siehe [2]) der Integralgleichung (2) (I  3)

x—t (@ — t)2

By, t) = () + (2p,(x) — pa(z)) + ) @) — polz) + pi)

ist ersichtlich, dass mit Riicksicht auf x — ¢, Bs(x, t) ein Polynom zweit n
Grades bei jedem festen x e # ist. Da Bs(x, z) = pi(z) = 0 und (2p;(x) —
— pa(@))? £ 2pa() (p3(@) — Po(@) + pi(x)) auf dem Intervall . ist, ist Bs(x, t) >
z 0 fir z,t e # d. h. die Differentialgleichung M[z] = 0 ist aus der Klasse
#3(#). Wir zeigen jetzt, dass @3(x, 0,1, 0) > 0 fir z € # ist. Mit Riicksicht
darauf, dass Z(zo) = 0, Z'(x0) = 1, 2"(20) = pi(wy) ist, ist es moglich Q3(x, 0, 1, 0)
in folgenden Form zu schreiben:

@s(z, 0, 1, 0) =
= p1(x0) Ba(, 20) + 2p1(x) — pa(®) + (= — o) (pa(x) — pi) + Pi())
(siehe [2]). Da
p1(%0) Z 0, Bs(x, 20) Z 0, 2p;(x) — pa(x) + (x — o) (ps(z) — pa(x) +
+ pi(x0) 2 0,

fir x € # ist, ist im Intervall # Qs(2, 0,1, 0) > 0.
Damit ist der Beweis bebendet.

Satz 9. Es sei 1 eine der Zahlen 0,1. Die Differentialgleichung M[z] — 0
(M1[v] = 0) set aus der Klasse #,(.7) (¢;(5)) und im Intervall I sei

po(@, 0, ¢, 0) > 0 (10(%, 0, &, —ep;(2)) > 0), wenn I = 0;
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(x  xo)yi(x, 0,¢&,0) = 0 ((x — xo)ya(x, 0, &, —ep1(x0)) = 0), wennl = 1;

wobet ¢ — 1 fiir 4 = {@o,b) und ¢ = —1 fiir # = (a,x0y. Wenn hiebet
(x  xo)ps(x) £ 0 ist, dann ist die lineare Differentialgleichung L[y] 0
tm Intervall  nichtoszillatorisch.

Der Beweis dieses Satzes wird dhnlich wie jener des Satzes 7 durchgefiihrt,
nur mit dem Unterschied, dass man das Lemma 2 verwendet.

Satz 10. Die Differentialgleichung M[z] = 0 (M1[v] = 0) ser aus der Klasse
Bg(F) (€35(F)). Wenn dabet (x — xo)ys(z, 0,0, 1) < 0 ((x — xo)ys(x, 0, 0, 1) =
< 0) fiir x € # ist und die Funktion

(x — x0)2 + f(x — 8)2ps3(t, 0,0, 1) d¢

((x — x0)? + fx(.’r — 1)%x3(¢ 0,0, 1) d?)

tm Intervall I eine Nullstelle hat, dann ist die lineare Differentialgleichung
Lly] 0 im Intervall # oszillatorisch.

Beweis. Wir konnen auf ahnliche Weise, wie wir den Satz 5 bewiesen
haben, zeigen, dass die Losung z;(x) (v1(x) mit der Eigenschaft z;(xo) = 2y(0) =
=0, (5 —pi@)a1),,, =1 (vi(wo) = vs(w) = 0,  vj(ao) = 1) in der
Zahl 7 € I eine Nullstelle hat. Dann existiert geméass Lemma 2 [1] eine nicht-
triviale Losung y(z) der Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft
y(@o) (&) — y'(ZT) = 0, was die Bedeutung hat, dass die Differential-
gleichung L[y] = 0 im Intervall .# oszillatorisch ist.

Bemerkung. Es seien ps(x), py(x), pi(@) [ps(x), pi(x), ps(x)] stetige Funk-
tionen im Intervall #. Dann koénnen wir die Differentialgleichung M[z] 0
[Mi[v] 0] in der Form

(17) M[z] = 2" — pi(@)” + (pa(z) — 2py(x))2’ +
+ (py(x) — Pi(x) — ps(x))z = 0O
(18) [M1[v] = v" + 2pa(x)v” + (p2(x) + py(@) + pi)w’ +

+ (po(x) 4 Pr(@)p2(x) — ps(x))y — 0]
und die Differentialgleichung L{y] = 0 in der Form
(19) Liyl = {(¢' + m@)y) + (p2l0) — 2p,(@)y}’ +

+ (ps(x) — py(@) + py(x)) y= 0
oder

z
3 J pu(mdn

(20) Lly] = {(y" + ;@) + (p(x) — Ipi(x) — 1pi(@))y)e = Y+
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