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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 12, 2, 19562

SINGULARITY JOSTOVYCH FUNKCII A POTENCIALY
PRIPAD P-VLN A D-VLN

MILAN PETRAS, Bratislava
Uvod

Pri vySetrovani analytickych vlastnosti amplitidy rozptylu v potencidlovom poli
sa obvykle najprv zvoli ista trieda potencidlov a potom sa skima prislusna analy-
ticka Struktura amplitidy rozptylu.* Je vSak moZné postupovat aj obratene, t. j.
vopred postulovat isté analytické vlastnosti a dodatocne skumat potencidly, ktoré
im prislichaju. Tento postup sa zvolil v praci [1], v ktorej st vySetrované potencialy.
prislichajuce danym singularitam Jostovych funkcii, pre pripad S-viny. Tam bolo
ukazané, Ze problém sa redukuje na rieSenie systému N nchomogénnych linearnych
rovnic v tom pripade, ked Jostova funkcia ma N pdlov na kladnej Casti imaginainej
osi a na riesenie linedrnej nehomogénnej integralnej rovnice vtedy, ked tato funkcia
sa vyznaCuje nespojitosfou pozdiz rezu, iduceho po kladnej Casti imaginarnej osi
v komplexnej rovine impulzu k. RieSenie tychto rovnic vedie nieicn na hladany
potencial, ale aj na prislusné vinové funkcie.

V tomto ¢lanku sa metdda prace [1] zobectiuje aj na P-viny a D-viny. Zobecnenie
spociva v rozsireni Jostovej funkcie o Cleny, ktoré odpovedaji pélom prvého a dru-
hého radu v bode k& = 0. Urcenie potencialu sa potom prevadza na rieSenie istych
linearnych nehomogénnych problémov, podobne ako v [1]. Ku kazdému potencidlu
sa automaticky dostava aj rieSenie prisluSnej Schrodingerovej rovnice. V zavere sa
odvodzuju rovnice, ktoré predstavujii P-vinové a D-vlnové analogdny Martinovho
tvaru [3] Noyesovej — Wongovej rovnice [4]. Pozoruhodnou vlastnostou je ich homo-
génnost, ktord nenachddzame u rovnice Martinovej a Noyesovej— Wongovej.

N-polova Jostova funkcia

Odvodenie rovnic pre N-polovi Jostovu funkciu v pripade vysSich momenton
hybnosti je podobné postupu, ktory bol v [1] uZity pre / = 0. Ako vychodisko sluzi
rovnica pre funkciu g(k, r)

g'(k, r) — 2ikg'(k, r) = u(r) g(k, r) (h
s okrajovou podmienkou
lim g(k, r) = 1. (

r— o

§9]

* Napr. [2], kde sa uvazuju superpozicie Yukawovych potencidlov.
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Funkcia g(k. r) stvisi s Jostovou funkciou f(k. r) jednoduchym vztahom
gk, r) = flk, r)e™

So zretefom na pozadované analytické vlastnosti Jostovej funkcie v komplexne)
rovine impuizu k£ a vzhladom na tvar tejto funkcie pre volnu Casticu* mozno pred-
pokladat, Ze g(k. r) je nasledujiaceho tvaru

N

a(r) 9‘0(")
s /\' t) = l . ) ’ 3
alk, ) +ZJZ] 2ik + x, 1 ik (zl\)2 W

Funkceic ;. #,. f musia pre » — oo vymiznut. aby bola splnena okrajova podmienka
(2). Z vyjadrenia (3) vidno, Ze prislusna Jostova funkcia bude mat N pdlov v bodoch
k; = i/2K;. (x; > 0) a tieZ pdl v bode k = 0, na pritomnost ktorého usudzujeme.
vychadzajuc z vyjadrenia Jostovej funkcie pre volnu Casticu. Ako uvidime dalej,
p £ 0 odpovedd momentu hybnosti / = 2 a ff = 0 odpoveda / = 1.

Po dosadeni (3) do (1) dostaneme systém rovnic pre funkcic «,, #,. f a pre po-
tencidl u

o+ Ko+ 2 (oc(, + Z )a =0, (4)

i=1

2 — 2f +2<10+ Z )O(O——O (5)
[f”+2<a0+ Z > (6)

N
u = —2<oc(’, + Y %) (7)
i1

V dodatku je ukazané, Ze rieSenie tychto rovnic sa da previest na rieSenie systému N
lincarnych nehomogénnych rovnic. Pritom treba rozliSovat pripad, ked f# = 0.
a pripad, ked f§ & 0. V prvom pripade prislusny lineadrny nehomogénny systém znie

2 N i 2 ‘
11) (H ir e (1)
(r) = x; [1 + - TN + 2‘;(’\_]+ . + Kjk‘,-(i‘-i-l‘]))al (r):|.
(8)

" a r, st integraéné konstanty. Pre funkciu oz(”(r) pritom plati

0 = (1423 mm) )

* Jostova funkcia. prisluchajica volnej Castici, ma pre / -1 a / -= 2 tento tvar:

(0) k,r) = —ikr(l +‘,kl,r>

ik 3 3
1O, r) = ¢ ( TR SR )
( ikr (ikr)?

. «
pricom ¢;
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Vo druhom pripade tento systém ma tvar

(1)

. . e s . . 2 . . (2 , N . .
S integracnymi konStantami ¢’ s/, Funkeie 27" a 8 s urcend vztahmi

by 2 N (2) g N 2y .
0 RIS / w0 4 AT I
A= S S A R b Ay
‘ R TR e oA g, R :
W I:) -+ 0 \ e L] oo [\ ’
Foii'l ,
Jivhy = . RS
Fod
Potencial wlry sa pit znamych funkciach 7, a 7, urc¢i v obidvoch pripedoch 7 rov .
nice {7
P deeis D) AR NV g et (v i
Asyrmptoticky tvar funkeil #) " o 2y ako vyplyva z rovaie (0 @ 900 o
PO B R B s .
R U A NPT A . l
i yof H .
iy, t i (ER
Yy A0} = . {
PR i )
Tonmu prisliacha potencial tvaru
. \
o1 = » 200y oner
2y = 25 ket e RN
J 5 Lo MY
=) (8
2
V‘ s !
é i)
TR SR S N VA 7a) e Gs 2PN ;

S

L )

Vidime. 7¢ pro velke r potencial v obidvoch pripadoch obsahinie sedfo ~aper-
pozicic exponencialnych potencidlov 1 potencidly sit s dafekvm (nckoacenym Jo-
sahom. Pre r — x prechadeaju ticto potencidly na potencidly odstradivieh «il
prislusnych momentu hybnosti 7 == 1, resp. [ = 2. Na kratkych vzdialenostiachh sa
vSak tento P-vinovy a D-vinovy charakter potencidiu straca a v poliathu st riesciniy
rovnic (8) a (10), a teda i prisluSny potencid! reguldrne. Aby sme i v pociatky dostah
spravnu asymptotiku potencialu, musime pozadoval nasledovny asympioticky tvar
funkcii pre i - 0

1 1
(h _ dj o, ag!

Sy = =t Ny | = e i = O, (1o
: - v
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2) (2) Iy
2 o b (2 d, 76 -
I T S (17)
j N - 0 5 .

i P i

(kde a;. ag. bl by stisté konStanty).
Toho je mozZno dosiahnut vhodnou volbou integracnych konstint r .

piseme riesenic rovnic {8) ako podicl dvoch deterininantoy

ryoaose Ak

) \
i
" (18)

potom. aby boli spinend asymptoticke vztahy (16). musi zrejme pre determinant

AUsiny v (&) platit podmienka
{19)

D) =

Fento vziah prodstavuje podmienku pre konStantu . Podobne pre determinant

sastavy (1) must platit

D0y = 0. (202)

D) = 0, (26b)

Co sit dve podmsienky pre dve kons
Zosiava esie presvedCit sa, ¢ potencial w{r) ma v potiatku spravne chovanice. Za
tym Gelom dosadime vyrazy (16) do roviic (4)—(6) (pr1 f# = 8). Dostaneme pod-

anty r, a s,

mcitku

AR w1y
Go o up = (21)
i1
7 xtergy plynie
o P2
Qs e
uwo{i) = .- ety
p

taneme podmienky

Podobine dosadenim vyrazov {(17) do (4)—(6) dostas
N
a4y el =0 '
i1
v (22)
Dy oy R
1= 1 !
vodosiedku ktorveh
y oy
N 2.3
w ey = T r— 0.
e

Tym sme dokazati, Ze pri splneni podmienok (19) a (20) najdené potencialy maju

spravae asymptotické vlastnosti pre malé 1 velké r.
Na ilustraciu uvedieme potencial, ktory prislacha jednopolovej Jostovej funkeii
al =1
w(r) = =2[2'(r) + 2" (")



kde

L KC t:‘_""(l + - (—’—_—:: ) )
i I
w(r) + op(r) = ———m N :

F+ oy 4 e
{1+ -——]ce
K(r 4+ ry)

Matica S

Prvky matice S, prislachajice jednotlivym parcialnym viram, savisia s Jostovymi
funkciami vztahom [S]
fi(k)
Sik)y = (= 1) (23)
0y
kde
f.(ik) = tim ' f(k, 1) I=1.2
r—0

Ak zavedieme konStanty
at = Tim r'a'"(r).

r-=-0
modzeme funkcie f,(k) pisal v tvare
(n 5 Nogih
Ji(k) = Z o L 24
=4 2ik +I\ ikry =i K
N (2) 2
as; 1 1 3r3
fz(k) =2 ,\_“j‘”— + == I+ — ~) . - X
=4 Zik + K ik ikry ) p3 4 35

9

N (2) N (2)
(2 ya. 4ty "f'----). (25)

j=1 Kj Fa j=1 ny

o v v . v r ( . . , . o .
Ukazeme, 7e pre uréenie konftant aj” nie je potrebné pozrat vopred funkcic
cx}“(r). Skutoéne, vychadzajuc z rovnice (18) mozno pisat
[§3] \
o _ Aj (O/
a;’ = -

d

kde d je istd konStanta. PouZitim znamych viet z tedrie determinantov lahko od-
vodime pre & tento systém homogénnych linearnych rovnic

N
2 4
(
alt = w;c’ +- ait’ (26)
’ =1\ Kj + i KKk y

N ~ 2 . . PR
2 3 2 4 2 4 (
at? = chg.Z) —+ a5 vt RSl B Bl s al?. (27
=1 Kj + K ry + 3s \ K Kir, K; KiFs

Rovnice (19) a (20a) predstavuju teraz podmienky riesitelnosti rovnic (26) a (27).
Rovnica (20b) musi byt pripojena k (27) ako dodato¢nd podmienka. urCujuca pri-
pustné hodnoty r, a s.
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Rovnicami (26) a (27) st konStanty 4’ uréené az na multiplikativny faktor.

Pohlad na rovnice (23)—(25) vSak ukazuje, Z¢ tento faktor sa vo vyjadreni S,(k)
vykrati.

Poznamenajme cste, Ze integrainé konstanty ¢} stvisia s reziduami funkcie S,(k)
v poloch i/2 k;. Prislusny vzfah plynie z (23)—(27)

i

—ik;c" = Rez S, (k)jk = 5K (28)

J

Ak teda pozname rezidua funkcie S(k) (a samozrejme i k;), méZeme pomocou (26)
a (27) urcit konstanty a‘j“, a teda 1 Sy(k).

Vysledky, odvodené pre N pdlovi Jostovu funkciu, moZno zobecnif aj na singu-

larity typu nespojitosti pozdii rezu, idiceho po imaginarnej osi od u/2 do oo. Pre
funkciu g(k, r) v takomto pripade piSeme

. ok r) o ae(r) L B(Y)
N = - 2 —_——— e dK + —= - L
glh,ry =1+ J 2ik + K dc ik (ik)? (29)

n

DalSic rovnice dostaneme nahradenim sim v uvedenych vztahoch prisluSnymi
integralmi (za predpokladu, Ze tieto konverguju). Ako priklad uvedieme integralny
prepis rovnic (26) a (27)

a D) = (‘(1)(’\_)"( = + ,,,',4:, ) a(l)(;\") de’, (30)

K+ & KK'ry

2 3r2 2 4
2 (2 = \ =2 -
a P (w) =0 T T e )X
KoK Fy 4 35 \ K K°ry

2 4 )
X 4+ ) a(“’(lc') dx’. 31
K K'°r,

Funkcic ¢'P(x) stvisia s nespojitostou S,(k) pozdi7 rezu jednoduchym vztahom

1 [ < K > , < K w:l Dy
Sl =) =S i+ e =R (32)
47 2 2 /

Rovnice (30) a (31) st zobecnenim Noycsovej— Wongovej rovaice (2) a (3) na P-viny
2 D-viny. Pozoruhodnou vlastnostou tychto rovnic je homogénnost.

Laver
Vychadzali sme z danych analytickych vlastnosti Jostovych funkeii a hladali sme
im prislachajiace potencialy. Tato ,,inverzna uloha®™ v tedrii disperznych vztahov

vedie na rovnice, ktoré v pripade najjednoduchsich singularit, poélov, médzeme
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exaktne riesSit. Vystedkom <4 niclen hladan¢ loldine potencidly, ale oy pristusne
vinoveé funkeic
P —=Rory — A=A k)

SN

[ ked sme odvodil definitiviie vysledky fen pre oajnizsic mementy hybnosti 7 = 0.
I.2), da sa otakavat. e pedebnym spdsobom bude morné pestupovat aj oie Tubo-

adny Ve pre Jostova Tunkein

volnd /. K tomu pravdepodobne siadi rozéisid ~ik

o Cleny. ktore odpovedajt pdlom vyidich radoy v bede L= (L
Podatok
I. Ricsenie systému rovnic {4y— (o) pre ff = 0
V tomto pripade s2 uvedeny systém redukuje nn
v
1o T _\Jr,+\/'~ VANV (Z) 1)
i
— L
24 i xS i13.2)
Asobenim /ej rovnice % a druhej ¥, a odCitanim dostaneme
Nasoben rve) rovin ;a druhe] %, a odCitanim dostanem
, %A — SO
G = L (1.3
Ny

Po sumicit podla j mézene ziskanl roviicu pouzif na Gpravu vovnice (2.1

oy e
: ‘)Z,,{f,jf“,,,,f,'!i', e

AX(/} + Ly T 4L = 1
i=1 i
Jej integréciou dostaneme
M o 7/ ” "
. .2 » N Li%o 0 N
i T A —— =\
=1 l\’-

Integracny konStantu sme pritom polozili rovnt nule s ohfadom na vymiznutic 7,
pre r — . Poslednt rovnicu mozno substitciou

tolr) =
ot afr)
previest na linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu, ktord sa da riesit kvadra-
turou. Vysledok znie

s integrac¢nou konStantou r,.
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Postup pri ricseni rovnic (D.2) je analogicky ako v praci [1]. Nebudemic ho preto

wvadzai, ale udame hned vysledok

/ N \ [

ol e ) ol ) .

SAr) =Ko R R R A e el I (.5
o i—y Ny -+ Ny l\'j

wu prodstavuji integraéné konStanty. Ako vidno z (D.5), urcenie z; sa redukuje

¢,on preds
no ricsenie systému N linearnych nehomogénnych rovnic.

20 Rivsenie systému rovnic (4)—(6) pre 5 = 0.
Votomito pripade miame rieSit kompletny systém rovnic

N
4+ 2y + Y2l = 0 (D.6)
i<
2 = 2B+ Ky + 3 al) oy = 0. (D.7)
i
9;, + I\',‘Z/i + 2 + Z, £y = 0. (D.%)
i

e o rovnicu (D.6). uspokojime sa so Specialnym ricienim tvaru
/
Lol )
s (D.9)

o N D

ol

=
-~
i
i
-+
~

htord v nckonedne vymizne a ktoré mozno overit priamym dosadenim (r, jo inte-
eracna konstanta). Pre riesenie rovnice (ID.7) ziskamce najprv isty pomocny vztah.
Ndsobime tdto rovaicu «;, rovnicu (D.8) %, a odCitame. Tym dostancme

— 2y (D.10)
I\'j
Podobavm spdsobom z rovnic (D.6) a (D.8) odvodime vztah
o — o't .
) = L= P (D.11)
! I\.‘,—
Z rovnic (D.10) a (D.11) plynie
' Ao 7 %o%j 2 ,’(J +2 aify” — b (D.i2)
’\j IN

I\./-

Poslednd rovnica predstavuje hladany pomoceny vztah. S jeho pceuzitim moZno

roviicu (D.7) prepisat na tvar
v
. , Ao 2 o’
wy = 2+ 2y + 2 R D ’
J i= K
N hY ’
T LA
—4p Y =4 Y =0,
i=1 K FERRY

b
[N
w



Tuto rovnicu intcgrujemc uz bez dalsich uprav

N ' . N
A0 = % Lo — pa; g
ay — 28 +J(,+2T o T 0% gy P 2/ Toapy Sh=.
i=t Kj j=1 Kj = K

Pritom sme integra¢nu konstantu polozili opdt rovnit nule vzhizdom na vymiznutie
funkcie «, v nekonec¢ne. V posiednej rovnici vyjadrime f§ pomocou (D.9) a sub-
stittciou

Ao = —
a

ju prevedieme na linearnu diferencidlnu rovnicu prvéhe radu. Riesenie takto vznik-
nutej rovnice vedie na nasledovné vyjadrenie o:

) = 2+ 1) (1+zz Lot 3 M) oy

(r+ry ‘3-l— 33 =1 Kj Pl = kg

s novou integracnou konsStantou s.
Rovnica (D.8) sa riesi podobne ako v (1) s vysledkom

N N 26003
x(r) = icjc_l-e_“"’”'k + 2 L + 2 %o(7) + 4 MQ). (D.14)

+ K N i

\ g Ry
v ktorom ¢; su daiSie integracné konStanty.
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OCOGEHHOCTU @YHKIIMMT MOCTA UM MTOTEHUIUMAID!
CHAYYAW P-BOJIH u D-BOJIH

Mutan Fletpau

Pesrome

Mcrton padoTte [1] mist onpelesicHils MOTCHUMAAA W3 AGHHBIX OCOGCHNoCTell dyukiuiin octo
0Bel1nacTes Ba p-Boitnbl ¥ d-Bonubl. Moaodno kak B [1] npobnema cBommtes B ciiydae N noiceces
K PELUCITHIO CUCTCMBE N JIMHCHHBIX HCOAHOPOAHBIX YPABHCHUI M B CJYUAC PE3PLIBA BAOIL Paspe3i
K PCLUCHUIO JIUHCHHOTO MHTCPrasIbHOTO ypasicHus. [JaHO p-BOJHOBOC W (-BOAHOBOC OGOOUICH IS
MaprenoBoit gopmbl ypasHenus Howueca n Bonra.
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