
Matematicko-fyzikálny časopis

Milan Petráš
Singularity Jostových funkcií a potenciály prípad P-vľn a D-vľn

Matematicko-fyzikálny časopis, Vol. 12 (1962), No. 2, 136--144

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126810

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1962

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/126810
http://project.dml.cz


MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 12, 2, 1962 

S I N G U L A R I T Y JOSTOVÝCH F U N K C I ! A P O T E N C I Á L Y 
P Ř Í P A D P-VLN A D-VLN 

MILAN PETRÁŠ, Bratislava 

Úvod 

Při vyšetřovaní analytických vlastností amplitudy rozptylu v potenciálovom poli 
sa obvykle najprv zvolí istá trieda potenciálov a potom sa skúma příslušná analy­
tická struktura amplitudy rozptylu.* Je však možné postupovat" aj obrátene, t. j . 
vopred postulovat' isté analytické vlastnosti a dodatočne skúmať potenciály, ktoré 
im prislúchajú. Tento postup sa zvolil v práci [1], v ktorej sú vyšetřované potenciály, 
prislúchajúce daným singularitám Jostových funkcií, pre případ S-vlny. Tam bolo 
ukázané, že problém sa redukuje na riešenie systému N nehomogénnych lineárnych 
rovnic v tom případe, keď Jostova funkcia má N polov na kladnej časti imagiiiárnej 
osi a na riešenie lineárnej nehomogénnej integrálnej rovnice vtedy, keď táto funkcia 
sa vyznačuje nespojitosťou pozdlž řezu, idúceho po kladnej časti imaginárnej osi 
v komplexnej rovině impulzu k. Riešenie týchto rovnic vedie nielen na híadaný 
potenciál, ale aj na příslušné vlnové funkcie. 

V tomto článku sa metoda práce [1] zobecňuje aj na P-vlny a D-vlny. Zobecncnie 
spočívá v rozšíření Jostovej funkcie o členy, ktoré odpovedajú polom prvého a dru­
hého rádu v bode k = 0. Určenie potenciálu sa potom prevádza na riešenie istých 
lineárnych nehomogénnych problémov, podobné ako v [1], Ku každému potenciálu 
sa automaticky dostává aj riešenie príslušnej Schródingerovej rovnice. V závěre sa 
odvodzujú rovnice, ktoré predstavujú P-vlnové a D-vlnové analogóny Martinovho 
tvaru [3] Noyesovej—Wongovej rovnice [4]. Pozoruhodnou vlastnosťou je ich homo-
génnosť, ktorú nenachádzame u rovnice Martinovej a Noyesovej —Wongovej. 

iV-pólová Jostova funkcia 

Odvodenie rovnic pre N-pólovú Jostovu funkciu v případe vyšších momentov 
hybnosti je podobné postupu, ktorý bol v [1] užitý pre 1 = 0. Ako východisko slúži 
rovnica pre funkciu g(k, r) 

g"(k, r) - 2ikg'(k, r) = u(r) g(k, r) (1) 
s okrajovou podmienkou 

lim g(k, r) = 1 . (2) 

* Napr. 12], kde sa uvažujú superpozície Yukawových potenciálov. 
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Funkcia #(k, r) súvisí s Jostovou funkciou f(k. r) jednoduchým vzťahom 

g(k,r)=f(k,r)ékr. 

So zřete lom na požadované analytické vlastnosti Jostovej funkcie v komplexnej 
rovině impuízu k a vzhíadom na tvar tejto funkcie pre voínú časticu* možno před­
pokládat', že g(k. r) je nasledujúceho tvaru 

\ , ~ Д a .(r) ocJr) ß(r) 

J=ì Ћk + кj ik (j/f) (3) 

Funkcie a,, or0, fí musia pre r -> oo vymiznúť. aby bola splněná okrajová podmienka 
(2). Z vyjadrenia (3) vidno, že příslušná Jostova funkcia bude mať N polov v bodoch 
ki = i/2 řc,., (I<J > 0) a tiež pól v bode k = 0, na přítomnost' ktorého usudzujeme, 
vychádzajúc z vyjadrenia Jostovej funkcie pre voínú časticu. Ako uvidíme ďaiej, 
/>' =j= 0 odpovedá momentu hybnosti 1 = 2 a (i = 0 odpovedá / = 1. 

Po dosadení (3) do (1) dostaneme systém rovnic pre funkcie <xn or0, /i a pre po­
tenciál u 

*; + *,.<*} + 2 ( a0 + X «i ) <*; = 0, (4) 
V «'=1 / 

N 

y:'0 - 2/J' + 2Í a 0 + £ <• I a0 = 0, (5) 

^ + 2 ^ 0 + £ «;•)/» =0, (6) 

u = - 2 Í a 0 + V a : J . (7) 

V dodatku je ukázané, že riešenie týchto rovnic sa dá previesť na riešenie systému N 
lineárnych nehomogénnych rovnic. Přitom třeba rozlišovat' případ, keď fí = 0. 
a případ, keď /i + 0. V prvom případe příslušný lineárny nehomogénny systém znie 

a',"(r) = *,<•}"--*" i + -~^-2 + 2 У ( — + 2 Љ\l\r) 
Kj(r + r.) ,-é-, V S- + к, к-Л-,(r + -,) ' 

pričom CjX) a r { sú integračné konstanty. Pre funkciu a^V) přitom platí 

* Jostova funkcia. prislúchajúca volnej částici, má pre l 1 a I -- 2 tento tvar: 

f[°\k,r) = e-itr(l+ * 

(8) 

(9) 

/'fcr 

/•<°)(fc,r) = e- '* г ( l + - ^ - + - - — , 
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V druhom případe tento systém má tvar 

1 + _ >, 
x,-- Í/ 5(г + f2Г 

Kj + KІ (Г 4-

2 4 
x I + , 

V - < " 0 . , . . 

-, r *І УП 
„ / + 

• 2 ) " + AS 

•V . . < 2 W „ v v 

V + ^ > \ /• + r- " ) , v î / 

s integračnými konstantami c\ \ .v, r 2 . Funkcie o.!)"** a /i sú určené \zťahmi 

! 4 . • V . „ . _ _ . ' . . ' . -. ... 4 . V - ' ( ' ! \ ;,rv< 
J(r + r2f 

' + r2ү + 

ľлn 
vn\ r i 

( 1 0 ) 

Potenciál u(r) sa pri známých funkciách :/,• a v() urči v obidvoch p r í p a u o ď / n 
nice (7). 

Asymptotický ívar funkcií v{! ! a c^1', ako \yp!ýva z rovnic {i) a (9), je 

„,< * ),- „ v • .< ! ) , - - " . ' • 

-.< ! )/ .*, 

Tomu prislúcha potenciál tvaru 

< i ) / 
i . _ 

V T + ) 2 

Podobné z rovnic (10) a (11) plyme 

( 1 3 ) 

IJ.. 

*;r (>-)• 

»'•+• 

3(/- + / j " 

2.3 
(/ + r2) \ (/ Î ) - Ò . Ч ; 

zL - ď "" c 

/ =•• i Ijr + r2) " + :-\| 

Vidíme, že pre velké /• potenciál v obidvoch prípadoch obsahuje \cdia v.iper-
pozícic exponenciálnych potenciálov i potenciály sil s dalekým (nekonečným) Jo-
sahom. Pre /• —• x prechádzajú tieto potenciály na potenciály odstředivých ď. 
příslušných momentu hybnosti / == 1, resp. / = 2. Na krátkých vzdialcno-diach sa 
vsak tento P-vinový a /)-vlnový charakter potenciálu stráca a v počiatku sú riešeuia 
rovnic (8) a (10), a teda i příslušný potenciál regulárně. Aby sine i v počiatku doslali 
správnu asymptotiku potenciálu, musíme požadovat nasíedovný asymptotický t\ar 
funkcií pre r -> 0 

4" r - > 0 , 16) 
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. ~> 1 "."'' ь,- ( 2 ) «?' Һ -

Ą ./ -г 
r 

a 0 _._ 7 

ľ" 

_L ._. T-0 (17) 
r" ' 

(kde H;, O0, b;, b0 sú isté konstanty). 
Toho je možno dosiahnuť vhodnou volbou integračných konstant r,, r 2 a .v. Ak 
píšeme riešenic rovnic (8) ako podiel dvoch determinantov 

* Y \ r ) = A > ) { Í ) * (!«) 
D " ' ( f ) 

polom, aby bol i spincné asympiotické vzťahy (16), musí zřejmé pre determinant 
.-msLny (8) platit" podmienka 

Dín(0) =-- 0. (19) 

rento vztah představuje podmienku pre konstantu r, . Podobné pre determinant 
si.s.a\y (!()) musí piatiť 

iy~\G) =-- 0. (20a) 

í)r)f{0) = 0, (20b) 

čo sú dve podmienky pře dve konstanty r 2
 a A-

Z,'Síava e.šíe přesvědčit' sa, či poienciál u(r) má v počiatku správné chovanie. Za 
tým účeloin dosadíme výrazy (!6) do rovnic (4) — (6) (při fi -- 0). Dostaneme pod­
mienku 

t;\r + l - < ; = I, ( 2 1 ) 
i ! 

/ k.urej piynie 

u'' '(i i - ! -, : . /• - 0. 
r 

Podobné dosadením výrazov (17) do (4) —(6) dostaneme podmienky 

v 

«:> : ,-i-X. t/.- , = o. 
i (22) 

On + ) '';; : " 3, I 
,-r, ' i 

\ dósicdku ktorých 

uí2)0\l = "',;' . r - > 0 . 
r ' 

T\m sme dokázali, že pri splnění podmienok (19) a (20) nájdené potenciály majú 
sprá\'ne asymptotické vlastnosti pre malé i velké r. 

Na ilustráciu uvedieme potenciál, ktorý prislúcha jednopólovej Jostovej funkcii 
. / = 1 

u(r) = -2[:<'(r) + T! (/)], 
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kde 

OÍ(Г) + a 0 (r) - — — ~ + 
1 + 

r + r{ - 1 + 

/v(r + Г,) 

4 

к(r + r,) ce 

Malica S 

Prvky matice S, prislúchajúce jednotlivým parciálnym vlnám, súvisia s Jostovými 
funkciami vzťahom [5] 

г//л / ÍV fi(k) 
Sjí/v) = ( - i ) 

kde 
tt-k) ' 

ft(k) = !imr7,(A:,г)- / = L 2. 
r - 0 

(23) 

Ak zavedieme konstanty 
jf = lim r'« ( l )(г). 

r --* 0 

móžeme funkcie f(k) písať v tvare 

/.<*) = - ! — 4 
a ( n 

y *h 
^ 2 ik + K_y ' /k r j ^ Kj + (24) 

* fl
(2) 

'*k)-Ъ^ + Цl + lkV*ъ 
N í 2 V 

^ 2 I ^ + fl»V) 
\ 7 = 1 hj ' 2 j = l /v,- / 

(25) 

Ukážeme, že pre určenie konstant dp nie je potřebné poznať vopred funkcie 
djl)(r). Skutočne, vychádzajúc z rovnice (18) možno písať 

,<o - _â"Щ 
</( 

kde din je istá konstanta. Použitím známých viet z teorie determinantov íahko od­
vodíme pre djl) tento systém homogénnych lineárnych rovnic 

«'" = ̂ Г I (—^— + — -V'S". 

a(2' = к,c(2,Z 
з.-5 

'</ + Ki r\ + 3s \KJ T K2

tr 

'' 2 4 2 4 

— + --.,— 

(26) 

O;2). (27) 

Rovnice (19) a (20a) predstavujú teraz podmienky riešiteínosti rovnic (26) a (27). 
Rovnica (20b) musí byť připojená k (27) ako dodá točná podmienka, určujúca pří­
pustné hodnoty r2 a s. 
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Rovnicami (26) a (27) sú konstanty dp určené až na multiplikatívny faktor. 
Pohlaď na rovnice (23) —(25) však ukazuje, že tento faktor sa vo vyjádření S,(k) 
vykráti. 

Poznamenajme ešte, že integračně konstanty c(p súvisia s rezíduami funkcie S,(k) 
v póloch i/2 Kj. Příslušný vztah plynie z (23) —(27) 

-iкjcf = RezS((/c)/7c = —Kj. (28) 

Ak teda poznáme rezidua funkcie S,(k) (a samozřejmé i KJ), móžeme pomocou (26) 
a (27) určiť konstanty ap, a teda i S\k). 

Výsledky, odvodené pre N polovu Jostovu funkciu, možno zobecnit' aj na singu­
larity typu nespojitosti pozdlž řezu, idúceho po imaginárně, osi od /L/2 do co. Pre 
funkciu g(k, r) v takomto případe píšeme 

gí„, r) = 1 + 2 \aíKil^ar ' -°^-+ ^{ry 
2ik + K

 v ^ ik (iký 
(29) 

Ďalšie rovnice dostaneme nahradením súm v uvedených vzťahoch příslušnými 
integrálmi (za předpokladu, že tieto konvergujú). Ako příklad uvedieme integrálny 
přepis rovnic (26) a (27) 

a»\K) = c"\K) + 
к + к KK Гл 

a{1\Kf)ÓK\ (30) 

_<2 ' ( l . ) = _ < > " ) 
2 

к + к' rì + З.s 

2 , 4 
r ,?,-;]: 

XI — - + - , -
K K "ľ-

aiг\к') dк'. (31) 

Funkcie CU)(K) súvisia s nespojitosťou S/(k) pozdlž řezu jednoduchým vzťahom 

S, I i Ы = cu>(к) (32) 

Rovnice (30) a (31) sú zobecněním Noyesovej — Wongovej rovnice (2) a (3) na P-vlny 
a /)-v!ny. Pozoruhodnou vlastnosťou týchto rovnic je homogénnosť. 

Závěr 

Vychádzali sine z daných analytických vlastností Jostových funkcií a hladali sme 
im prislúchajúce potenciály. Táto „inverzná úloha" v teorii disperzných vzťahov 
vedie na rovnice, ktoré v případe najjednoduchších singularit, polov, móžeme 
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exaktně ricsiť. Výsledkem +; nieien hiadanc lokálně potcnciáiy, aíc aj pnsiiisnc 
vlnové funkcic 

i^kjfii — k. r ) - !,[ -k)j,{k. r) 
ÍI>,{Í^ r) -•-= _ v ~ - — . 

_ í /\ 

l kcď sme odvodili definitivně výsledky len pre najnižšie momenty hybnosti (/ =•- 0. 
1, 2), dá sa očakávať, že podobným sposobom bude možné postupovat' ;y pic íiino-
voínc /. K tomu pravděpodobné stačí rozšířit" /ákiadný \ýraz prc Josto\u fiinkc>i: 
o členy, ktoré odpovedajú póíom vyšších rádo\ \ bode Á --• 0. 

Dodatok 

1. Ricšenic systému rovnic (4) — (6) pre ji — 0. 
V tomto případe sa. uvedený s\slém redukuje na 

Y 
7 o - 2(7.n + i^y'i)y{) - 0. (D. i) 

y'; + KJ-A] + 2(7; + Y y[)y.: = 0. * i 0.2) 

Násobením prvej rovnice y- a druhej y.() a odčítáním dostaneme 

-„„;. =_ ? + ":/+ 
K i 

Po sumácii pod fa / možeme získánu rovnicu použit" na úpravu rovnice (D. í ) 

" — ,' • \ — i () ~" 0 '*• ; 

y() + J 7 0 7 0 + 2 ^ —J- ;- - 0. 
j-\ Ki 

Jej integráciou dostaneme 
s 

*ó + a(
2 + 2 X -

/=! ,v/ 

Integračnú konstantu sme přitom položili rovnu nule s ohladom na vymiznulic :xn 

pre r —> x,. Poslednú rovnicu možno substituci o u 

Li{) ) 

previesť na iineárnu diferenciálnu rovnicu prvého rádu, ktorá sa dá ricsiť kvadra­
turou. Výsledok znie 

a0(r)= i + 1 + 2 X - M + ) (D.4) 
' + ' i \ y=i '\i J 

s integračnou konstantou r. . 

142 

(D.З) 



Postup při ricšení rovnic (D.2) je analogický ako v práci [1]. Nebudeme ho preto 
u\ád/ať. ale udáme hned výsledok 

-/r, = ^ c - - ( l + 2 Í - : i ^ : . + 2 ^ - ) - ) : (D.5, 
V /---1 \- + s- h j j 

e, \u představuji, integračně konstanty. Ako vidno z (D.5), urcenie a;- sa redukuje 
na neseme systému N lineárnych nehomogénnych rovnic. 

2. Riešenie systému rovnic (4)— (6) prc /i + 0. 
V tomto případe máme riešiť kompietný systém rovnic 

v 
lí + 2(a0 + X oti)//= 0. (D.6) 

/ = i 

a 0 - 2/i' -f 2(a.', + £ a,) a0 = 0. (D.7) 

aj + Kfi) + 2(an + Y a,) a, = 0. (D.8) 
í = i 

Pokial u.ie o ro\ nicu (D.6), uspokojíme sa so speciálnym nesením tvaru 

/*(<•)= - ^ - , (D.9) 
. i" / 2 

kioré \ nekonečné vymizne a ktoré možno overiť priamym dosadcním (r2 je inte-
gračná konstanta). Prc riešenie rovnice (D.7) získáme najprv isíý pomocný vztah. 
Násobíme tuto rovnicu a y , rovnicu (D.8) a 0 a odčítáme. Tým dostaneme 

. LЛ ;v/.fÌ -Xf\'.Л ; . , jv ; 

Ï > 0 = — J-- '-— - 2/)" - ~ i . < D. 10) 
KJ 

Podobným spósobom z rovnic (D.6) a (D.8) odvodíme vztah 

*//'" " /?0Í/ / n 
/)a- = . (D. 

K : 

Z rovnic (D.10) a (D.H) plynie 

a,ao — anoc'; _ , a ; _ a',- ^ a.-/)' — /ia'-
-•-' — --=- - 2 / r - - ' - - 2li-^~ + 2 'Z ^ J . (DA 2) ./ 

I>osledná rovnica představuje híadaný pomocný vzťah. S jeho použitím možno 
rovnicu (D.7) prepísať na tvar 

.V . /' _ // N iv> _ o " 

id' • ->„'«, J_ i V a 1 a ° a ( ) C < l _i_ _ V a l / ; / > 0 Í 1 a() - _p — ~ a 0 a 0 + z. _, h 4 >_, - -
7 = 1 K j j=l Kj 

N ,\ / 

a: 4/?' E "^- - 4/í I -^- - 0. 
I=i к / j=i к ' j 
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Tuto rovnicu integrujeme už bez dalších úprav 

.2 a.i<) - aoa', + 4 y *jft[ -íh-j _ 4 / j y JLL = 0_ «i - 2/? + až + 2 Y Jíií<L_í2^ + 4 X * f ~ 4/i Y 
J = l K 7 7=1 K'/ .7-1 \ / 

Přitom sme integrační! konstantu položili opáť rovnu nule vzhíadom. na vymiznutie 
funkcie a0 v nekonečné. V poslednej rovnici vyjádříme jí pomocou (D.9) a sub-
stitúciou 

1 
*o = — a 

ju prevedieme na lineárnu diferenciálnu rovnicu prvého rádu. Riešenie takto vznik-
nutej rovnice vedie na nasledovné vyjadrenie a 0: 

^,y^y íl+2i:'fi+ ± i:^ 
(r + r2y + 3s V 1=» KJ ' ^ 12 i = i '<] 

s novou iníegračnou konstantou s. 

Rovnica (D.8) sa rieši podobné ako v (1) s výsledkom 

aM) = ^ e - f l + 2 i - ^ L + 2 ^ 1 + 4 M). { D . , 4 , 

v ktorom c} sú ďalšie integračně konstanty. 
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O C O G E H H O C T i i c i>yHKU.Mfl M O C T A H I l O T E H U M A J l h l 

C J I Y M A H P-BOJIH M D-BOJ1H 

M n j . a u l l c T p a i H 

P C 3 K) M C 

M C T O A pa6oTbi [1] JÍJIH onpeIaejieHHíi noTCHUHajia v:i jianHbix OCOOCHHOCTCH ijyyi-.Kiuui I l o c i a 
o6c6macTC5i na /;-BOJIHBI H d-BOjnibi. I h v i o 6 n o KaK B [1] npoGjieivia CBOHHTCJI B cjiynac -V IIOJIIOCOLS 
K peuiciiHK) CHCTCMbi IV jiMHCHHbix HcoITHOpoAHbix ypaBHCHHíí H B cjiyMac pírípBiBa Bzxo.ib pa'}peia 
K pcuJCíiVHO jiHHcřÍHoro HHTeprajibHoro ypaBucHwa. jTano p-BOJiHOBoe w d-BOJiHOBoc o6o6uic iu ie 
MapTeHOBoií (J)opMbi ypaBHenHH HoHeca M B o u r á . 
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