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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK 12 1962 c¢isLo 2

O ISTEJ TRIEDE ORIENTOVANYCH GRAFOV
JURAJ BOSAK. Bratislava

Predmetom prace bude vySetrovanie vlastnosti (v, v),,-grafov. Takto budeme na-
zyvat konecny orientovany® graf G, obsahujtci vrcholy v + v také, Ze G moZno
rozlozit na n: tahov** z vrchola v do vrchola v; to znamena, Z¢ G nema izolované
vrcholy a ze kazda hrana grafu G patri prave do jedného z tychto tahov. Bud( nas
zaujimat najmi otizky suvisiace s vyskytom cyklov a tzv. (u, v)-hran v (u, v),,-gro-
foch. Na ticto moZnosti upozornil Kotzig v [1], poznamka 15 na str. 62, a to pre
pripad ncoricntovanveh grafov. My budeme formulovat vysledky v reéi orientova-
nveh grafov, kde je situacia analogicka.

Veta 1. Nutad a postacujiica podmienka na to, aby suwisly™** orientovany graf G
hol (1, v),-orafom je, aby sa rozdiel poctu do vrcholu vehddzajicich a = tohoto vrcholu
cychddzajiicich hrdn rovnal

a) —m pre vrehol u;

b) - pre vichol v;

¢) O pre eSethy ostainé vicholy grafu G.

Dokaz Nutad podinienka jo zrejma. Aby sme dokdazali postacujiacu podmienku,
doplivme gral’ G m hranami, orientovanymi z v do u na rovnovazne oricntovany
aruf {2]. Tento, ako jo dobre zname, da sa roziozZif na cykly (bez spoioénych hran).
Preto povodny gral G imozno rozloZit na m fahov z w do v a pripadné cykly. Vzhla-
dom na savislost grafv G mazno tieto cykly postupiie pripojit k uvedenym in tahom,

v dostaneme ziadany rozklad grafu ¢ na m tahov z u do o.

Veta 20 ¥ (u, o) erafe G (n > 1) k fubovolndmu systénmi hranovo-disjuniktnych

whoe Ty, 750 0T, (LS k< m) - u do v existuje systém tahov Ty oy, ... T, = u

dovitak, Ze Ty Ty, ooy Ty, Ty oo oo, T, sut hranovo-disjunktné tahy = u do ».
Uvedeny systém tahov T, Ty, ... Ty Tyyos ..., T, 0bsahuje vi.tky hrany grafu

viedy @ len vtedy, ked graf G — {Ty, Ty, ..., T }**%% je sivisly.

# Pripusfame ,,viacndsobnc hrany aj slucky.
% Pod (ahom rozumieme vzdy kontinuitne orientovany (ah, ¢ize spojenic [6], neprechadzajice
siadnou hranou viac ne? raz.
; Slova ,suvisly graf, ,.,komponent* chapcime vzhladom na ncorientovany graf, ktory do-
staneme 7 G zruSenim orientacic vSetkych jecho hran.
sxsk Znakom G— (T, T, ..., T} oznaCujeme graf, ktory vznikne z grafu G vynechanim vsetkych
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Dékaz. Vrcholy u, v zrejme patria do toho ist¢cho komponentu grafu G — | T,
T,, ..., T;}. Tento komponent je podla vety | (i, v),_,-grafom. z Coho vyplyvaji
obe tvrdenia vety 2.

Veta 3. Ak po vynechani rovnovdzne orientcvancie grafu = (i, v),~grafi; G cznikne

suvisly graf G, je G, opdt (u, v),-~grafom. Lubovelny (i, v),-podgrat grafic G moZio

vytvorit uvedenym sposobom (vynechanim istéhio rovaovdzne orieniovendho grafu, = G.

"

Dokaz. Prva cast vety vyplyva bezprostredne z vety i. Pre dokaz druhého tvrde-
nia staci uvazit. 7zc ak vynechime z (u, v),~grafu jeho (v r),-podgraf. dostancin:
podla vety | rovnovazne orientovany graf.

Déosledok 1. Ak postupnim vynechdvanimn cyilov vricorime = (u. ), -crafii G
acvklicky [5] graf G, je G, opdt (v, v),-grafom.

Poznamlka. Na prikladoch mozno ukazat. Ze {. vetu 2 nemozno zovscobeenit
na vSetky orientované grafy, obsahujice a1 hranovo-disjunktnych tahov 7z vicholu u
do vrcholu v; 2. v désledku 1 vety 3 nemozno postupné vyncchavanic cyklov nu-
hradit vynechanim vsetkych hran, patriacich do nicktorého cyklu v G: 3. acyklichy
(u. v),-podgraf (u, v),~grafu nemusi byt jednoznaéne urceny.

Désledok 2. Kazdy (u, v),-podgraf (u, v),-grafu G obsahuje vsetky hrany grafu (.
nepatriace do Ziadneho cykiu v G.

Veta 4. Nech hrana h z (u, v),-grafu G patri do n. ale nie do viac réznych cyklor
Cy.C,,....C,v G (nepoZadujeme, aby tieto cykly boli hranovo-disjunkins . Acyklicky
(u, v),-podgraf grafu G, do ktorého patri hrana h, existuje vtedy a len ciedy. ked
existuje systém S hranovo-disjunktnych cyklov grafu G taky, Ze 1. hrana h nepatri
do Ziadneho = cyklov systéemu S; 2. kazdy z cyklov C,, C,. ..., C, md spelocnii aspoi
Jjednu hranu s niektorym cyklom zo systému S.

Dokaz. Ak existuje systém S uvedenych vlastnosti, po vynechani vietkych cykloy
systému S z grafu G vznikne isty graf G,, v ktorom hrana /i nepatri do Ziadncho
cyklu. Postupnym vynechavanim cyklov z grafu G, vznikne podla dosledku I vety 3
acyklicky graf poZadovanych viastnosti. Obratene, ak existuje acyklicky (uw. v),-
podgraf grafu G, obsahujaci hranu A, podla vety 3 ho mdzeme vytvorit vynechanim
ist¢ho rovnovazne orientovaného grafu z G. Cykly, na ktoré mozno rozlozit tento
rovnovazne orientovany graf, tvoria hladany systém S. Dokaz je vykonany.

Pre dalSie Gccely uvedieme tri definicie:

Nazvime (u, v)-mnozinami grafu G také mnoziny M hran konecného orientoya-
ného grafu G s vrcholmi u, v, pre ktoré plati: 1. kazdy tah z « do v obsahuje aspon
jednu hranu z M; 2. ku kazdej hrane z A existuje aspoil jeden tah z « do v neobsa-
hran tahov 7y, T,, ..., T, a izolovanych vrcholov, ktoré pripadne pri tomto postupe vzniknu.
V tomto zmysle hovorime i v dalSom texte o vynechavani podgrafov.
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hujici okrem tejto hrany ziadnu int hranu z M; 3. neexistuje v grafe G (u, v)-mnoZina
s mensim poctom prvkov (hrédn) nez ma mnozina M.

Hranu, ktord patri do nicktorej (u, v)-mnoZiny grafu G, nazvime (u, v)-hranou
arafut . Poznamenajme, ze pojem (u, v)-hrany je totozny s pojmom w-hrany, za-
vedenym v praci [3] (pozri femmu 7).

(i, v),mgraf nazvime normélaym, ak obsahuje aspon jednu (u, v)-mnoZinu s m hra-
rami (Potom, pravda, vsetky jeho (u, v)-mnoZiny pozostavaju z m hran.)

Veta 5. ¥ normdlnom (u, v),-grafe G hraaa h je (u, v)-hranou prdave vtedy, ked h
nepairi do Ziadneho evklu v grafe G.

Dokaz. t. Nech hrana h je (i, v)-hrana grafu . Potom /i patri do nicktore]
(1. v)-noziny M ografu G. KedZze G je normalny (u, v),-graf, M ma m prvkov
(hran). AK DQrana / patri do nejakého cyklu € grafu G, podla dosledku | vety 3
existuje (u. v),-podgraf G, grafu G, ktorého prvkom nie je ziadna hrana cyklu C.
Kazdy tah z v do ¢ v grafe G, musel by potom prechadzaf nicktorou z hran mno-
Ziny M, nepatriacou do C. Takychto hran je vSak menej nez m, Co je v spore s tym,
7¢ Gy je (u, v),,-graf.

2. Nech hrana /i nepatri do Ziadneho cyklu grafu G. Keby A nebola (u, v)-hranou
grafu G, existoval by v grafe G — & podla [3], veta 6 systém n2 hranovo-disjunktnych
tahov z v do v. Ak vynechame tieto tahy z grafu G, dostaneme podla nascj vety |
rovnovazne orientovany graf, ktory mozno rozlozit na cykly. Jeden z tychto cyklov
musi obsahovat aj hranu /A, ¢o je spor s predpokladom. Dokaz je vykonany.

Nech je teraz dany acyklicky (u, v),-graf G. Zavedme v mnozZine vrcholov grafu G
CiastoCné usporiadanie takto: a < b prave vtedy, ak a = b alebo ak v G existuje
tah z @ do b (porovnaj [4], str. [2). Nech je dalej 7' Iubovolny tah z u do v v grafe G
a nech je x Tubovolny vrchol grafu G rézny od u, oznacme znakom A(T, x) ti hranu
7 tahu T, pre kone¢ny vrchol y ktorej plati x < p, pricom Ziadny z predchadzajacich
vrcholov tahu 7 nema tato vlastnost. Struéne povedané, A(T, x) je t4 hrana tahu 7,
ktorej kone¢ny vrchol je ,,najmensim‘‘ vrcholom tahu 7 ,,nad* vrcholom x.

Veta 6. Nech je G acyklicky (u,v),-graf, ktory mozZno rozloZit na tahy T,
Ty..... T, nech je h lubovolnd hrana grafu G, x konecny vrchol hrany h. Potom hrany
Ty X)), Ty, X), .. (T, x) tvoria (1, v)-mnoZinu M grafu G, obsahujiicu hrami h.

Dokaz. Dokazeme, Ze mnozina M spliuje vsetky tri podmienky z definicic
(1, r)-mnoziny.

. Nech 7, je Tubovolny tah z u do v. Hrana /i(T,, x) patri do niektorého z tahov
systému T = {T,, T,, ..., T,,}. Nech je to napr. tah 7. Lahko vidime, Ze (T, x) =
= I(T;, x). V opatnom pripade pre pociatoény vrchol y hrany A(T,, x) by platilo
N =y, ¢o odporuje definicii symbolu (T, x). Preto T, 3 (T, x) = I(T;,x) € M,

t. ). tah T, obsahuje hranu A(T,, x) z M.
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2. Hranou A(T;, x), kde T, € T, prechadza tah 7;. a kedze tahy systému 7 su

navzajom hranovo-disjunktaé, 7; prechadza len tymto tahom systému 7.

3. Tretia vlastnost vyplyva opdt z toho, 7ze Ziadne dva rézne tahy systému 7
nemajt spolocnt hranu.

Dalcj ak he T, e T, potom h = (T,, x)e M.

Tym je dokaz vety skondeny.

Zaverom dakuiem A. Kotzigovi a K. Culikovi za ccang pripomienky Kk praci.
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ON CERIAIN CLASS OI' ORIENTED GRAPHS
Juraj Bosak
Summary

The paper deals with the finite oriented graphs (with vertices == v) decomposablic inte the
directed paths from the vertex « to the vertex v. Various subgraphs of such graphs are investizated.
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