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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 12, 2, 1962 

К ТЕОРИИ КАНТОРОВСКИХ Р А З Л О Ж Е Н И Й 
Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н Ы Х ЧИСЕЛ 

Т И Б О Р ШАЛАТ (ТГоог ЕаШ), Братислава 

Настоящая работа тесно примыкает к результатам работ [1], [2], [3], об­
общает и дополняет их. 

Пусть {^}Г=1 —последовательность натуральных чисел, больших единицы. 
Известно (см. [4], стр. 7), что всякое действительное число х е < 0 , 1) можно 
однозначно представить в виде 

, _ 2 _ _ . , 
* = 1 Я1Ч2--Чк 

где ек(х) — целые числа (к = 1, 2, 3, . . . ) ; 0 = ек(х) ^ ^к — 1 (к = 1, 2, 3, ...) 
и с̂ (.г) < цк— 1 для бесконечно многих к. Разложение (1) числа x называется 
канторовским разложением числа .т. Канторовские разложения действительных 
чисел являются естественным обобщением #-адических разложений, которые 
мы получим, если положим цк = # (к = 1, 2, 3, . . . ) . 

Если ]У ик — числовой ряд, то каждому числу х, представленному с по-
Л = 1 

мощью разложения (1), можно формально поставить в соответствие ряд 

00 

(2) X ек(х) ик • 
к=1 

Если ^ (</А — 1) | ик | <оо, то, очевидно, каждый из рядов (2) абсолютно 
Ь = 1 

сходится. 
Для дальнейшего введем еще следующее обозначение: интервалы 

(1) / \ _ _ 1 ± 1 1 _ 
\Ц\Чг •••</,. ' Ч\Ъг — Чп 

О = I = д^2 ... ^п — 1,1 — целое, будем называть интервалами я-ного порядка. 
Будем говорить, что интервал (3) относится к (конечной) последовательности 
е{, е2, ..., с„, если 

/ е^ е2 е„ 

+ —-- + ... + Ч.12~-Яп Ч\ ЧхЧг Ч\Ч2 — Яп 

(О _ 8,- _" ^^ — I, г,- — целое, / = 1,2,..., я). 
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Всех интервалов п-ного порядка имеется ^{, ^2, ...,<:/„, и они полностью 
покрывают интервал <0,1). Далее, очевидно, что все числа, принадлежащие 
интервалу (3) (который относится к последовательности ех, г2, ..., сп), имею! 
в своих канторовских разложениях (1) на первых п местах цифры е,, с2 «„. 

Следующие две теоремы являются расширением результатов Дж. Д. Хилла 
из работы [1] на кангоровские разложения. 

оо 

Тепрема 1. Пусть ]Г ик—ряд с действительными членами, пусть 
к --= 1 

^(с]к - \)\ик\ < + ос. 
/ с - 1 

Д//л каждого х е <(), 1), 

*=1 'МЬ •••</* 

(капторовское разложение числа х) положим 

Ф) = X е*(л") "л • 
А - 1 

Утверждение: Функция ср интегрируема в смысле Риманна на <0, 1> и 

</><Ьc = y Z ( g ќ - -)".; 

о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого /7 = 1, 2, 3, ... положим 

Ф, VЛ') = Xł;л(-X)WA-

Сразу видно, что для фиксированного /7 будет ц>п постоянной на каждом ишер-
вале /7-ного порядка и ограниченной на <0,1), а значит, интегрируемой в смысле 
Риманна на <0, 1>. Далее, простая оценка дает 

i </>„(*) - <p{x)! = j Z £k(x)uk I = Z w* - i) i ^ 

согласно условию георемы о 1 сюда следует, что последовательность \(рп(х)\' 
сходится равномерно к ср(х) на <0,1), значил, (р интегрируема (в смысле Римапа) 
на <0, 1>. 

Обозначим теперь через /̂  множество всех тех N е <0,1), коюрые имею! 
только конечные разложения (1), т. е. для которых с,.(лд = 0 для всех /с, начиная 
с некоторого. Очевидно, /? счетное множество, значит | Я \ = 0 (| М ! олш-
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чает меру Лебега множества М). Положим Т = <0,1>—I?. Если х е Т, х = 
г: 

= X Е/с(л)/(<71> а2> ••• #Д то канторовское разложение числа 1 — х будет 
* = i 

? k- 1 - Ф) 1 - .к = У 
* ^ 1 Ч\Я2~-Як 

и снова 1 — .V е Г, так что 

<р(*) + (р(\ - Л') = X (Цк - 1) I/, . 
к=1 

Отсюда получим 

І ф(x) dx + L ( l - x) d.v = £ fø. - 1) uк 

(налево имеем интегралы Лебега). 
Дальше достаточно уже только принять во внимание, что 

1 1 

(А) ф) Ах = (К) \ф) дх, ф - х) их = (К) \ф - х) их 
Т О Т о 

и установить, что при подстановке 1 —• х = I перейдет второй интеграл справа 
1 

в (А) в интеграл $ ср(х) их. 
о 

Тем самым доказательство теоремы закончено. 
Функции срп, определенные на <0, 1) соотношением 

п 

(4) (рп(х) = X Ф) ик 
к=\ 

(см. доказательство предыдущей теоремы), можно таким же способом ввести 
да 

и в том случае, если относительно сходимости ряда ]Г ик не делать никаких 

предположений. Поэтому во всей настоящей работе под (рп(х) понимается 
функция, определенная соотношением (4). 

В дальнейшем интервал <0,1) рассматривается как метрическое пространство 
с обычной эвклидовской метрикой (>(х, у) = \х—у \. 

да 
Теорема 2. Пусть ^ ик — бесконечный ряд с действительыими членами. 

* = 1 

Пусть 
ос 

^ (с1 к ~ 1 ) т а х ( м л , 0) = + со, 

/_ 
к = i 

V (qk - \)mm(uk, 0) = - c o . 
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Утверждение: Для всех .V е <0,1) за исключением точек множества первой 

категории справедливо 

(5) НттГфДл;) — — оо, Пт&ир с/)И(л*) = +оо. 
П -> 0 0 /1 - » СО 

Примечание. Условия теоремы, очевидно, выполнены, если ^ ик — не 
А. -•-- 1 

абсолютно сходящийся ряд. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть /? имеет тот же смысл, что и раньте, 

положим дальше Р= (0,1) — /?, и пусть д означает э в кл идо векую метрику. 

Метрическое пространство (Р, д) — второй категории в себе. Поскольку при 

фиксированном п все точки разрыва функции срп лежат в У?, то (рп непрерывна 

на Р (точно говоря, ее частная функция (ср„)Р непрерывна на Р). 

Для натурального К положим 

Л(К) = Е[х; х е />, <рп(х) й К п = 1, 2, 3, ...] 

Значит, А(К) — замкнуто в Р. Покажем, что А(К) — нигде неплотно в Р. 

Пусть 5"(*0' <5) (& > 0) — сферическая окрестность точки х0 е Р в Р. значит. 

54x0, <5) - 5(.т0, 8) п р, 5(л-0, 5) = (л-о — 5, .г0 + <$). 

Для достаточно большого к уже 5(л:0,<5) содержит некоторый интервал /с-ого 
порядка 4 . Пусть этот интервал относится к последовательности е,, с2* • •-, ьк: 
Ой^й 41— 1 (г = Ь 2 , ..., к). 
Положим 

С = г1и1 + ... + екик. 

Из условия теорема следует существование такого натурального л\ что 

(<7л + 1 — 1 ) т а х ( ^ + 1 , 0 ) + ... + (дк+х — 1) тах(мЛ + я, 0) > А*—С. 

Определим теперь числа еА. + /(7 = 1,2, ..., я) следующим образом: если 

т а х ( ^ + 1,0) = ик + 1 > 0, то гк + 1 = ^к + ^— 1, но если тахЦ. + 1. 0) = 0, то по­

лагаем 8Л+1- = 0, значит, 

(?* + » — 1 ) т а х ( ^ + / , 0 ) = ек + 1.ик + 1и = 1,2, . . . , * ) . 

Обозначим через 4 + , ТОТ интервал (А: + :?)-того порядка, который относится 
к последовательности 

г{, е 2, ..., еЛ, Е Л + 1 , ..., еЛ + 5, 

очевидно, 4 + , с /Л. Тогда /Л +,с:5(* 0 , 3), 1к + х п Р<=5'(х0чд) и для всякого 

Л' е /Л+, п Р будет 

(Рк+Хх) = е-н, + ... + еА.̂ . + еА+1мЛ + 1 + ... + *к + ,ик + н > К 



значит л"^ А(К). Отсюда получаем, что А(К)— нигде неплотно в Р. Положим 
теперь 

оо 

А = (] А(К). 
К= 1 

Тогда 

Л = Е[х; .хеР, Пт&ир(рп(х) < + оо] 
п —* оо 

и согласно раньше сказанному А есть множество первой категории в Р, значит, 

и первой категории в <0, 1). Точно так же можно усмотреть, что и 

В = Е\_х; хеР, \\т\п{срп(х) > — со] 
п -* <У_ 

есть множество первой категории в <0,1), и таким образом, также А и В и К 
первой категории в <0,1); из определений этих множеств следует, что для 
всякого .V е <0, 1) — (А и В и I?) справедливо (5). 

Тем самым доказательство теоремы закончено. 

В условиях теоремы 2 множество Н всех тех хе <0,1), для которых либо 
ПггнпТ срп(х) > — оо либо Нт$ир срп(х) < + оо, является множеством перзой 
П ~* X) п -* 00 

категории в <0,1). Известно (см. [5]), что существует тесная связь между мно­
жествами первой категории и нулевыми (в смысле меры Лебега) множествами, 
но притом известно, что не всякое множество первой категории — нулевое. 
И звестно даже (см. [6]), что интервал <0,1) является объединением двух множеств, 
из которых одно—первой категории в <0,1) и второе имеет хаусдорффовскию 
размерность 0 (и следовательно, оно нулевое). В связи с теоремой 2 возникает 
естественный вопрос об исследовании меры Лебега множества Н. Ответ на 

оо 

этот вопрос при условиях (для ряда ^ик) немного более сильных, чем условия 

теоремы 2, дает следующая теорема: 

Теоргма 3. (/) Пусть ]Г щ — ряд с действительными членами и пусть 
к = 1 

п 

Н т ы т ^ О ^ -\)ик= +оо. 
п -*• оо к=\ 

Утверждение: Для почти всех х е ( 0 , 1) справедливо 

Итьир срп(х) = + о о . 
п ~* аз 

00 

(/'/) Пусть ^ ик — ряд с действительными членами и пусть 
к = 1 

п 

Н т т Г ] [ ( ^ - \)ик = - о о . 
п -* оо к = 1 
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Утверждение: Для почти всех хе <0. 1) справедливо 

\\т'т$(рп(х) = - о с . 

ПО 

Следствие. V Пусть для ряда % ик имеют место оба условия теоремы 
/с = 1 

(3): (/) и (//'); пусть Н означает множество всех тех л: е <0,1), для которых либо 
ИтЫ срп(х) > —- оо, либо Мт&ир срп(х) < + со, тогда Н есть нулевое мно-

п -+ оо п -* У 

жество первой категории. 

2. Если специально положить ^к = 2(к = V 2, 3, . . .), то получится следующий 

результат, дополняющий результаты работы [1]: Пусть ^ ик колеблется 
к= \ 

между —со и оо. Пусть М означает множество всех тех .у е*(0, 1), л* = ^ г„(л) 2 " 
к= 1 

(диадическое разложение числа л\ содержащее бесконечно много цифр с„(.у) Ф 1), 

для которых либо 
п 

птптГ^Г ск(х)ик > —со, 
п -* г, к ~ 1 

либо 
п 

Нтаир ]Г ск(х) ик < + со, 
и -» V к = 1 

гогда М есть нулевое множество первой категории. 
В дальнейшем | М \с означает внешнюю меру Лебега множества М. 
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 3, покажем некоторые 

основные свойства однородных множеств (см. [7]). 

Под однородным множеством Н интервала <0,1) мы понимаем такое под­
множество этого интервала, плотность которого в каждом интерзале / с (0, 1) 
постоянна (не зависит от /), причем под плотностью множества Н в интервале / 
п о н и м ает ся ч и ел о 

I - I 

Известно (см. [7]), что каждое однородное и измеримое в интервале О. 1) 
множество имеет либо меру 0 либо меру 1. 

Для доказательства теоремы 3 нам понадобится следующая вспомогательная 
1еорема, которая является, собственно говоря, критерием однородности мно­
жеств в <0, 1). 

Введем еще такое обозначение: через /,, будем обозначать систему все\ 
интервалов //-ною порядка. Интервалы п-ного порядка будем обозначать 
через /';, 0 = /с = ^x^1 ... ^п — 1. Значит, /„ = (/*}, к = 0, 1. 2 (1^2 ... ^п 

- 1. 
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. 1(чима 1. Пусть В — измеримое подмножество интервала <0, 1). Пусть 
для каждого п = 1, 2, 3 ... имеет место следующее предложение: Если А, 
к' — два произвольных числа последовательности 

О, 1 , 2 , . . ., < 7 1 - 7 2 . - . 0 й — 1-

15 п ,•; | = | в п /Г |. 

Утверждение: Множество В однородно в <0, 1) ^/, следовательно, его мера — 

./м)<9 О либо \). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Положим 

" 1*1 
А = 0, 1,2, ..., г/^/2...^— 1. 

Из очевидного соотношения 

Чи]2 '" Чп~ 1 

В = и (Ип /*) 
к = 0 

если принять во внимание, что гк для фиксированного п попарно непере-
сскаются, получим 

Ц\Ч1 ••' Чп- 1 Ч\Ч2 " ' Чп~ 1 

| Й | = X \втп\ = о„ Е | '"* | = -о-1 <о,1) | = о„. 
Л = 0 & = 0 

Досгаючпо показать, что для каждого интервала /с=<0, 1) будет 

\Вп1 

í 
\B\. 

Пусч ь у. и \\ соответственно левая и правая концевые точки интервала /, пусть 

никакое из чисел а, /? не совпадает с какой-либо из концевых точек интервала 

<0, 1). Пусть с > 0, выберем натуральное п таким образом, чтобы 

1 е 

(\хц2-.-с\п 2 

Покроем весь интервал <0, I) интервалами /?-ного порядка, и будем считать, 
чю // мы выбрали уже таким большим, что имеет место (а) и хогя бы один 
шпервал /7-ного порядка содержится в I. Пусть /* (к = / + V 1 + 2, ..., 1 + .у) -
все га кис интервалы /7-но го порядка, которые содержатся в /. Тогда, очевидно, 

/ 4 х / Ь V + 1 

(/о и /; <= I <= и '•;; • 
* = Л - 1 А • = / 
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Отсюда сразу же получаем 

;* I < o * o ś | I | - ' £ I^I = Z <«, 
1 ' Л=H-I ' qtfi — Qn 

l + S+í -J 

0= I | / я | - | / | < 2 — - < - . 
/. = .' ЧíЧ2 •" Чn 

Дальше, из (Р) следует 

U ( ß n Q c ß n / c U (ßni„) 
l = / + 1 k --1 

и отсюда согласно раньше сказанному 

\в\ I К1 = I |вп;:|^|Вп/|^ / +2:+ 1 |Вп,1;| = |в!. '1+ 1 |;;; |. 
к = I + 1 /с = / + 1 /с = / А: = / 

Если теперь воспользоваться (у), то получим 

\в\1Ч^< | Б п / | < | Д | - 1 Л ± 1 . 
I | | / | = | / | = | I | / | 

Так как е было произвольным (>0), го наше утверждение получается немед­
ленно. Заметим еще, что если бы (одна или обе) концевая точка I совпадала 
с концевой точкой <0, 1), то наше доказательство проводилось бы аналогично. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Достаточно, очевидно., ограничиться дока­
зательством части (1). 

Пусть (1) — канторовское разложение числа л\ пусть (рп(х) и Я имеют то. же 

смысл, что и раньше. 

Покажем сначала, что множество 

Нг = Е[х; хе<0,1) - Я, Пт$ир <рп(х) < -4-со] 
л -* 00 

измеримо и однородно в <0, 1). Измеримость Н1 следует из того, что функ­
ции срп (п = 1, 2, 3, ...) кусочно-непрерывны в <0, 1). 

Покажем, что Нх — однородно в <0, 1). Нусть /„", /,| — два интервала и-ного 
порядка, пусть г1

п относится к последовательности 

е1, е 2 , . . . , гп. 

и /,, относится к последовательности 

е. , е2 , ..., ЕП. 

Сразу видно, что Нх п рп получится из Нх п //, путем сдвига на расстояние 

; - V ^ ~ г ; 

г=\Ч\Й2 •••<?. ' 
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шачит, | Нх п /,',' | = | Н{ п /__ | , откуда по лемме 1 следует | Нх \ = 0 или | Я х | = 1. 
Следовательно, достаточно показать, что не может быть \ Н1\ = 1. 

Бу; ем доказывать от противного: пусть \ Нх\ = 1. Положим 

//; = и, п /о, у ) . У/. = Я, п <Т, 1V 

Гоыа, очевидно, | И[ \ = \ Н[ | = 1/2. Построим отображение/(.г) = 1-—х мно­
жества /У/ в < 1/2,1). Положим/(Я/) = Н"(. Очевидно, \Н'1\ = 1/2 и поэтому 
П'[ п /77 + О. Следовательно, существует такое у, что у е Н'( п Я'/', у = /(х°) = 
= 1 л°. Тем самым мы доказали существование такого числа л°, .т° е <0, 1), 
ч.о одновременно оба числа х° и 1 —.г° принадлежат Я. . Если теперь 

•У / О V 

.о = х - ЙА (_::_)_.__ 

* = 1 -71*72 ••• ^ 

ее I ь кан) оровское разложение числа х°(8к(х°) < с}к — I для бесконечно многих А% 

«*. . акже еА(.\"°) > 0 для бесконечно многих А, поскольку х° ф /\), то сразу видно, 

чю канторовским разложением числа 1 —х° будет 

1 _ <> = ^ _уА^*°1 == у 11к " ! ~" е^х°) 
к=\ Ч I С12 • • • О'Л Л*-Л Я \а2 • • • 4/: 

Значи I, 

(6) «уф"0) = X ф ° ) Ик . <р„( 1 - .V0) = X («У* - 1 - <ф°)) «.* . 
* = 1 * = 1 

Так как .у0, 1 — .\-°е Я, , то получаем 

|;тм!р((/у/)(л°) + (/V 1 - x0)) ^ 1ппмф (рп{х°) + й т м ф ^ д ! - х°) < + х . 
/I > / / ] > .'• /1 - > / 

Однако, с другой сюроны, из (6) согласно условию гсоремы получаем 

Птаир^Дл ) + срп(\ - N )) = 1нпм.р У (с/А - 1)1/А = +оо. 
/г- , к-* / к - 1 

Мы пришли к противоречию, следовательно, необходимо должно быть 

: //, ; = 0. 
Таким же способом можно доказать и следующую теорему: 

Тгор^мп г\. Пусть Г̂ ик — ряд с действительными членами, пусть ряд 
к'^\ 

__̂  (с/к - - I) ик расходится. 

Утверждение: Дяя почти всех х е <(0, 1), 

Ф) = I ft=l glg2-.-í//< 

осскоиечиый ряд _>_ еА(.\) % расходится. 
/ с = 1 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем двигаться быстрее. Тем же способом, ч т и в до­

казательстве предыдущей теоремы, установим, что множество Е всех .еч 
-/> 

х е <(), \) К, для которых ряд ]Г 8к(.х)ик сходится, измеримо и имеем меру О 
к-Л 

или 1. Если бы \Е\ = 1. мы обнаружили бы, что сущее 1в\е! число л' ! 1акое. 

что д-° и 1 — .V0 принадлежат Е. Из соотношения 

</>/.(* °) + <Р„( 1 - л- ) =-= У ((/• - !) //., 
к= 1 

получим сразу же противоречие (лезая сторона имеем для // --> х конечны:! 

предел, что противоречит предположенной расходимости ряда У (ак !)'!/,)• 
к "- 1 

Следовательно, должно быть \ Е\ = 0. 

Примечание. Теоремы 3 и 4 можно считать обобщением известного фаю,т. 

согласно которому почти все (в некотором смысле, определенном на основ 

г. наз. дуальных значений множеств натуральных чисел) частичные ряды 

расходящегося ряда расходятся. 

Примечание, а) В некоторых частных случаях можно определенным способом 

охарактеризовать множество Е из предыдущей теоремы. Так, например (см. [8]). 

если 

^ и„ = + оо; иг > и2 > ...> ип> .... ип-*0 
/ 1 = 1 

и последовательность {«у.,}Г ограничена, то необходимое условие для гою, 

чтобы .V е Е, такового: 

(7) ПттГ - "--- = 0, 
п->у., П 

где 5л(л-) = ^ ек(х). 
к=1 

Э Т О условие имеет следующий наглядный смысл: В последовательное! и 

{ск(х)}к=1 не должно содержаться „слишком много 4 4 ненулевых членов. Дело 

в том, что если при фиксированном хе <0, I) обозначить через Ах множество 

всех тех натуральных чисел /г, для которых ек(х) ф 0, то для числа Ах(п) элемен­

тов множества Ах, которые не превышают //, получаем путем тривиальной 

оценки Ах(п) ^ 8п(х), а из (7) следует 

111111111 = 0, 

т. е. нижняя асимптотическая плотность множества Ах нулевая, 

б) Если ип > 0 (п = 1, 2, 3, . . . ) , ип -> 0 и 

u, > u, > . . . > un > .. 
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(опюсигелыю сходимости ^ ип ничего не предполагается) и если {^}[ 
к = 1 

произвольная последовательность натуральных чисел больших единицы, го 

необходимое условие для того, чтобы .уе /Т, таково: 

5„(А-)= I ч(х)-=о(-1-
к=\ \ Ып 

(см. [8]). 
' ) ю условие не достаточное для того, чтобы х е Е. В самом д.сяс, если 

положи п> ип —- 1//7 (/? = I, 2, 3, . . . ) , с/к = /» -ь 1 (к = 1, 2, ...) и выбрать х = 

- X ;:/Дл")/(А' + ! ) ! гак, что ел(.\-) = 1, если А — простое число и <г (̂.\") = О 
к 1 

в остальных случаях, го ^п(,т) = л(п) (л(х) значит число простых чисел меньших 

пли равных Л), Л'.ДЛ') = О(п) = 0(\/и„) и притом 

I Ф) "к = I 7>" ^ х 

(\^\/р означае'1 ряд обратных величин простых чисел). 
р 

Можно показать, что достаточным условием для того, чтобы х е Е, буде1 

в )гом случае: для некоторого а > 0 (а не зависит от п) 

S„(.v) = 0- ' 
1 - ; < 

В работе [2] доказал П. Туран (тригонометрическим методом, основанным 
на известной теореме Кантора-Лебега из теории тригонометрических рядоз), 

00 

что если {^}Г имеет тот же смысл, что и раньше и ^ \|^к < со, то для почти 
У с = 1 

х 

всех .у е <0, 1) ряд ]Г 8к{x)/^к расходится. 
/ с = 1 

В работе [3] Рени дал более общее утверждение (вероятностными мето-
оо 

дами), что если для некоторого а _• 0 ряд ^ \!^1 расходится, то для почти 
/ < = 1 

всех л: е <0, I) ряд 

y '*(* 
L 0L + 

* = i ąk 

k\ 
i 

расходится. 

Оба эгих результата мы получили как частный случай теоремы 4, если 

положить ик = \/цк и ик = \/^^+с^ соответственно (А = 1, 2, 3, . . . ) . 
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4 he paper >' closeh reiaied to ili: pacers [1], [2'j, j *] an.I n a compielion and generaii/aii 
live formers. 

The main resuits are contained in the following theorems (Theorem 3 and 4). 

Theorem. Let 2L uk be a series v/ith real members ami let ! a / v l ^ i be a sequence oli nau: 
k -• 1 

unbers which are greater or equal u> 2. Let li.ninf ^ (c/k —- 1) //. — • . limsup 1 iq, 1 ) // 

Then for almost ah .v c 0,1 , .\ 1 i. (\ //(a. 7-, ... ,7̂ ) (the Cantor's espansi'cn of :•.). the 
k - 1 

foiiowing is OTIC 
n n 

liminf 2- rk(.x) u;, — — X , limsup V } ,(x) in. = -J- y_. 
n - » / k - 1 '" n - / A =--- 1 

T h e o r e m . Let 1 uA be a series with real numbers and let \qk\'k^\ has the same meaning as in 
k - 1 

the prcceeding theorem. Let the scries 1 (qk— \)uk be divergent. 
k = i 

O f 

Then for almost all xe 0,1), .v H 8k(x)j(q{q1 ... qk) the infinite series 1 ck(x) uk is divergent. 
fc = 1 " k = 1 
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