Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Stefan Schwarz
Maximaélne ideéaly a Struktira pologrip

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 3 (1953), No. 1-2, 17--39

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126833

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1953

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126833
http://project.dml.cz

MAXIMALNE IDEALY
ASTRUKTURA POLOGRUP

S. SCHWARZ, Bratislava

Pod pologrupou rozumieme nepriazdnu mnoZinu elementov S = {a, b,
c. ...}, medzi ktorymi je definované nasobenie spliiujice tieto axiomy:
1. Ku kaidej dvojici elementov a, b € S existuje taky jediny element ¢,
Ze je a b = c. Element ¢ nazyvame sGéinom elementov a, b v tomto poradi.

2. Plati asociativny zdkon: (a b)e = a (b ¢).

Pologrupa je teda zovSeobecnenim dnes uZ klasického pojmu grupy,
ktory sa ukazal byt zdkladnym matematickym pojmom.

Systematické $tadium pologrip si vyZiadaly jednak potreby abstraktnej
algebry, jednak vSak aj inych matematickych disciplin, najmé funkcional-
nej analyzy. Toto je pomerne mlady odbor matematiky, ktory — ako sa
zda — zostane aj niekolko dalsich desatroéi stredom zaujmu matematikov.
Treba poznamenaf, Ze metédy funkcionalnej analyzy nasly v modernej
fyzike a v rade technickych disciplin cely rad aplikacif, pretoZe ide o zo-
vSeobecnenie a spresnenie celych komplexov otazok klasickej matema-
tickej analyzy.

V tejto praci budeme Studovat vlastnosti pologrip s hladiska alge-
braického .

Pojem pologrupy sa objavil v roznych matematickych disciplinach uZ
davnejsie. Zadiatok skutoéne systematického Stadia tedrie pologrip s al-
gebraického hladiska pochadza od sovietskeho matematika Sudkeviéa
(A. K. Cyuxesnu). (Soznam jeho prac z tohto odboru pozri v autorovom
referate [1], str. 112—113.) Dal$imi cennymi prispevkami tedriu obohatili
Rees a Clifford. (Soznam vsetkych ich prac z tohto odboru pozri
v autorovej praci [4], str. 300—301.)

V poslednej dobe sa §tiidiom pologrip velmi intenzivne zaobera lenin-
gradsky matematik E. S.L ja pin (E. C. JIanun). V pracach [1] — [5] za-
viedol cely rad novych velmi osoZnych pojmov. Pod jeho vplyvom bol
vypracovany rad dalsich prac mladsich sovietskych autorov, z ktorych
¢ast eSte nebola publikovana. O ich existencii viem iba zo zpravy z konfe-
rencie o algebre a tedrii éisel uverejnenej v &asopise Uspechi malemati-
éeskich nauk (Ycnexu MaTeMaTHMYeCKMX HayK).
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PredloZena praca — ako to v dalSom eSte vyloZime — nadvézuje na
poslednid autorovu pracu [6] a na prave vysla pracu sovietskeho matema-
tika N. N. Vorobjeva (H. H. Bopo6nes).

Poznédmka. V praci budeme uzivat toto oznacenic. Symbol Ac B
znat¢i (na rozdiel od symbolu A € B), Ze A je vlasinou podmnozinou B.
Stucet dvoch mnozZin A, B budeme oznacéovat znakom {4, B} alebo zna-
kom A + B. Rovnaky vyznam méa symbol X'A,. Symbol A4 — B znaci
rozdiel mnozZin A, B. Znak @ zna¢i prazdnu mnoZinu. Znak [a] bude znadif
hlavny obojstranny ideal vytvoreny elementom a. Znak [0] znaéi nulovy
ideal. Vyznam symbolu S/M vyloZime neskdr. Ostatné oznadenia maju
obvykly v¥znam.

1.

Pripomenieme najprv niektoré jednoduché fakty; ich podrobné dokazy
najde ¢itatel napr. v autorovej praci [2].

Nepriazdnu podmnoZinu [ €& S nazyvame avym idealom z S, ak
v smysle obvyklého nasobenia komplexovje SIS l.Pravymidealom
nazyvame podmnoZinu r € S, pre ktoru platir S €Sr.Obojstrannym
idealom nazyvame mnoZinu, ktora je siéasne pravym aj Favym idedlom.

MnozZinovy sacéet dvoch lavych (pravych, obojstrannych) idealov je lavy
(pravy, obojstranny) ideal. Podobne prenik dvoch Tavych (pravych, oboj-
stranych) idealov (ak je tento neprazdny) je idealom rovnakého druhu.

Pologrupa moZe (ale nemusi) obsahovat element z tej vlastnosti, Ze pre
kaidé €S je zr = xz = z. Taky element nazyvame nulovym ele-
m e n t o m pologrupy. Existuje najviac jeden. Bez obav z nedorozumenia
budeme nulovy element v dalSom oznadovat znakom 0.

Cela pologrupa a nulovy idedl (ak taky jestvuje) st prikladmi obojstran-
nych idealov.

Lavy (pravy) ideal pologrupy sa nazyvaminima ln y m Favym (pra-
vym) idedlom z S, ak neobsahuje vlastnii podmnoZinu, ktora je sama Favym
(pravym) idedlom z S. Pologrupa nemusi prirodzene obsahovat minimalne
Tavé (pravé) idealy. Lahko sa dokaZe:

a) Prenik dvoch réznych Tavych (pravych) minimilnych idealov je
prazdny.

b) Pologrupa méa najviac jeden minimalny obojstranny ideal n. Mno-
Zina n je potom podmnozZinou kaZdého obojstranncho idedlu z S a da sa
definovat tiez ako prenik vSetkych obojstrannych idedlov z S. Casto sa
nazyva Sufkevicovym jadrom.

Ak ma pologrupa nulovy element O, st vety a), b) — pravda — trividlne.
Nulovy ideéal [0] je potom totiZ jedinym Tavym (pravym, obojstrannym)
minimalnym ideadlom. V tomto pripade je vyhodné rozumict pod mi-
nimalnym idedlom (podobne ako v teorii okruhov) taky ideal, ktory okrem
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nulového idealu neobsahuje v sebe Ziaden iny vlastny podideal rovna-
kého druhu. Potom platia tieto vety:

a) Dva rozne minimalne lavé (pravé) idealy maja za prenik nulovy
ideal [0].

b) Pologrupa mdéze mat viac (i nekoneéne mnoho) minimalnych oboj-
slrannych idedlov.

Na celkom jednoduchom priklade sa v8ak moZno presved¢if, Ze mini-
mdilny obojstranny ideal n nemusi existovat. Nech je napr. S = {1,2,3. ..}
pologrupa celych kladnych ¢isel, priCom nésobenim rozumejme obycajné
nasobenie ¢isel. Potom postupnost (obojstrannych) idealov

2,4,6,8,...35{4,8,12,...}5(8,16,24, ...} > ...

ma zrejme prazdny prenik. Teda Suskeviéovo jadro neexistuje.

Hlavnym lavym idedlom vytvorenym elementom a volame
idedl l = {a,Sa). Hlavnym pravym idedalom vytvorenym ele-
mentom a volame pravy ideidl r = {a,aS}. Hlavnym obojstran-
nym idealom vytvorenym elementom a volame idedl m = [a] =
= {a, aS, Sa, SaS}). Obccne s prirodzene idealy [, r, m navzijom rozne.

Pologrupa moZe mat najviac jeden jednotkovy element, t. j.
element ¢ € §, ktory pre kaidé z € S spliiuje rovnicu ex = x-e = x»
Hlavny ideal (favy, pravy, obojstranny) vytvoreny elementom e je zrejme
cela pologrupa S.

Pologrupa mézZe mat aj viac (aj nekoneéne mnoho) Tavych jednotiek,
t. j. elementov e, € S, ktoré pre kazdé = € S spliiuja vzfah ¢;x = z. Po-
dobne mdZe existovat viac (aj nekoneéne mnoho) pravych jednotiek, t. j.
elementov ¢, € S, ktoré pre kaidé x € S spliiuji rovnicu xe, = z. Lavy
ideal vytvoreny pravou jednotkou e, je zrejme celd pologrupa. (Je totiZ
{e,, Se,) = {e,, S} = S.) Podobne pravy ideal vytvoreny lavou jednotkou
je cela pologrupa S.

2.

Prejdime teraz k niektorym dalSim $pecialnej$im pojmom, ktorych Stu-
dium bude tvorit bezprostredny obsah tejto prace.

Definicia 2,1. Idedl (Tavy, pravy, obojsiranny) pologrupy S nazijvame
mazximdlnym idedlom pologrupy S, ak sa nerovnd celej pologrupe S, ale nie
je vlastnou podmnofinou Ziadneho iného idedlu rovnakého druhu.

Pologrupa méZe mat viac maximalnych (Tavych, pravych, obojstran-
nych) idealov. Na nasledujacich prikladoch poukéZeme na niektoré okol-
nosti. ktoré sa pritom moéZu vyskytnit.

Priklad 2,1. Nech S je pologrupa ¢&isel S =4{0,1,2, ...,5}. Néaso-
benim rozumejme nésobenie ¢isel (mod 6). Hlavné idealy su:

(0], (1] =[5] = §, [2] = [4] =(0,2. 4}, [3] = {0, 3}.



Jediny existujici maximalny ideal je m = [2] + [3] = {0, 2, 3, 4). Ele-
menty 1 a 5 nie si v maximalnom obojstrannom ideale. Z prikladu vidiet,
Ze nie kazda pologrupu moZno pokryt maximalnymi idealmi.

Priklad 2,2. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi sa éisla S = {0,
2, 4, 6,8} a nasobenim rozumieme nasobenie (mod 12). Existuji dva ma-
ximalne (obojstranné) idealy m, = {0, 2, 4,8} a my, = {0, 4, 6, 8}. Ich mno-
Zinovym siétom je celd pologrupa: {m,, m,} = S.

Priklad 2,3. Nech S je pologrupa &isel S ={0,1, ..., 4}, kde pod
nasobenim rozumieme nasobenie (mod 5). Je zrejmé, Ze existuje jediny
ideal rézny od S, totiz [0]. Teda aj nulovy idedl modze byt maximalnym.

Priklad 2,4. Nech S = {0, q,, a,, a3} je pologrupa s touto multipli-
kaénou tabulkou:

1 0 a, a, ag
0 0 0 0 0
a 0 a, a, 0
a, 0 a, a, 0
as 0 0 0 as

Lahko sa presvedé&ime, Ze je to skutolne pologrupa (t. j. asociativny
zakon je splneny). Maximalne favé idealy su: L, = {0, q,, a,}, L, = {0, q,,
ag), Ly = {0, a,, a,}. Maximalne pravé idealy sa R, = {0, a,, a,}, R, = {0, a,).
Tieto st totoZné s maximalnymi obojstrannymi idealmi M,, M,. Pri tomto
priklade je L, o R,, okrem toho L, = M, = R,, M, = R,.

Z toho vidiet, Ze sa moézZe stat, Ze maximalny obojstranny ideal je vlastnou
podmnozinou nejakého SirSicho maximalneho lavého idedlu rézného od S.
Dalej vidiet, Ze sa moze stat, Ze maximalny pravy ideal je podmnoZinou
nejakého maximalneho lavého idealu (alebo naopak). (Nemodze sa viak
stat, aby nejaky maximalny lavy ideal bol vlastnou podmnozinou nejakého
§irSiecho maximalneho obojstranného idealu).

Hlavnym cielom tejto prace je vysetrit Struktiru mnozin S —L, S — R,
S —M, kde L, R, M st maximalne Iavé, pravé a obojstranné idealy polo-
grupy S. Ako uvidime, tato Struktara je za vhodnych predpokladov ne-
obydajne zaujimava.

Touto otdzkou som sa zaoberal v praci [5]. Medzitym uverejnil Vor o b-
jev pracu [1], v ktorej st uvedené bez dokazu niektoré vety, ktoré sa
tykaju toho istého predmetu. Vorobjev uZivdi niektoré vysledky
Greenovej prace [1]. V predloZenej praci sa mi okrem iného podarile
dokazat zidkladné Vorobjevove vety (najmé vety 5, 6, 7) za podstatne
slabsich predpokladov, pri¢om som sa mohol vhodnymi obratmi vyhnut
vObec znalosti inak cennych Greenovych vysledkov.

Z tedrie grup je zname, Ze mozZnost dokazu celého radu viet je umozZnena
istymi predpokladmi minimality pre podgrupy [najmé norméalne podgrupy]
danej grupy. Analogickd tilohu hra v teérii pologrip podmienka minimality
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pre idealy. Hovorime, Ze pologrupa S spliiuje podmienku minim a-
lity pre lavé idealy, ak plati toto: kaida mnoZina U Favych idealov z S
obsahuje aspoii jeden minimalny ideal, t. j. taky ideél, ktory neobsahuje
v sebe Ziaden iny ideal z mnoZiny . Je zndme, Ze tato podmienka je ekvi-
valentnd podmienke: kazda postupnost Tavych idealov z S tvaru |, o [,
D lyo ... ma len koneény podet elementov.

Green a Vorobjev §tuduja pologrupy, v ktorych je splnena pod-
mienka minimality pre Tavé hlavné idealy. Také pologrupy Vorobjev
vola L-pologrupami.

UkazZeme, Ze pre dokaz radu viet uvedenych v tejto praci vystadime so
slab8imi predpokladmi. Budeme Ziadat iba to, aby ista diferenéna polo-
grupa mala aspori jeden minimalny avy ideal. To je podmienka podstatne
vieobecnejsia, ktort spliiuje prirodzene kazda L-pologrupa. Podobna pod-
mienku pouZil k §tudiu pologrip prvy raz Clifford v praci[2] a po-
tom niekolko raz autor v inej suvislosti v pracach [3] a [4].

3.

V tomto odseku uvedieme rad viet, ktoré budeme v dalSom potrebovat.
Nebudeme ich vSetky odvodzovat, pretoZe ide zéasti o vety, ktoré mozno
najst dokazané v citovanej literature. Zéasti ich nasiel Ctifford v pra-
cach [1] — [3] a zlasti autor v pracach [2] — [4]. Podstatnym je pritom
existencia aspon jedného minimalneho idealu.

Budeme musiet rozoznavat pologrupy s nulou a pologrupy bez nuly.
Ako sme uZ spomenuli, pod minimalnym ideadlom pologrupy s nulou bu-
deme rozumiet ideal, ktory okrem nulového idedlu neobsahuje v sebe
ziaden iny vlastny podideal rovnakého druhu.

Veta 3,1. Nech S je pologrupa bez nuly. Nech L je minimdlny lavy idedl
z S. Nech ¢ je lubovolny element, ¢ € S. Potom Lc je opdl minimdlnym Favym
idedlom z S.

D 6 k az. Pozri napr. Schwarz [3], veta 1,1.

Veta 3,2. Nech S je pologrupa s nulou. Nech L je minimdlny lavy idedl
z S. Nech ¢ je lubovolny element, ¢ € S. Potom je L ¢ = [0], alebo je L ¢ mini-
mdlnym lavgm idedlom z S.

Ddkaz. Pozri Clifford [2], lemma 2,1, alebo Schwarz [4],
veta 1,4.

Veta 3,3. Nech S je pologrupa bez nuly, kiord md aspori jeden minimdlny
favy idedl L. Polom N = LS je jedingm existujacim minimdlnym obojstran-
ngm idedlom pologrupy S.

Do kaz. Vid napr. Schwarz [3], veta 1,2.

Veta 3,4. Nech S je pologrupa s nulou, kiord md minimdlny Favyj idedl L,
pre kiory plati L? =+ [0]. Potom N = LS je jedngm z minimdlnych oboj-
strannygch idedlov z S, pre kiory plati N* + [0].
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Dokaz Pozri Clifford [3], veta 2,1 alebo Schwarz [4], od-
sek 4.

Vzhladom na vety 3,1 a 3,2 obojstranny ideal IV z viet 3,3 a 3,4 je teda
suttom minimalnych lavych idealov z S.

Def.nicia 3,1. Pologrupu S nazjvame zlava jednoduchou, ak rovnicu
xa = b md riesenie x € S, a lo pre kaZdu dvojicu a,b € S.

Inymi slovami: zlava jednoducha pologrupa je taka, u ktorej pre kazdé
a €S je Sa = S. Teda zlava jednoducha pologrupa je taka, v ktorej ne-
existuje Ziadny lavy ideal # S.

Definicia 3,2. Pologrupu S nazgvame zprava jednoduchou, ak rovnica
axr = b md rieSenie x € S, a to pre kaZdé a, b € S.

Z elementov axiomatiky grup plynie, Ze zlava a sidasne zprava jedno-
duché pologrupa je grupou.

Vety 3,5—3,8 daju nickolko prikladov zlava jednoduchych pologrip.

Veta 3,5. Nech S je pologrupa bez nuly, L jej minimdlny lavy idedl. Po-
tom L je zlava jednoduchd pologrupa.

D 6 kaz. Nech jea€L.Podla vety 3,1 je La minimalnym lavym idea-
lom. Je vSak La S L -L = L?* S L. KedZe je L minimalnym lTavym idea-
lom, je La =L, ¢ b. t. d.

Veta 3,6. Nech S je pologrupa s nulou, L jej minimdlny lavy idedl, pre
kiory plati L* =+ [0]. Polom mo#no pisal:

L=P+0Q,PnQ =4, P?={0),
kde Q je zlava jednoduchd pologrupa.

D 6 k a z. Nech je a T'ubovolny element, a € L. Potom je podla vety 3.2
bud La = [0], alebo La = L.

Ozna¢me znakom Q mnoZinu vsetkych b € L, pre ktoré plati Lb = L.
O je pologrupa. Lebo ak je b, €0, b, € Q, je tiez Lbb, = Lb, = L. t. ]
bb, € 0.

Znakom P ozna¢me dalej mnoZinu v8etkych ¢ € L, pre ktoré je Le = {0}.
Pje pologrupa lebo ¢, € P, ¢, € Pimplikuje Leyc, == 0-¢, =0, t.j.¢;c, € P,
Zrejme je LP == {0}, tym skor P? = {0}. MnoZina P je vidy neprazdna, lebo
do nej patri asponi 0lemont 0. MnoZina Q je tieZ neprizdna, lcbo keby pre
kaZdy element a € L platilo La = [0], bolo by tie7 L - Ea = [0]. t. . L? =

= [0], ¢o je spor s predpokladom.

Mozno teda vidy pisat: L =P 4+ Q, PnQ = 0.

Zvolme teraz Tubovolny element a € Q. Podla definicie mnoZiny O je

La =L,
(P+0)a—P+0.
Pa 4 Qa =P + Q. (")
Kedze je Q pologrupou, je Qa € Q. Dalej tvedim, %e je Pa S P. Kazdy
clement o € Paje totiZ tvaruz = c¢;a,¢, € P. Tedaje Lo = Le;a = 0 -a = 0.
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t. j. plati € P a teda Pa € P. KedZe v rovnici (*) sua s¢itanci napravo dis-
junktné, je nutne Pa = P, Qa = Q.

Uvedme vyslovne eSte tento dosledok vety 3,6:

Dosledok: Nech st splnené predpoklady vety 3,6. Potom L — {0} je zlava
jednoduchou pologrupou viedy a len viedy, ak L nemd nulovych delitefov + 0.

Pologrupa s nulou nemdZe byt zrejme nikdy zlava jednoduchou. Zato
viak ako dosledok vety 3,6 dokaZeme tato vetu, ktoria budeme neskor
¢asto pouzivat:

Veta 3,7. Nech S je pologrupa s nulou, klord md viac ako dva elementy.
Nech S nemd Ziaden lavy idedl =+ od [0] a S. Potom je S — {0} zl'ava jedno-
duchou pologrupou.

D 6 k a z. Vzhladom na predpoklad je S samo jedinym minimilnym
Favym idedalom z S. Podla vety 3,6 je teda moZny rozklad tvaru

S=P+0,PnQ =4, P?=/{0).

Pritom je podla dokazu vety 3,6 SP = {0};. Nasa veta bude dokazana,
ak ukaZeme, Ze v tomto pripade ma P nevyhnutne jediny element, t.j.P =
={0}. To vyplyva nepriamo. Keby totiZ pre nejaké 0 = a€S platilo a€P,

bolo by ${0, a} = 0c (0, a}c S,
L. j. mnozina {0, a} by bola vlastnym Tavym podidedlom z S, ¢o je spor
s predpokladom.

Definicia 3,3. Pologrupu S voldme jednoduchou, ak neobsahuje Ziadny
obojstranny idedl rozny od S s moZnou vgnimkou nulového idedlu (ak S md
nulovy element).

Veta 3,8. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly, kiord mad aspori jeden
minimdlny lavy idedl. Polom je S suélom disjunkingch pologrip S = ZLu,
kde kazdé L, je zlava jednoduchou pologrupou.

Do kaz. Pozri Schwarz[3], veta 2,1. Pologrupa S je totiz su¢tom
svojich minimalnych Tavych idedlov a kaZdy z tychto idedlov je podla
vety 3,5 zlava jednoduchou pologrupou.

Veta 3,9. Nech S je jednoduchd pologrupa s nulou, kiord ma aspori jéden
minimdlny lavy idedl. Potom

a) bud st vielky minimdlne lavé idedly nilpoleniné a plati S* = 0,

b) alebo #iaden minimdlny lavy idedl nie je nilpoleniny a plati S? =

Dok az Pozri Schwarz[4], veta 4,2 a jej dosledky.

Veta 3,10. Nech S je jednoduchd pologrupa s nulou, klord md aspori jeden
Favy idedl L, pre ktory L? =+ [0]. Potom je S siiflom svojich minimdlnych
Favijch idedlov.

Dokaz Pozri Schwara [4], veta 4,3.

Veta 3,11. Nech sit splnené predpoklady vely 3.10. Pelom mofno pisaf S
ako siiéet dvoch disjunkingch séitancov

S = ZP, + ZQ..



Pritom pre a = § je P 0 Py = {0}, Qa n Q3 = 0. Dalej je pre kaidé Pz = {0)
a Q. je zlava jednoduchou pologrupou.

D6 kaz Vyplyva z vety 3,10 a z vety 3,6.

UZ sme poznamenali, Ze pologrupa bez nuly, ktora je zprava a zlava
jednoducha, je grupou. Z toho vyplyva:

Veta 3,12. Nech S je pologrupa s nulou. Nech S md viac ako dva elementy.
Nech nemd £iaden lavy ani pravy idedl + [0] a S. Potom je S — {0} grupou.

D 6 k a z. Podla vety 3,7 je S — {0} zl'ava aj zprava jednoduchou polo-
grupou; teda je grupou.

Vznika nakoniec otazka, ¢i nie je moZno bliZiie charakterizovat § t r u k-
tiru zlava jednoduchej pologrupy.Tojeskutodne moZné
v pripade, Ze S obsahuje idempotent. O tom plati tato velmi zaujimava
veta:

Veta 3,13. Zlava jednoduchd pologrupa je mnozinovym suélom disjunki-
nych izomorfngch grip viedy a len vledy, ak ma aspori jeden idempotent.

Dokaz Pozri Schwarz[3], odsek 3.

Vo vetach 3,8 a 3,11 vystupuju saéty zlava jednoduchych pologrup.
Tieto pologrupy su spolu viazané tym, Ze vytvaraji jednoducht pologrupu.
Da sa &akat, Ze ich Struktary spolu nejako suvisia. To je aj pravda. Da sa
dokazat, Ze ked jedna znich obsahuje idempotent, tak hoaj vietky obsahuju.
Teda: XL, z vety 3,8 a 2Q, z vety 3,11 st st¢tami disjunktnych grap.

Nadto sa da dokazat, Ze vietky v nich vystupujuce grupy s@ navzdjom
zomorfné. O tom platia presne tieto dve vety:

Veta 3,14. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly, kiord md aspori jeden
Pavy idedl a aspori jeden idempotent. Polom je S = XG., kde G, st disjunkiné
izomorfné grupy. “

Dokaz. Pozri Schwarz [3], veta 4,1.

Veta 3,15. Nech S je jednoduchd pologrupa s nulou, kioré md aspon
jeden idempotent + 0. Nech S md aspori jeden minimdlny lavy idedl. Potom
moino pisal S ako suéet dvoch disjunkinych séitancov S = ZP, + %'Gg,

kde P} = {0}, P, n Pz = {0} a Gy st samé disjunkiné izomorfné grupy.

Doékaz. Pozri Schwarz [4], veta 7,3.

V citovanych pracach je dokazané esté toto. Existencia idempotentného
elementu je iste zaruéend, ak pologrupa S okrem minimalneho Favého
idedlu obsahuje e$te aspoii jeden minimalny pra vy ideal. Plati teda
tato veta.

Veta 3,16. Tvrdenia vely 3,14 a 3,15 ostdvaju v plainosti, ak S je jedno-
duchou pologrupou, kiord md aspori jeden minimdlny Favy a aspori jeden
minimdlny pravy idedl.
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Dodatok

Viimnime si este ako je to s maximalnymiidealmi v jed-
noduchych pologrupach.

Vel'mi prehladné je situacia u jednoduchych polograp, ktoré maia aspon
jeden minimalny Yavy ideal 1, pre ktory je 2 + 0. Podla vety 3,8 a 3,11
je S sattom vietkych minimdlnych Tavych idedlov z S, S = Zl,.

a) Ak « = 1 2 S ma nulovy elementi, je [0] jedinym maximalnym lavym
idedlom z S. Ak S nema nulu, neexistuje ani maximalny Favy ideal.

b) Nech je « > 1. Polozme L, = i’lu, kde st¢itame cez vSetky o okrem
o = v. Je zrejmé, Ze mnoZiny L, davaju vietky maximalne lavé idealy.
Pre tieto plati najprv L,c S. Ak vsak pridam k L, I'ubovoIny element
a€S,anon €L, t.j.a€l, a + 0, potom lavy ideal, do ktorého patri q,
obsahuje aj (a, Sa) & (L,, SI,) = I,. KedZe je [, minimalny lavy ideal z S,
je (a, Sa) = I,. Teda ,,najmensi‘‘ lavy ideal, ktory obsahuje L, a element a,
je L, +1,=S8, ¢ b.t.d.

Pokial ide o maximalne obojstranné idealy, je bezprostredne
zrejmé toto:

a) Jednoduché pologrupa bez nuly nemé maximalny obojstranny ideal

b) v jednoduchej pologrupe s nulou je [0] maximalnym obojstrannym
idealom z S.

1.

V odsekoch 4 a 5 nebudeme zatial ¢init Ziadne obmedzujuce predpoklady
minimality. V tomto odseku dokaZeme niekolko viet, ktoré sa tykaju
existencie jediného maximalneho idealu v danej pologrupe.

Veta 4,1. Nech pologrupa S md aspori jeden maximdlny lavy idedl L.
Al existuje aspori jeden dalsi idedl l, kiory neleZi v L, polom je {L,1l} = S.

Do kaz. Sacet L -+ 1 je opat lavy ideal. Keby bolo L + lc S, nebolo
by L maximalnym favym idedlom. Teda je nevyhnutne L - [ = §,¢.b. t. d.

O pologrupe, ktord sa da pisat ako siucet svojich Tavych idealov (= S),
budeme hovorif, Ze sa da po kryt Tavymi idealmi.

Specidlne, ak existuju dva maximalne Tavé idedly L,, L,, je podla vety
4,1 iste mozno S pokryt Tavymi idealmi.

Néas buda v dalSom éasto zaujimat také pologrupy, ktoré sa nedaji po-
kryt napr. svojimi lavymi idedlmi. Ak taka pologrupa ma aspon jeden
maximalny lavy ideal L*, potom podla vely 4,1 kazdy Favy idedl =+ S je
obsaZeny v L*.

Definicia 4,1. Budeme hovoril, Ze pologrupa S md maximdlny idedl L*

ak L* je taky jeding maximdlny lavy idedl z S, v ktorom je obsaZeny kazdy
iny lavy idedl = S.

3
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Znak L* (s hviezdidkou) rezervujeme vyhradne pre tento pripad.
(V tomto pripade sa teda S neda pokryt 'avymi idedlmi.) Podobny vyznam
majua ideadly R*, M*.

Poznamka. Keby sme Ziadali iba to, aby S male jediny maximalny
Tavy ideal L, este by z toho nevyhnutne nevyplyvalo, Ze sa S nedd pokryt
Pavymi idealmi. Je totizZ mozné, Ze S ma jediny maximalny Tavy idedl L a
okrem toho dalsi I'avy ideal [, ktory nie je mozno vnorit do Ziadneho maxi-
malneho Tavého idedlu. Existencia dalSieho Tavého idealu vSak uZ staci
(podla vety 4,1) na pokrytie S.

To ukazuje tento priklad:

Priklad 4,1. Nech pologrupa S je mnoZina, ktorej elementmi sa:

a) vietky realne éisla « > 0,
b) symbol <.

¢) symbol a.

Skladanie (nasobenie) nech je definované takto:

1. u é&isel nech je nim obyéajné stitanie ¢isel,

2. pre element « nech plati S- w = o - S = =«

3. pre symbol a nech plati ¢ -a =a-a= =, a-a=a. To je zrejme
komutativna pologrupa, v ktorej « je nulovym elementom. Ozna¢me zna-
kom U, mnoZinu reilnych ¢&isel > a. Existuje jediny maximalny ideal,
totiz M = {=, U,}. ,,Najmensi‘‘ ideal, do ktorého patri a, je {=, a}. Tento
ideal nemoZno vnorif do Ziadneho maximalneho idealu, kedze kazda mno-
zina {0, a, U,) je sice idedlom, ale pre Ziadne a« > O nie je to maximalny
ideal v smysle nasej definicie (pre « =0 je oviem {«, a, U} = S).

Vznika otazka: za akych podmienok mozno tvrdit, Ze pologrupd ma ideal
L* (R*, M*). Niekolko typov takych pologrup davaju tieto vety:

Veta 4,2. Nech S mad aspori jeden lavy idedl + S a okrem loho pravit jed-
nolku. Polom existuje jeding mazximdlny lavy idedl L*.

D o kaz. ,,Najmens$i‘“ Tavy ideal, do ktorého patri prava jednotka e,,
je {e,, Se,) = S. Teda e, nemdéZe patrit do Ziadneho Favého idealu =+ S.
Inymi slovami: S nemozZno pokryt lavymi idealmi.

Podla predpokladu existuje aspon jeden lavy ideal [cS. Nech ¥ je
mnozina vsetkych lavych idealov z S obsahujtcich [ a neobsahujucich e,.
Vzhladom na inklaziu je 9 ¢iastoéne usporiadanou mnoZinou. Ak B je
nejaka usporiadana podmnoZina elementov z 9, spojové mnozina vietkych
elementov z B je opif zrejme lavym ideadlom, ktory neobsahuje e,, teda.
ktory patri do 9. Podla principu maxima, znameho pod menom Z o r-
novo lemma (¢ je logicky ekvivalentné znimemu axiomu vyberu),
v W existuje aspon jeden maximalny element L*. Toto je zrejme maximalny
lavy ideal z S, lebo pre kazdy ideal L, pre ktory je L* c L, nevyhnutne
platie, € L, t. j. L = S. Sucasne v ¥ existuje len jediny taky maximalny
element, lebo keby existoval daldi. napr. L}, bolo by podla vety 4,1
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\L*. L},} = St} e, by sa dalo pokryt nejakym idedlom =+ S. ¢o nic je
pravda.
Podobne dokaZeme:

.

Veta 4.3, Nech S md aspori jeden pravy idedl = S a nech obsahuje l'avti
jednollku e;. Potom existuje jeding maximdlny pravy idedl R*.

Veta 4.%. Nech S mad asport jeden obojsirannyy idedl + S. Ak ma S pravi
alebo l'avtt jednollku, existuje jeding maximdlny obojstranny idedl M*. Nadlo:

a) ak ma S prava jednolku e,, existuje aj L* a plati M* S L*;

b) al ma S lavi jednolku e, existuje aj R* a plati M* € R*;

¢) ak ma S obojstrannit jednotku, je M* S R* n L*.

Ostrejsie vety dostaneme, ak predpokladame, Ze S ma aspon jeden m i-
nimalny lavy ideal.

Veta 4.5. Nech S ma aspori jeden minimdlny lavy idedl.

a) ALk 'S mad pravu jednotku e, a nie je jednoduchou pologrupou, polom
existuje L* a M*.

b) Ak S ma Tavit jednotku e, a nie je jednoduchou pologrupou, existuje
R* a M*.

Dok az. Ak S ma nulovy element, potom plynie veta 4,5 z vety 44,
lebo za obojstranny ideal z vety 4,4 moZno vziaf nulovy ideal [0]. Preto
predpokladajme, Ze S nemé nulovy element.

Podla predpokladu existuje aspori jeden minimalny Tavy ideal I. Podla
vety 3,3 je I S minimalnym obojstrannym idedlom pologrupy S. AkIS = S,
je S jednoduchou pologrupou. Nech je teda v dalsom ISc S.

a) Uz sme ukazali, Ze e, nemoZe patrit do Ziadneho Tavého idedlu =+ S.
Teda je e, non € [S. Existencia L* a M* plynie teraz z vety 4,4.

b) Podobne e, nemoze patrit do Ziadneho pravého a tym menej oboj-
stranného idealu + S.Teda je aj e, non € IS a veta vyplyva opaf z vety 4,4.

Poznamka 1. Tvrdenia a), b) z vety 4,5 nie st dualne, lebo polo-
grupa, ktorda ma aspoil jeden miniméiny lavy ideal, nemusi mat eSte mi-
nimalny pravy ideal.

Poznamka 2. Mo6ze sa skutoéne stat, Ze dokonca aj koneéna polo-
grupa mi pravu jednotku e,, ale L* a M* neexistuju. Potom je — pravda
~ S nevyhnutne jednoduchou pologrupou. Priklad takej pologrupy je:

Priklad 4,2. Nech je S pologrupa, ktorej elementmi su prvky S =
= {a, b. ¢, d} s multiplikaénou tabulkou:

- | a b e d
a a b a b
f b « /] a
c 4 o ¢ 7
d d ¢ d ¢

Elementy a, ¢ su pravymi jednotkami, idealy L™ a M* vsak neexistuju.
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V tomto odseku si odvodime nickolko obecnych viet o pologrupacit,
ktoré maju idedly L*, R*, M*. Hlb$ie vety o takychto pologrupach budu
obsahom odseku 9.

Veta 5,1. Nech pologrupa S md jeding maximdlny lavy idedl L*. Nech
S — L* md viac ako jeden elemenl. Potom je S — L* pologrupou.

Dok az. Nech je a€S — L*. KedZe a nie je moZno pokryf maxiinal-
nym lavym idedlom, je Tavy idedl L = {a, Sa} nevyhnutne rovny celému S.
Teda je L* c {a, Sa} = S. Ak vynechame z L element a, dostavame opéat
Favy ideal Sa. Tento by mohol mat popripade menej elementov ako S;
teda je SaS S. Vzhladom na to, Ze S — L* ma viac ako jeden element,
je vSak este stale L* ¢ Sa. KedZe vSak L* je maximédlnym Yavym idedlom,
je nevyhnutne Sa = S.

Ak je naopak a € L*, je SaSSL*SL*. Teda je S — L* presne mno-
Zinou tych elementov a € S, pre ktoré je Sa = S.

Ak su teraz a, b dva elementy € S — L*, je Sa =S, Sb = S, teda
Sab = Sb = S. Teda je tiez ab€S — L*, t. j. S — L* je pologrupou,
¢. b. t. d.

Poznédmka 1. Analogicky veta plati pre maximalny pravy ideal, ak
taky existuje.

Pozniamka 2. Predpoklad, ze S — L* ma viac ako jeden element.
je podstatny. To ukazuje tento priklad:

Priklad 5,1. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi sa ¢isla S =
= {0, 2, 4, 8} a pod nasobenim rozumieme nasobenie ¢isel (mod 12). Mno-
Zina L* = {0, 4, 8) je zrejme maximalnym idealom z S. AvSak mnoZina
S — L*, ktord pozostava z jediného elementu {2}, nie je pologrupou.

Veta analogickd k vete b,1 pre obojstranné idedly nekomutativnych
polograp neplati. O tom sa najlepsie presved¢ime na priklade.

Priklad 52. Majme pologrupu S = (0, a,, a,, as, a,}, v ktorej naso-
benie je definované tabulkou:

| 0 a, a, u, y

0 0 0 0 0 0

o, 0 Uy «, 4 0

, 0 0 0 iy a,

oy 0 ay o, 0 O

Uy 0 0 0 o, (ly

Tato pologrupa ma jediny maximalny obojstranny ideal M* = [0]. Je

to teda priklad jednoduchej pologrupy. MnoZina S — M* je mnoZina ele-

mentov {a,, a,, a;, a,}. Tieto viak netvoria pologrupu (lebo nisobenim do-

stavame aj nulu, teda z mnoZiny vybocime).

Zato v pripade komutativnej pologrupy a este obecnejsie v pripade tzv.

obojstrannej pologrupy dokdZeme podstatne ostrejsiu vetu.
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Definicia 5,1. Pologrupu nazyvdme obojsirannou, ak kazdy jej idedl je
ahojslrannyj.

Pozndamka. Také nekomutativne pologrupy prirodzene existuju.
Vezmime napr. Tubovolnad vyslovne nekomutativhu grupu G. Pridajme
L nej element z a definujme: a) 22 = z, b) Gz = zG = z, ¢) ndsobenim vo
voairi grupy G nech je povodné nasobenie. Miame nekomutativnu polo-
grupu, ktori ma len dva idedly, totiz [0], S. Oba st obojstranné. Lah-
ko mozno sostrojit aj menej trividlne priklady.

Veta 5,2, Nech S je obojsirannd pologrupa, v klorej existuje jeding ma-
simdlny obojstrannyy idedal M*. Nech S — M™ md viac ako jeden elemeni-
Poloin je S — M* grupou.

Poznamka vopred. Neskdor dokdzeme vo vete 85 inymi pro-
striedkami, Ze tato veta plati pre Tubo vol'ny maximalny ideal oboj-
strannej pologrupy.

Dokaz. Nechjea€S — M*. Sostrojme idedl {a, Sa}. Tento je podla
predpokladu obojstranny. KedZe obsahuje a, je nevyhnutne {a, Sa} = S.
Podobnou avahou ako vo vete 5,1 dokazeme, Ze je dokonca Sa = S. Uva-
zujme dalej idedl {a, aS}. Ten je opat obojstranny. Obsahuje a, teda je
ta, aS) = S a opéat, obdobne ako vo vete b,l, aS = S.

Ak je naopak a € M*, je SaS SM*SEM*cS, aSEM*SEM*cS.
Teda je S — M* mnoZinou tych a len tych elementov a € S pre ktoré
plati sucasne Sa = S, aS = S.

Z toho najprv vyplyva, Zze T = S — M™* je pologrupou. Ak su totiZ a, b
dva TubovoIné elementy a, b € T, plati Sa = aS = S, Sb == bS = S. Teda
Sab = Sb = S, abS = aS = S, t. j. plati aj ab € T. Teda T je pologrupou.

Rovnice Sa = aS = S platné pre kazdé a € T vyzerajii explicitne vy-
pisané takto:

M*+T)a=M*-+T, (1)
a(M*+T)=M"+T. (2)

Rovnica (1) dava M*a + Ta = M* + T. Kedze je M* obojsiranny idedl
jo M*a S M*. Kedze je T pologrupou, je Ta € T. Dalej si oba sé¢itance
na pravej strane disjunktné, t. j. M* n T = 0. Teda je nevyhnutne
M*a= M~ Ta=T.
Podobne z rovnice (2) vyplyva:
aM* = M*, al =T.

Rovnice «T = T, Ta = T hovoria: ku kazdej dvojici elcmentov a, b € T
existuju dva elementy x, y € T také, Ze plati ax = b, ya = b. Z elementov
axiomatiky tcorie grap je znadme, Ze pologrupa s takouto vlastnostou je
grupa. Tym je veta 5,2 dokazana.

Pozn i mka. Predpoklad, Ze S — M* ma viac ako jeden element, je
podstatny. To vidno hned z prikladu 5,1.
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6.

Vylozime teraz pojemi tzv. diferenénej pologrupy zavedenyj
prvy raz Reesom [1].

Nech S je pologrupa a M jej pevne zvoleny obojstranny ideal. Zavedme
v S reliciu definovani tymto vzahom: a = b (mod M), ak

1. bud je a = b,

2. alebo je sticasne a € M, b € M.

Tato relacia je reflexivna, symetrickd, transitivna. Je to teda ekvivalen-
cia v obvyklom slova smysle.

Ak oznacime znakmi a, b, c. ... elementy € S — M, je zrejmé, Ze triedy
(mod M) st mnoZiny

T, =M}, T, = (@), Ty = b},

Tato ekvivalencia je nadto regularna. Triedy tvoria pologrupu. v ktore)
je nasobenie tried definované vztahom 7,07, = T,, ak v smysle naso-
benia komplexov povodnej pologrupy je T, -T,ET,.. KedZe M je oboj-
stranny ideal, je zrejmé, Ze T, ma tulohu nulového elementu. Tito polo-
grupu tried oznadime znakom S = S/M a nazveme diferendnou pologrupou.

Z horného vyjadrenia je zrejmé, Ze diferen¢énd pologrupa S je izomorfna
k mnozine S — M + O, t. j. k mnoZine elementov z S nepatriacich do M
s novym pridanym nulovym elementom O (ktory musime pridat aj vtedy,
ak S samo nemalo nulovy element):

S=8M=~S—M+O0.

V dalom budeme elementy pologrupy S znac¢it miesto znakov T,. T,
T, ... znakmi 0, a, b,

Zobrazenie S — S je teda homomorfné zobrazenie pologrupy S na polo-
grupu S, ktoré je definované takto:

pre a €S — M je a —a,

pre a €M je a - 0.

Kratko povedané (az na prislusny izomorfizmus) uvedena konstrukeia
vyzera takto: diferen¢ni pologrupu dostaneme, ak nechame splynut vietky
elementy z M v jediny element 0, kym ostatnym elementom z S pone-
chame ich povodny vyznam.

Poznamka. Treba poznamenat, Ze na§ homomorfizmus S - S zda-
leka nevycerpiva vietky mozné homomorfné zobrazenia pologrupy S na
nejakt int pologrupu S. (Iné homomorfizmy pozri v pracach Ljapin
[JIsmun] [1] — [4] a MaTcev [Mansues] [1].)

Teraz odvodime rad viet pomocného charakteru, ktore ukiazu siavislost
medzi idealmi pologrupy S a pologrupy S/M.
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Veta 6,1. Nech m je obojsiranny idedl pologrupy S. Nech [ je laky lavy
idedl z S, 2e mS 1S S. Polom [ = Ifm je Taviym idedlom pologrupy S = Sjm.

D ¢ k a z. PredovSetkym ma I/m smysel, iebo m je tieZ obojstrannym
idedlom v 1. Pri hoinomorfizime S — S prejde kazdy vztah alS ! do vztahu
a 1S, Kedze u nas vztah al €1 plati pre kazdé a € S, plati aj a [S [ pre
kazdé a € S. Teda [ je Tavym idealom z S.

Pozndmka. Analogicka veta plati pre pravy idedl r, ktorv vyhovuje
vzfahu m Er &S a pre obojstranny idedl m,, ktory vyhovuje vztahu
m S m; €S. Podobnt poznimku u daliich viet. uZ nebudeme vyslovne
uvidzat.

Veta 6.2. Nech m je obojstranny idedl z S. Nech S — S je zobrazenie S
na diferenénu pologrupu S/m. Nech I je Lavy idedl z S. Polom mnoZina ele-
mentov | 7 S, kloré v spominanom homomorfizme prejdi do I, je lavy idedl
= S (klory obsahuje v sebe m).

D 6 k az Nech v homomorfizme S — S odpovedd elementu a — a.
Tvrdim, Ze je alS 1, pre kazdé a € S. Keby tomu tak nebolo, existovala
by aspon jedna dvojica a; € S, ¢, € [ taka, Ze by bolo a, ¢, non € [. Teda by
bolo a; ¢, non € [ a tym skor a; I non € I. To by znadilo, Ze [ nie je Tavym
idedlom z S, ¢o je spor s predpokladom. MnoZina m patri do [, lebo nulovy
element € S nevyhnutne patri do 1.

Veta 6,3. Nech m je obojsiranny idedl pologrupy S. Nech L je nejaky lakiy
mazimdlny lavy idedl pologrupy S, e je mS Lc S. Potom L = L/m je
mazximdlnym Pavym idedlom z S = S/m.

D 6 k a z. Podla vety 6,1 je L Tavym ideslom z S. Usudzujme nepriamo.
Nech existuje Tavy ideal L, LcL,c S. Podla vety 6,2 je mnoZina ele-
mentov L, c S, ktoré sa v homomorfizme S — S zobrazia do L, Tavym
idealom. Pritoin je Lc L, (lebo mnoZina obrazov L,— L je neprizdna)
a Lyc S (kedZe aj mnoZina obrazov S — L, je neprazdna). Teda L, je
lavym idealom z S, t. j. L nie je maximalnym Yavym ideilom z S. To je
spor s predpokladom.

Pomocou viet 6,1 —6,3 sa analogicky dokaze:

Veta 6,4. Nech m je obojstranngm idedlom z S. Nech S — S je homomorf-
nym zobrazenim S na diferenéni pologrupu S/m. Nech L je mazimdlngym
Favym idedlom z S. Polom mnozina Lc S, klord v spominanom homomor-
fizme sa zobrazi do L, je maximdlny Lavy idedl z S (llorj obsahuje v sebe m).

Vety 6,1 —6,4 budeme v dalSom aplikovat predovsetkym na pripad, Ze
m je nejaky maximalny obojstranny idedl z S.

Veta 6,5. Nech M je maximdlny obojstranny idedl pologrupy S. Polom
S|M je jednoduchou pologrupou.
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D 6 k a z. Nepriamo. Keby S = S/M malo obojstranny ideal M;, O c
c M, c S podla vety 6,2 by to znamenalo, Ze v S existuje taky obojstranny
idedl My, Ze je Mc M,c S. To je ale spor s predpokladom, Ze M je maxi-

malnym obowtrannym idealom z S.

Veta 6.6. Nech M je maximdlny obojsiranny zd(’al S. Nech S — M md
viac ako jeden elemeni. Polom pre diferenéni pologrupu S/jw nemdéze plalit
(S/M )2 = 0.

D 6 k a z. Nepriamo. Predpokladajme, Ze plati S2 = (S/M)2 = 0. Pre
povodna pologrupu to znamend, Ze je (S —- M)2E M. Oznac¢me elementy
€ S — M znakmi uq, uy, ..., 4,, ... Oznatme dalej U, =S — M — u,.
Kedze existuju aspoti dva rozne elementy u,, je S — M o U, =+ ¢ a existuju
teda aspon dve rézne mnoziny U,.

Uvazujme mnoZiny M -+ U, > M. Tvrdime, ze M -+ U, je obojstran-
nym idedlom z S. Je totiz:

SM4-U,)=8SM +SU,EM + [(MU,) +(S—M)U,JEM + [M +
+ (S —M)(S—M)]EM+(S—MPEM+ McM+ U,
Podobne je (M 4+ U,)-Sc M + U,.

Kedie je Mc M + U,c S, to by znamenalo, Ze M nie je maximalnym
obojstrannym idedlom z S. To je vSak spor s predpokladom.

Poznamka. Priklad 5,1 ukazuje, %Ze predpoklad: S — M ma viac
ako jeden element, je podstatny. Nech je¢, ako v uvedenom priklade.
S = {0, 2, 4, 8} a nasobenim rozumejme nasobenie ¢isel (mod 12). Maxi-
méalny obojstranny ideal je M* = {0, 4, 8). Diferen¢na pologrupa S/M*
je pologrupa S = {0, 2}. ktorej multiplikatna tabulka vyzerd takto:

_loz
4 I 0 0
2100
Teda je S2 = 0.
7.

Ulohou odsekov 7—10 je teraz dokazal rad viet o itrukture mnozin
S —L,S— M, kde L (M) je maximélny I'avy (prip. obojstranny) ideal
pologrupy S.

V odscku 7 budeme Studovat Struktaru S — M za predpokladu, ze M
je ktorykol'vek z maximalnych obojstrannyveh idealov.

V odseku 8 budeme $tudovat pripad, Ze M je taky maximalny oboj-
stranny ideal, ku ktorému existuje najviac jeden maximalny lavy ideal L,
ktory obsahuje v sebe M.

V odseku 9 budeme podrobnejsie Studovat Struktaru mnoZin S — L*.
S — M* studovanych uz v odseku 5.
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V odseku 10 preberieme niekolko dalsich Specidinych pripadov.

Veta 7,1. Nech M je maximdlny obojsiranny idedl z S. Nech S|M mad
asport jeden minimdlny lavy idedl. Polom, ak S— M je pologrupou, je S — M
suétom disjunkingch zlava jednoduchijch pologrup. _

Dokaz Ak S — M je pologrupou, to znamens, Ze S = S/M je polo-
orupou s nulou 0, v ktorej Ziaden element = 0 nie je nulovym delitelTom.
T.j.ab = 0 implikuje bud a = 0, alebo b = 0. Je teda iste S + 0. Podla
vety 3,9 a 3,10 je S stétom disjunktnych miniméalnych Tavych idealov.
S = S/M = X[, Podlavety 3,11 je I, = Py + O, P2 = {0}, P.n Qs = 0
kde kazdé Q, je zlava jednoduché. Teda je S -= X P, + X0, Kedie nulovy

delitel neexistuje, je nevyhnutne pre kazdé a P, == {0}. Teda S — 0 = XQ,,
kde kazdé Oy je zlava jednoduché. Kedze S - O je izomorfné k § — M.
veta je dokézand. .

Veta 7.2. Nech M je maxzimdlny obojstranniyy idedl pologrupy S. Nech
S/M ma aspori jeden minimdlny lavy a aspori jeden minimdlny pravy idedl.
Ak S — M je pologrupou, mozno pisal:

S=M+ 2GY Mn2GP =0,

kde G st samé disjunkiné izomorfné grupy.
Do kaz. Ako u vety 7,1 je S = X Q,, kde Q, st minimalne Favé idedly
a

z S (ktoré maji za spoloény element iba 0). Podla vety 3,16 mono v tomto
pripade kazdé ;0‘1 pisat v tvare §a: {6) -+ 2 G,. kde G, st disjunktné izo-

morfné grupy. Pritom podla vety 3,15 aj grupy vystupujice v roznych O,
s spolu izomorfné. Tym je veta dokizana.

Désledok 7,2. Nech M je mazimdlny obojsiranny idedl koneénej polo-
grupy S. Ak 'S — M je pologrupou, S — M je dokonca stélom disjunkinich
izomorfnich grap.

Uzivajue vetu 3,14 celkom analogicky dokaZeme:

Veta 7.3. Nech M je maximdlny obojsiranny idedl pologrupy S. Nech
S — M je pologrupa. Nech S|{M ma aspon jeden minimdlny lavy idedl a aspon
jeden idempotent. Polom je S — M suélom disjunkingch izomorfnigch grip.

Désledok 7,3. Nech M je maximdlny obojstranny idedl periodickej* polo-
grupy S. Nech SIM md aspori jeden minimdlny lavy idedl. Ak S — M je
pologrupou, S — M je dokonca sucétom disjunkinych izomorfnych grip.

1 Periodickou pologrupou rozumieme taku (vo vieobecnosti nekonec¢nu) polo-

grupu, v ktorej kazda postupnost a, a2, a® ... rad len koneény pocet rdznych ele-
mentov.

33



8.

Veta 8,1. Nech M je maximdlny obojsirannyj idedl z S. Nech S — M md
viac ako jeden element. Nech S/M md aspori jeden minimdlny lavy idedl.
Nech existuje najviac jeden marimdlny lavy idedl L, Kklory spliiuje
vzlah M E Lc S. Polom je:

a)M =1L,

b) S — L je zlava jednoduchou pologrupou.

Poznimka vopred. Vetatedahovori, Ze za tychto predpokladov
neexistuje vobec Ziaden maximéalny Tavy idedl L o M.

D 6 k a z. Podla vety 6,5 je S = S/M jednoduchou pologrupou. Podla
vety 6,6 je (S)2 + 0. Podla predpokladu existuje asponi jeden minimdilny
Tavy idedl z S. Podla vety 3,10 teda S je s@étom minimalnych Tavych
idealov z S, S = X L,.

Tvrdim, Ze na pravej strane poslednej rovnice moze byt jediny séitance
rozny od nulového idedlu. To dokaZeme nepriamo. Predpokladajme, Ze na
pravej strane si aspoii dva séitance od nulového idedlu rézne. Oznaéme

L, = 2'l,. Nech L, je mnoZina elementov € S, ktord pri homomorfizms

o o Fr
S —» 'S je origindlom mnoZiny L,. L, je zrejme Pavym ideilom a plati
M c L,cS. Podla dodatku k odseku 3 je kazdé L, maximalnym Tavym
idedlom pologrupy S. Podla vety 6,4 je L, maximalnym lavym idedlom
z S. Kedze existuji asponi dve také rézne mnoZiny L,, madme spor s pred-
pokladom existencie najviac jedného takého maximéalného Yavého idealu L.
pre ktory plati MELc S.

Je teda S/M = [, kde [ je jediny existujiici minimalny Tavy ideal z S/M.
Inymi slovami: S/M je pologrupa, ktord nema Ziaden iny Pavy ideal ako 0
a S/M samo.

Podla predpokladu je M S Lc S. Podla vety 6,1 je L/M Tavym idealom
z S/M. KedzZe je LM c S/M, je nevyhnutne L/M = 0, t. j. L = M. Teda
za nasich predpokladov maximalny Yavy idedl L je dokoneca totoZny s ma-
ximalnym obojstrannym ideadlom M.

Podla vety 3,7 je teraz SIM — {0} =S — {0} zlava jednoduchou polo-
grupou. Pre povodnu pologrupu to teda znamena, Ze je S = M + S;, kde
M n S, =0 alsS, jezlava jednoducha pologrupa. Tym je veta 8,1 dokéazana.

Veta 8,2, Nech M je maximdlny obojstranny idedl pologrupy S. Nech
S — M md viac ako jeden element. Nech S/M md aspori jeden minimdlny
pravy a aspori jeden minimdlny lavy idedl. Nech existuje najviac jeden ma-
zimdlny lavy idedl L spliiujuci MELcS a najviac jeden maximdlny
pravy idedl splnujiici M S Rc S. Polom
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a) M= R =1L,

b) S —- M je grupou.

Do kaz. Podla vety 8,1 je S — M zlava jednoduchou pologrupou.
Podla vety duélnej k vete 8,1 je v8ak tiez M = Ra S — M je tieZ zprava
jednoduchou pologrupou. Teda S — M je grupou, ¢&. b. t. d.

Slabsou formuliciou vety 8,1 je tito pozoruhodni veta:

Veta 8.3. Nech M je taky maximdlny obojstranny idedl pologrupy S,
ktory nie je obsaZeny ako vlasind podmnozina v Ziadnom lavom idedli =+ S.
Nech S — M md viac ako jeden element. Polom je S = M + O, kde M nQ =
=0 a 0 je zlava jednoduchd pologrupa.

Poznédmka vopred. Ak teda vopred predpokladame, Ze ne-
existuje vébec Ziaden Tavy ideal L, pre ktory by platilo S o L > M, moZno
obmedzujici predpoklad o S/M vynechat.

D 0 kaz Kedze neexistuje taky lavy idedl L, pre ktory by platilo
McLcS, podla vety 6,2 to znamena, Ze diferenéna pologrupa S/M
nemé ziaden Tavy idedl + 0 a = S. Podla vety 3,7 je S/M — {0} zlava
jednoduchou pologrupou. Pre povodnu pologrupu to znamena, 7ze S — M
je zlava jednoduchou pologrupou, ¢.b. t. d.

Analogicky sa dokéze:

Veta 8,4, Nech M je laky maximdlny obojsiranny idedl pologrupy S,
fiory nie je obsaZeny ako vlasind podmnoZina v #iadnom lavom alebo pravom
idedli # S. Nech S — M md viac ako jeden element. Polom moZno pisal
S=M+G, kde MnG =V a G je grupa.

Aplikujme vetu 8,4 na obojstranné pologrupy zavedené definiciou 5,1.
Tu medzi maximalnymi lavymi, pravymi a obojstrannymi idedlmi niet
rozdiel. Z vety 8,4 vyplyva teda toto podstatné zostrenie vety 5,2.

Veta 8,5. Nech M jelubovolny maximdlny idedl obojstrannej pologrupy S.
Nech S — M md viac ako jeden element. Polom S — M je grupou.

9.

Rad zaujimavych viet dostaneme v pripade, ak pologrupa ma jediny
maximainy lavy (pravy, obojstranny) idedl L* (R*, M*). V odseku 4 sme
nasli nickol’ko podmienok, ked tento pripad iste nastane. V odseku 5 sme
uz ziskali prvu informaciu o $truktire mnozin S — L*, S — R*, prip.
S — M.

Dalia veta je podstatnym zovieobecnenim vety 8,a = prace Schwarz [5].

Veta 9.1. Nech v pologrupe S existuje L*. Nech S md asport jeden oboj-
stranny idedl =+ S. Polom exisluje aj M* (a je — pravda — M* S L*.).

D 6 k a z. Ozna¢me znakom F mnoZinu tych b € S, pre ktoré je {b, Sb,
bS, SbS) = S. Mnozina F je neprazdna. Ak je totiZz a € S — L*, je podla

R 2]
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dokazu vety 5,1 {a, Sa} = S. Teda tym skor je {a, Sa, aS, SaS) = S.
Preto je dokonca FF2S — L*.

Dalej je iste I'c S, lebo podla predpokladu existuje aspoit jeden oboj-
stranny ideal m a pre b € m je {b, Sb, bS, SbS}Sm + S.

V dalSom nam pojde o to, najst nejaky taky, ,najsrsi obojstranny
idedl M, pre ktory plati M n ¥ = 0.

Uvazujme mnozinu A vSetkych obojstrannych ‘dedlov z S, ktoré obsa-
huju m, ktoré nepretinaji F'. Talo mnoZina je neprizdna. Akmcmgcm;. ..
je Tubovolnad v smysle inklazie usporiadand mnoZina elementov z 9,
potom spojovd mnozZina tychto elementov z 9 patri opdt do . Podla
Zornovej lemmy z toho vyplyva, Ze v ¥ existuje aspon jeden maximilny
element M. To znamend: existuje taky obojstranny ideal M, ktory ma
tieto vlastnosti:

a) Mnl' =9,

b) pre kazdé M' oM joe M'nF + .

Kedie M je aj Tavym idealom, je -— pravda — M S L*.

Tvrdim teraz, Ze je F' = S — M. Podla definicie mnoZiny I je FES— M.
Ze nemoéze byt F < S — M, dokdZeme nepriamo. Nech existuje aspofi jeden
clement b € S — M, bnon € F. Potom idedl M; = M + (b, Sb, bS, SbS)
jo obojstrannym idealom z S a kedZe je b non € M, bolo by M, oM.

Teda by bolo M, nI" 4 ¢. Nech je ¢ € M, nF.Potom na jednej stranc
(kedzc je ¢ € M) je {c, Se, ¢S, S¢Sy € M,. Na druhej strane (kedze je ¢ € F}
ie {c, Sc, ¢S, ScS) = S. Teda jo S = M,. Kedze b nepatri do F, je M, =
= {b, Sb, bS, SbS}) = S. Sudasne je viak M, (ako lavy id2al) S L*. Teda
My=M+4 M,E{L* +L*y=L*cS. M,cS. To je spcer. Preto je
vskutku S — M == F.

Kedze pre kaidé b € S — M je (b, Sb, bS, SbS) = S a kazd¢ b € M je
(b, Sb, bS, SbS) € M, z dokazu vidiet, Ze M je maximalnym obojstrannyvm
dedlom z S. Teda je M = M*. Existencia M* je dokazani.

Veta 9,2, Nech v pologrupe S existuje L* a nech S md asport jeden oboj-
stranny idedl & S. Nech S — L* md viac ako jeden elemeni. Nech diferenénad
pologrupa S/M* md aspori jeden minimdlny lavy idedl. Polom:

a) L* je sufasne maximdlnym obojsirannym idedlom z S. 1. j. L* = M"*.

by S — L* je zlava jednoduchou pologrupou.

D 6 k az. Existencia M* vyplyva z predosle] vety. Kedze je M* € L* ¢
c S a existuje iba jediny maximalny lavy idedl vobece, s splunené predpo-
klady vety 8,1. Z:enie nadej vety je jej bezprostrednym dosledkom.

Veta 9.3. Nech v pologrupe S existuje R* a L*. Nech existuje aspori jeden
obojstranny idedl #+= S. Nech S — L* a S — R* maju viac ako jeden element.
Nech diferenénd pologrupa S/M* mda aspori jeden minimdlny lavy a aspon
jeden minimdlny pravy idedl. Polom

a) L* = R* = M"*, b) § — M* je grupa.
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Do kaz. Vyplyva z vety 92 a z vety k nej duilnej.

Predpokiad o S/M* je velmi vSeobecny. Napriek tomu sa vynoruj:
oldzka, ¢i opustenim tohto predpokladu nie je mozZno dostat vety analo-
gické k uvedenym. Vo vieobecnosti nie. Zato v pripade periodickych polo-
griap mozno dokazat tieto vety:

Veta 9.4. Nech v periodickej pologrupe S exisiuje L*. Polom existuje aj
M* a plati:

a) L' = M*.

b) Ak'S  M* mdviac ako jeden elemenl, je S — M* zl'ava jednoduchd polo-
grupa, klora je saélom disjunkinych izomorfnijch grup.

Ve'a 9,5. Nech v periodickej pologrupe S exisiuje L* a R*. Polom existuje
aj M* a plati:

a) R* =L* = M*.

b) Ak S — M* md viac ako jeden element, S — M* je grupou.

Dokazy viet 9,4 a 9,5 su malou modifikaciou viet 6a, 6b z prace Schwarz
[5], a preto ich nebudeme obsirne dokazovat.

10.

Vety analogické k vetam 9,4 a 9,5 dostaneme, ak predpokladime exi-
stenciu pravej, prip. obojstrannej jednotky.

Veta 10,1, Nech pologrupa S md pravi jednotku e,. Nech S md aspori jeden
obojstranny idedl + S. Nech S/M* md aspori jeden minimdlny lavy idedl.
Polom je S — L* suétom disjunkinych izomorfnych grip.

Dokaz AkS — L* ma jediny element, je tymto nevyhnutne e,. Tento
element sdm osebe tvori grupu. MoZeme sa teda obmedzif na pripad, Ze
S — L* mi viac ako jeden element. V tomto pripade je S — L* polo-
grupou podla vety 5,1.

Podla vety 4,4 existuje L* a M* a plati M*S L*. PodTa vety 9,2 je
L* = M*aS — L* jezlava jednoduchou pologrupou. Kedze jee, € S — L*,
tito zlava jednoduché pologrupa mé idempotent. Teda podla vety 3,13 je
S —- L* stétom disjunktnych izomorfnych grap.

Veta 10.2. Nech pologrupa md obojstranni jednotku e. Nech md aspor
jeden obojstranny idedl + S. Nech S|M* ma aspori jeden minimdlny lavy
idedl. Polom je S — M™* grupou.

D 6 k a z. Podla vety 4,4 existuji za naSich predpokladov idealy M*,
R*, L* a plati M* S R* n L*. Diferenéna pologrupa S/M* je jednoduchi
pologrupa s nulou, majica obojstranni jednotku e. KedZe existuje aspop
jeden minimalny lavy ideal z S/M*, je S/M* podla vety 3,12 grupa s nuloy,
Teda je S — M* grupou, ¢. b. t.d.

Vysledok vety 10,1 moZno formulovat aj takto:

Veta 10,1a. Nech pologrupa S md pravu jednotku e,. Potom existuje [L*
a M* a plali:



a) bud L* = M* a S - M* je zlava jednoduchou pologrupou, klord je
suétom izomorfnyjch grup,

b) alebo jednoduchd pologrupa S/M* nemd Ziaden minimdlny lavy idedl.

Podobne ako v odseku 9 moZno dostat analogické vety, ak vynechame
predpoklad o S/M*, zato vSak uvaZujeme len §pecidlne periodické polo-
grupy.

V celej praci sme v zasade predpokladali, Ze diferenéna pologrupa S/M*
ma aspon jeden minimalny Tavy ideal. Ukazali sme, Ze v periodickej polo-
grupe mozno tento predpoklad opustit. Vznika problém, aké vety dosta-
neme, ak tento predpoklad opustime aj vo vSeobecnej pologrupe. Tento
problém v podstate vedie k Stadiu jednoduchych pologrip, ktoré nemaju
7iaden minimalny Tavy (pravy) idedl. To bude predmetom inej prace.
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MAKCUMAJIBHBIE UOEAJIbI 1 CTPYKTYPA 110JTYT'PYIII1
HIBAPIY III.

Bripojsl

ITox nonyrpynmoil MeI ITorpasyMeBaeM MHO3KeCTBO S 3JIeMeHTOB, 3aMKHYTOE OTHO-
CHTEJIBHO HEKOTOPOM accouMaTUBHONM OMHO3HAYHON oNlepaluu.,

Ieapio HacTOAL M CTAaTBM ABJIALTCA U3ydeHUe CTDYKTYPHI MHOKecTB S — L, S — M,
rme L, M — MaKCUMaJIBbHBIA JIeBblii M JABYCTOPOHHHII ugeall NOJYrpynmsl S.

B cratbe M3ydeHBl HAaIpUMMep YCJHOBHUA, M KOTOPHX S — L ABJIAeTcA cyMMoii
HenepeceKAOIMNXcA U30MOPPHBIX rpynil.

AHQJIOrMYHO IOJIy4YeHbl 00IIMe YCIOBMA, NJIS KOTOPHIX S — M sABiAeTcA rpymnmnoii.

HexoTopble pedydbTaTsel Hallell cTaTbM GYAYT ONYGJIUKOBAHEI HA PYCCKOM A3BIKe
B YeX0CHOBALKOM MaTeMaTUYeCKOM KypHaJe, T. 3 (78).
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