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0 GRAFOVOM IZOMORFIZME
SEMIMODULARXNYCH SVAZOV

JAN JAKUBIK, Kotice.

Pojem grafového izomorfizmu svizov zaviedol G. Birkhoff (pozri [1],
str. 23 a 42). V préei [2] boli vySetrené niektoré otazky, ktoré sa tykaja grafo-
vého izomorfizmu moduldrnyeh svizov. Najdolezitejsi vysledok znie takto:

Nech 8, 8" st koneéné moduldrne svizy, nech S, " st grafovo izomorfné.
Potom existuju také svizy 4, B, Ze sviiz S je izomorfny so sviizom 4 X B asu-
éasne sviz 8’ je izomorfny so svizom A x B ([2], veta 1).2

Na konci prace [2] boli vyslovené tieto neriesené otazky (uvadzame ich,
ako aj niektoré definicie a lemmy z [2] v plnom zneni, kedze ¢islo dasopisu,
obsahujtce pracu [2] je doteraz v tlaéi):

,,a) Plati veta 1 pre semimodularne svizy? (Zd4 sa pravdepodobnym, Ze
neplati).

b) Nech S je koneény moduldrny svéz, nech sviz S je grafovo izomorfny
so sviizom S. Vyplyva'z toho, Ze aj svidz S’ je modularny ? (Kladna odpoved sa
zda velmi pravdepodobnou).

c¢) VySetrit, do akej miery sa daji predchadzajice vysledky preniest na
nekone¢né modularne svizy, ak miesto relacie g2 medzi svidzmi S, S* pred-
pokladédme, e tieto svizy st topologicky ekvivalentné (vzhladom na niektort
z topolodgii, ktoré sa obvykle vo svézoch zavadzaji).

V tomto élanku vysetrime otdzkua)ab). Vodseku 1 zopakujeme zndme defini-
cie a lemmy, ktoré st dalej potrebné. V odseku 2 na priklade dokdzeme, Ze
spominand veta 1z prace [2] pre semimoduldrne svizy vo visobeenostineplati.
Dalej dokézeme, Ze v istej zoslabenej forme tato veta ostava v platnosti aj pre
semimodularne svézy (t. j. ak st splnené niektoré dalsie predpoklady o uvazo-
vanom grafovom izomorfizme).

V odseku 3 vySetrime otazku b). Dokézeme, ze odpoved je kladna. Vy-
Setrenie otazky c) pre Specidlny pripad metrickych svizov bude predmetom
dalgej prace.

1.

O vsetkych svézoch, uvazovanych dalej, budeme predpokladat, Ze st ko-

neéné.

! Znakom A oznadujeme sviiz dudlny k A.
* Takto oznalujeme grafovy izomorfizius.
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Detinicia 1. Nech § je sviiz, a, b € S. Budeme hovorit, Ze proky a, b si susedné
(v oznacent a s b), ak alebo prvok a je pokryty prokom b, alebo prvok b je pokryty
prokom a. Ak plati @ s b, dvojicu prvkov (a, b) budeme nazyvat elementdrnou
dvojicou (e dvojica). E dvojice (a, b), (b, a) budeme povaZovat za ekvivalentné.

Definicia 2. Nech existuje jedno-jednoznaéné zobrazenie svizu S na sviz S,
ktoré zachovdva reldciu susedstva. Podrobnejsie: ak x, y€ 8, «’, y €8, z «> 2,
y <>y, potom x s y<= &’ sy’. Budeme hovorit, Ze svizy S, 8’ s grafovo izomorfné
a budeme pisat Sg 8.

Pozndmka. Nech S ¢ S'. Pismenami a, b, c, ..., z, Y, 2, ... budeme vSade
dalej oznadovat I)rv1<y~svétzu S; pismenami a’, b, ¢/, ..., &', ¥, 2, ... budeme
oznadovat tie prvky svizu 8, ktoré st v uvazovanom zobrazeni, ktoré sprostred-
kuje grafovy izomorfizmus, priradené prvkom a, b, ¢, ..., @, y, 2 ...

Definicia 3. Nech S je moduldrny sviz, nech a s b s ¢ s d s a. Potom hovorime,
Ze e. dvojice (a, b), (¢, d) st navzdjom jednoducho transponované. Budeme hovorit,
Ze prvointervaly (z, y>, {u, v) st jednoducho transponované, ak prislusné e.
dvojice s jednoducho transponované.

Poznamka. Lahko za zisti, Ze prvointervaly <a, b), <{¢, d) st jednoducho
transponované vtedy a len vtedy, ked plati:

bnc=a, buc=d, asc, bsd
alebo
dna=c¢, dUa=0>b, csa, dsb.

Lemma 1. ([2], lemma 3.) Nech S g S, nech e. dvojice (a, b), (¢, d) si jedno-
ducho transponované; potom tieZ e. dvojice (&', b'), (¢’, d') s jednoducho transpo-
Nnovane.

PPoznamka. Predosld lemma bola v praci [2] vyslovend za predpokladu, Ze
svizy S, 8’ st moduldrne, v dokaze v8ak predpoklad o moduldrnosti svizov S,
S’ nebol pouzity.

Definicia 4. Ak pre proky z =0, < 2, < ... < x, =y plati x; 8 x4,
(t=1,...,n—1), mmofinu r = {x,, T, ... x,) budeme nazyvat refazcom medzi
prokami z, y. Cislo n budeme volat dlfkou retazca r [a oznadovat d(r)].3

Definicia 5. Nech S g 8, nech a sb, a < b. Ak o’ < b’ (@’ > b"), hovorime,
Ze e. dvojica (a, b) sa p;i uvaZovanom grafovom izomorfizme zachovd (prevrdti).
Hovorime, Ze retazec, resp. interval sa zachovd, resp. prevrdti, ak kaZdd e. dvojica
tohto retazca, resp. intervalu sa zachovd, resp. prevrdti. Nech Sy je podsviz svizu S.
Hovorime, %e S, sa zachovd (prevrdts), ak pre Tubovolné proky a, b€ S, a < b
plati, Ze interval {a, b)> sa zachovd (prevrdtt).

Lemma 2. ([2], d6sledok lemmy 5). Nech (a, b), (¢, d) st jednoducho transpo-
nované e. dvojice. Ak sa pri danom grafovom izomorfizme jedna z nich zachovd
(prevrdtt), potom sa aj druhd zachovd (prevrditr).

3 Podla terminolégie, pouZivanej v [1], uvaZujeme len maximélne retazce medzi x, y.
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Lemma 3. Nech S je semimoduldrny sviiz, nech r, , v, st retazce medzi prokams
x, y. Potom d(r)) = d(ry).% ([1], str. 106 a 148).

Definicia 6. Nech S je semimoduldrny sviz, nech x >0, nech r je retazec
medzi 0, x. Cislo d(r) — 1budeme nazyvat dimenziow proku x.a oznadovat d(x).
Ak x = 0, poloZime d(0) = 0.

2.

V celom tomto odseku budeme predpokladat, Ze svizy S, S* st semimodu-
lgrne, a %Ze plati S g 8.8

Veta 1, Veta 1 z prdce [2] pre semimoduldrne svizy neplati.

v
X

Obr. 1. Obr. 2.

Doékaz. Nech S je sviiz na obrazku 1, 8’ svéz na obr. 2. Llahko sa preveri,
ze plati S g S". Svizy S, §’ s nie izomorfné, kedZze vo svize § existuje dvojica
navzijom komplementdrnych prvkov a, ys, ktoré st pokryté najvidsim
prvkom svizu S; vo svize S’ dvojica s takymito vlastnostami neexistuje.
Podobne sviizy S, §’ st nie izomorfné, ked%e dvojica prvkov a;, ¥, vo sviize S
je komplementéarna a obidva tieto prvky pokryvaji najmensi prvok svizu S;
takato dvojica prvkov sa vo svize S’ nevyskytuje.

Ak by platilo S~A4 X B, S’ ~ A x B, musel by teda ka#dy zo svizov 4, B
maf viac ako jeden prvok. (Ak by totiZz sviiz 4 (B) obsahoval jediny prvok,
dostali by sme 4 ~ J, S~ (S’ ~8’), ¢o je spor 8 uz dokdzanym). Kedze
sviz 8 ma 10 prvkov, jeden zo svizov 4, B by musel mat dva prvky a druhy

4 T, j. plati tzv. Jordan-Dedekindova podmienka pre refazce.
® V lemméch 5—16 stadi predpokladat semimoduldrnost svizu S a vzfah Sg 8.
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5 prvkov. Predpokladajme, Ze sviz A mé dva prvky, sviz B pit prvkov.
Nech ag, @ (by, b) je najmensi, resp. najvacsi prvok svizu A(B). UvaZujme
prvky (@, by), (ag, b) € A X B. Pre ne plati: ‘

1. uvaZzované prvky st navzdjom komplementérne,

2. prvok (@, by) pokryva najmensi prvok svizu 4 X B,

3. ak (a, b) € 4 X B, (a, b) >(a, b,y), potom (a, b) N (ay, b) > (ag, by).

(Tvrdenia 1, 2 st zrejmé. Tvrdenie 3 dokdZeme takto: zo vztahu (a, b) >>

Z

Obr. 3 Obr. 4

> (@, by) vyplyva a = @, teda a = a. Tym dostavame vzfah (@, b) > (@, b,),
z ktorého vyplyva b > b,. Potom je:
(@, b) N (ag, b) = (@, b) N (ag, b) = (ag, b) > (aq, bo)-

V izomorfizme § ~ 4 X B by sa prvok (@, b,) musel zobrazif na taky prvok
sviizu S, ktory pokryva u, teda na prvok @, alebo ¥, . VySetrime prvii moznost
(@, by) <= x, . KedZe prvok a; ma jediny komplement, a to y;, muselo by podla 1.
a predpokladaného izomorfizmu svizov S, 4 X B platit y;«— (a,, b). Z vlast-
nosti 3 by potom vyplyvalo, Ze pre kazdy prvok p € 8§

P> => PNy >u

Pre prvok wx, viak plati 23 > z,, 23N y; = », ¢im sme dospeli k sporu.
Podobne dospejeme k sporu, ak predpokladdme (@, by)«—y, . Z toho vyplyva,
Ze sviz 8 je nerozloziteIny a tvrdenie vety je dokazané.

Lemma 4. Kafdy semimoduldrny sviz, ktory nie je moduldrnym, obsahuje
podsviiz, tzomorfny so svizom na obr. 3.

Dokaz. Nech S je semimodularny svéz. Ak by pre kazdua trojicu prvkov z,
y,z,prektoruplati 2 Uy =28, x5z, yszplatilozdroveiznysz,rNysy,
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sviiz by bol moduldrny ([1], str. 107, veta 3). Predpokladajme, e sviz 8§ nie
je moduldrny; potom existuje trojica prvkov @, ¥, 2, xrUy =2, xs2s8y, pre
ktor prvok 4 = z N y nie je pokryty oboma prvkami z, y. Pripadnou zmenou
oznadenia mdzeme dosiahnut, Ze existuje prvok y, u s x,, u < ; < . Z toho

vyplyva: y=uvy<yUys<sazUy=cz.

KedZe <y, z) je prvointerval a rovnost x; Uy = y je zrejme vyludena,
musi platif x; U y = 2. Z nerovnosti v < z; < # <z dalej vyplyva, Ze kazdy
refazec medzi u, 2 ma aspon 4 prvky, takze prvok y nemdéze pokryvat prvok u.
Teda existuje prvok y,, » < y; < y, u 8 ;. Podobne ako pre prvky =z, y sa
dokaze y; U x = z. Kedze =,, y, pokryvaja w, prvok v = x; Uy, pokryva
prvky 2, y;. Z uvedenych vztahov dostivame xUv =2, yUv = 2. Kedze
{w,, v), {y;, v) st prvointervaly, Tahko sa zisti platnost rovnic x nv = z,,
yuUv=y,. Tym je tvrdenie lemmy dokazané.

Poznamka. Z predoslej lemmy vyplyva, Ze neplatnost vety 1, [2] pre semi-
modularne svizy vyplyva z toho, Ze sa v danom semimodularnom svéze vy-
skytuje podsviz, izomorfny so svizom na obr. 3. Preto je prirodzena tato
otazka: predpokladajme, Ze svizy S, 8’ st semimoduldrne, S g 8’, a Ze kazdy
podsviz sviizu S a sviizu 8’ izomorfny so svéizom na obr. 3 sa zachova. Potom
plati analogické tvrdenie ako vo vete 1, [2] (t. . existuja svizy 4, B také,
e plati § ~Ax B, 8 ~ 4 x B)? Cielom daliich tivah tohto odseku je do-
kazat, Zze odpoved na tato otazku je kladna.

Definicia 7. Podsviz svizu S, izomorfny so svizom na obr. 3, budeme nazyvat
podsvizom typu C.

Lemma 5. Nech S g S, nech ry, r, st refazce medzi prokams z, y. Ak sa
jeden z mich zachovd, potom druhy sa tief zachovd.

Doékaz. Nech r, r, st refazce medzi prvkami x, y. Nech sa retazec r; za-
chové. Ak d(r;) = 2, tvrdenie lemmy je trividlne. Predpokladajme, Ze tvrdenie
je dokazané pre retazce dlzky 2, 3, ..., n — 1(n >>2), nech d(r,) = n. Nech
refazec r; (ry) (pozri obr. 4) je tvoreny prvkami

g=u U< Ll Uy =Y (=0, 1, ...< v, =)

Ak u, = v,, potom interval < z, v, > sa zachova podla predpokladu lemmy a
interval < v, y > (dlzky n — 1) sa zachova podla indukéného predpokladu.

Ak u, &= v,, oznadme u, U v, = 2. KedZe prvky u,, v, pokryvaji prvok z
a kedze svéz § je semimodularny, prvok z pokryva prvky u,, v,. Ak z = y,
potom refazec 7, (rp) je tvoreny prvkami z, u,, z (, vy, 2). Intervaly <z, u,),
{uy, 2) sa zachovaju podla predpokladu lemmy, interval (z, v,) (<v,, 2)) sa
zachovd podla lemmy 2, kedZe je jednoducho transponovany k intervalu
{uy, z) ({&, Uy)). Teda cely retazec r, sa v tomto pripade zachova.

Nech z < y. Nech 3 je nejaky retazec medzi z, y tvoreny prvkami z = w, <
L wp< oo <Wpy = y. (Retazecr md dlzku » — 2 podla lemmy 3.) Prvky
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wy < wy < Wy. . . < w,_, potom tvoria refazec dlzky n — 1 medzi u,, y. Kedze
refazec uy < ug< ... < u, = y sa zachovd podla predpokladu lemmy, za-
chové sa podla indukéného predpokladu tiez refazec ry. Zistili sme, %e prvo-
interval {w,, z) sa zachova. Teda sa zachova refazec v, < z < w, < wy ... <
< W, = y medzi u,, y, ktory m4 dlzku n — 1.

PodTa indukéného predpokladu sa potom zachové tiez ¢ast retazca r, medzi

Obr. 5 Obr. 6

prvkami v,, y, ktord mé dizku n — 1. Kedze interval (x, v,> sa zachovd (ako
sme uz zistili), zachova sa aj cely retazec r,.

Lemma 6. Nech ry, r, st refazce medzi x, y. Ak sa jeden z nich prevrdts,
potom sa previdti aj druhiyj.

Doékaz je rovnaky, ako v lemme 5 (slovo ,,zachova‘‘ treba vSade nahradit
slovom ,,prevrati‘).

Désledok: Ak sa jeden retazec medzi x, y zachova (prevrati), potom sa
cely interval z, y zachova (prevrati).

Lemma 7. Nech proky z, y si nezrovnatelné, nech zNy = u, Uy = v,
nech interval {u, x> sa zachovd. Potom sa zachovd tieZ interval (y, v).

Doékaz. Nech r, (r,) je Tubovolny retazec medzi u, = (u, ). Oznaéme d =
= d(r,) + d(ry). Ak d = 4, potom prvky =, y pokryvaja prvok u, teda v po-
kryva prvky z, y a dokazované tvrdenie vyplyva z lemmy 2. Predpokladajme,
7e tvrdenie je dokézané pre pripady d = 4, 5, 6, ... n — 1; nech d = n. Nech
retazec r, (r,) je tvoreny prvkami:

=0, ... <p=2w=y<p<.. . <yu=y).
Oznatme 2, U Y, = 2, a dalej (ak £ ™>2) xuz, =2(t=3, 4, ..., k)
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(pozri obr. 5). Pre vietky prvky z; je z; > y,. Ak by niektory z prvkov z; bol
mens$i alebo rovny ako prvok z, platilo by x>y, xny = y,, éo je spor
s predpokladom. Teda Ziaden z prvkov z; nie je mensi alebo rovny ako x. Tym
skor plati, Ze Ziaden z prvkov z; nie je mensi alebo rovny ako z; (j =1, ...,
k — 1). KedZe S je semimoduldrny sviz, z predoslého vyplyva, Ze interval

(Yo, 2 ((Zimy, %), 1 =3,...,k) je jednoducho transponovany k intervalu
{u, ) (@i_y, ), © =3, ..., k), teda vSetky intervaly <{y,, 2>, <{Zi—, 2>
(t =3, ..., k) sa zachovaji. Oznatme z, = Z.

Ak je teraz & = v, potom podla désledku za lemmou 6 cely interval <{y,, v>

sa zachova. Teda sa zachovd aj cely interval, {y, v}, kedZe zrejme je {y, v> C
c {Y,, V).

Ak < v, potom plati ZU y = v (kedze <%, x U y = v).

Oznaéme Z Ny = @. Zo vztahov Z > y,, y = y, vyplyva @ = y,. Podla
predoSlého cely interval <{y,, &) sa zachovd, teda sa zachové tiez interval
@, & c {y,, z). Kedze refazec medzi y,, # ma dlzku k, retazec medzi @, &
mé dlzku < k. Retazec medzi @, y mé zrejme dizku najviac { — 1 (pripad
Yy = y je teraz vyladeny, kedZe potom by bolo & = v). Z indukéného pred-
pokladu a z rovnic Zny =&, ZU y = v potom vyplyva, Ze interval <{y, v)>
sa zachova.

Lemma 8. Nech proky x, y si nmezrovnatelné, xny = u, xU y = v, nech
interval {(u, z) sa prevrati. Potom tiez interval {y, v) sa prevrati.

Postup dokazu je taky ako v predoslej lemme.

Lemma 9a. Nech proky x, y si nezrovnatelné, x 0y = u, x U y = v, nech
u s x. Potom plati y s v.

Do6kaz. Nech d je dlzka refazca medzi u, y. Pred d = 2 je tvrdenie zrejmé
(kedZe svdz S je semimoduldrny). Pred d >> 2 tvrdenie dokaZeme indukciou
vzhladom na d.

Ak d > 2, existuje prvok u,, u < u, < ¥y, u; s u. KedZe z, u, pokryvaja «,
tieto prvky st pokryté prvkom u, = z U u,. Lahko sa zisti, Ze prvky u,, y st
nezrovnatelné, a Ze plati u, N y = u;, u, U y = v. Refazec medzi u,, y ma
dlzku d — 1, teda podla indukéného predpokladu plati y s v, &. b. t. d.

Pozndmka. Na prikladoch sa lahko zisti, Ze dualne tvrdenie pre semimo-
dularne svizy neplati.

Lemma 9b. Nech proky z, y s nezrovnatelné, x Ny = u, Uy = v, nech
retazec medzi u, y md disku d. Potom refazec medzi x, v md difku mensiu alebo
rovnd ako d.

Doékaz. Nech [ je dlzka refazca medzi u, . Tvrdenie lemmy budeme do-
kazovaf indukciou vzhladom na I. Oznaéme znakom d (I) dlzku retazca medzi
z, v (¥, v).

a) Nech I = 2. Podla predoslej lemmy je potom 1= 2. Z Jordan-Dede-
kindovej podmienky vyplyva d + 1 = + d, teda d = d.

b) Nech I >> 2. Predpokladajme, Ze tvrdenie lemmy je dokdzané pre
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2,3, ..., 1 — 1. Za naSich predpokladoV eXistuje prvok xy, u < aj<x,u s x}.
Oznac¢me (pozri obr. 6).
Uy =19, hNe=uaw.

Oznadme dlzku retazca medzi u, x, (%1, ¥;) znakom [, (d;). Uvazujme prvky u,
1, . Podla Jordan-Dedekindovej podmienky plati:

d+2=104+d,.

Kedze I; = 2, plati d = d,. Ak y, = v, potom a; = @ a tvrdenie je dokdzané.
Ak y, < v, potom z rovnic 2 n ¥y, = x;, £ U y; = » a z toho, Ze dizka refazca
medzi prvkami @, x je najviac [ — 1, podla indukéného predpokladu vy-
plyva d, = d. Uhrnne dostdvame d = d.

Poznamka. Z kongtrukeie, prevedenej v ddkaze predoslej lemmy, vyplyva
spravnost tohoto tvrdenia:

Nech #, y st nezrovnatelné, xn y = u, U y = v; potom existuju prvky
Xgy «vvs Xy Yo, --- Yy také, Ze plati

Loow=xg< ;< ... < &, =z,

Y=Y th< ... < Yn=1

2. yi,8y; 0 =1,...m),

oo N Yy, =, Uy =1 0@=1...m).

Lemma 9. Nech proky x, y si nezrovnatdlné, x 0y =u, xUY = v, Y8,
nech inlerval (y, v) sa zachova, nech kaidy podsviz typu C sviizu S sa zachovd.
Potom tieZ interval {u, x> sa zachovd.

Doékaz. Nech d je dizka retazea medziu, y. Ak d = 2, potom kazdy retazec
medzi w, ¥ ma tri prvky, teda u s x s v. Interval (u, z) je potom jednoducho
transponovany k intervalu {y, v), takZe sa interval (u, x) zachova podla
lemmy 2.

Dalej predpoklédame, #e plati d = n > 2, a %e tvrdenic lemmy je dokdzané
pre pripady 2, 3, ..., n — 1. Z predpokladu vyplyva, Ze existuje prvok u,,
w<u, <y, usu,. Oznalme x U %, = Z. Zrejme je & < o <v. Pripad z = &
je vyluéeny, kedze potom by bolo . ny = u,, ¢o je proti predpokladu. Zo-
stavaja teda moznosti < v, T = v.

1. Nech & < v (pozri obr. 7). Oznatme potom & N y = u,. Zrejme je u, < y;
z rovnosti u, = y by viak vyplyvalo Z = v, ¢o je proti predpokladu. Teda
u<uy<_y. Z rovnic TNy =u,, Uy = v a z toho, Ze refazec medzi u,,
y mé4 dlzku najviac n — 1, podla indukéného predpokladu vyplyva, ze interval
{uy, ) sa zachova.

Zrejme plati 2 N u, = u, x U u, = &. Nech d, je dizka retazca medzi u, u,.
Plati d; < n — 1. Ak u, s T, potom interval u, = sa zachova podla indukéného
predpokladu. Ak u, s & neplati, rozdelime podla konStrukcie, opisanej v po-
znamke za lemmou 9b, interval {u,, Z) (Cu, x)) na prvointervaly {y;_;, ¥;>
(na intervaly {(z;_;, z;>) (¢ = 1, ..., m). KedZe interval {u,, &> sa zachovi,
zachovaji sa vietky prvointervaly <y;—, ;> (¢ = 1, ... m). Podla lemmy 9b
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retazec medzi z; 2 y; (i = 0, ..., m) md dlkunajviac d; < n — 1, tak¥e podla
indukéného predpokladu vetky intervaly (x;_;, #;> (i =1, . . . m) sa zachovaju.
Existuje teda refazec medzi u, x, ktory sa zachovi. Podla lemmy 5 cely
interval (u, x> sa zachova.

2. Nech # = v (pozri obr. 8). Ak by platilo u s z, prvointerval (u, ) by sa
musel zachovat (v opa¢nom pripade by sa podla lemmy 8 interval <y, v)>
prevrétil, o je spor s predpokladom). Staédi teda vySetrovat len pripad, ked x

A

Xy

u
Obr. 7 Obr. 8

nepokryva w. Potom existuje prvok z;, pre ktory plati u < x, < x, us .
Oznatme x, Uu; = v;. Podla predpokladu u,, x, pokryvaja », teda v, po-
kryva prvky z;, u,.

Zrejme v; <wv. Ak by platilo v; = v, potom by prvky u <z, < v, = v
tvorili refazec medzi u, v, ¢o je podla lemmy 3 v spore s predpokladom. Teda
v, < v. Zrejme je v, Ux = w,Ux=v, teda v, Uz =7v. Z toho vyplyva
vynx<_v. Kedze < 2, ;< v, z;sv,, musi byt znv, = 2,. Vztah
v, <y Je vyliéeny, kedZe potom by platilo ; <y, ; < an y v spore s pred-
pokladom. Vztah v; > y je tiez vyladeny, kedze potom by platilo u; < y < vy,
¢o je v spore s dokazanym vztahom u, s v;. Teda prvky v,, y st nezrovnatelné.
Oznaéme v, = v; U y. Zrejme je y < v, < v. KedZe y s v, plati v, = v. Kedze
wy < vy, %< Y, Uy 8 vy, musi platit v, Ny = u,.

Tym sme dokazali, Ze prvky z, y, », v, &, w,, v; tvoria podsviz typu C.
Podla predpokladu takyto podsvdz sa zachova, teda tiez interval {u, x) sa
zachové.

Lemma 10. Nech proky x, y st nezrovnatelné, x 0y = u, xU y = v, nech
v s y, nech interval {y, v) sa prevrdti, nech kaZdy podsviz typu C svizu S sa
zachovd. Potom tiez interval {u, x) sa prevrdts.
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Doékaz. Ak u sy, tvrdenie lemmy je zrejmé podla lemmy 3 a 2. Ak neplati
u s y, existuje prvok u,, u < u, < y, w s u;. Podobne ako v lemme 9 rozlisu-
jeme tu dve moznosti:

1. yyuaxz<w, 2.4, Ux =v. V pripade 1 je ddkaz rovnaky, ako v &asti 1
dokazu lemmy 9. (Slovo ,,zachovat‘‘ treba v8ade nahradit slovom,,prevratit‘‘.)
Ak by platila rovnost 2., (podla ¢asti 2 dokazu lemmy 9) prvky y, v by patrili
do intervalu typu C, teda interval {y, v) by sa musel zachovat, ¢o je spor
s predpokladom lemmy. Teda ak sa (y, v> prevrati, pripad 2 nemoze nastaf.

Lemma 11. Nech proky x, y st nezrovnatelnéd, x 0y = u, 2 U y = v, nech
interval {y, vy sa zachovd, nech kafdy podsviz typu C svizu S sa zachovd. Potom
interval {u, x> sa zachovd.

Doékaz. Nech prvky y = y, < y,< ... < y, = v tvoria retazec medzi y, v.
Oznalme z N y; = a; (¢ = 1, ..., n). Pre pevné ¢ mdze platit alebo z;_;, = z;,
alebo x;_; < x;. Pre d6kaz naSej lemmy zrejme staéi dokazat, Ze pre vSetky
dvojice prvkov z;_;, ;, pre ktoré je x;_, < x;, plati, Ze interval (z;_,, ;> sa
zachova.

Nech a;_, < x;. Potom y;,; < ;U ¥y <y;. Kedie {y;_;, y;> je prvo-
interval, plati alebo x; U ¥;_; = ¥;—;, alebo 2; U y;_, = y;. Z prvého vztahu
by v8ak vyplyvalo z; <y, teda Ny, = x;, x;_; = «; Vv spore s pred-
pokladom. Teda z; U y;_; = y;. Zrejme plati x; n y;_; = x;_,. KedZe {y;_;, ¥:>
je prvointerval, ktory sa podla predpokladu lemmy zachov, podla lemmy 10
sa zachova tiez interval {x;_;, ;).

Lemma 12. Nech proky x, y si nezrovnatelné, xn y = u, xU y = v, nech
interval {y, v) sa prevrdli, nech kaZdy podsviz typu C svizu S sa zachovd. Potom
wterval (u, x> sa prevrdti.

Dokaz, ktory spoédiva na lemme 10, je podobny, ako d6kaz lemmy 11.

Definicia 8. Zavedme na S reldciu By (R,) takto: pre x, y € S plati x = y (R,)
(x = y (Ry)) vtedy a len viedy, ked je alebo x = y, alebo interval {x Ny, z U >
sa zachovd (prevrdti).

Lemma 13. Nech u< v, u = v (R)) (v = v (R,)), z € S. Potom

wuz=vUz2(R)(uuz=vUz(R)).

Dékaz. Nech u < v.u =v (R) (u =v (R,)). Ak uUz =wvUz tvrdenie
lemmy jezrejmé. Ak u U z< v Uz, 0znatmeu Uz = %, 0 U 2 = ¥y, U NV = Uy.
Potom zrejme plati:

U<V, UV =01, U NV =1Uy.

Interval (u,, v> je éastou intervalu {u, v), teda interval {u,, v)> sa zachova
(prevrati). Zrejme je alebo {u,, v)> = {u;, v;> (a vtedy je spravnost tvrdenia
lemmy jasnd), alebo prvky u,, v s nezrovnatelné. Potom tvrdenie lemmy vy-
plyva z lemmy 7 (lemmy 8).

Lemma 14. Nech w<_ v, u = v (R,)) (v = v (Ry)), 2 € S, nech vdetky podsvizy
typu C svizu S sa zachovaji. Potom unz=vnz (R) (unz=v0nz2 (Ry)).
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Postup doékazu je analogicky ako v predoslej lemme a spodiva na pouZziti
lemmy 11 resp. 12.

Lemma 15. Nech kafdy podsviz typu C svizu S sa zachovd. Potom relicia R,
je vytvorujici rozklad na S.

Dokaz. a) Relacia R, je zrejme reflexivna a symetrickd. Tranzitivnost do-
kdzeme takto: nech x = y (R,), y =2z (R,). Oznatme:

TOY=1u, YNZ =1y, U N Uy = Uy,
TUY =10, yU2Z =10,, v, Uy, = 5.
Z uvedenych predpokladov a z definicie 8 vyplyva:
U =Y, Uy =Y, v =Y, v =y (R,
teda pouZitim lemmy 14, resp. 13 na prvy, resp. treti z napisanych vzfahov
Usg = U N Uy = YN Uy = Uy, V3=V, UV =Y U7, =10, (R).

Z predoslého vyplyva, 7e kazda z dvojic, ozna¢enych pismenami ug, uy; %s,
Y Y, Vs Uy, vy uddva alebo jediny prvok, alebo interval, ktory sa zachové.
Teda medzi u,, vy existuje refazec, ktory sa zachova, takze (podla lemmy 5)
plati alebo u, = v;, alebo interval <{u;, v;> sa zachova. V prvom pripade
zrejme plati @ = 2z, © =2z (R;). V druhom pripade prvky xnz, x Uz zrejme
leZia v intervale {ug, v5), takZe je alebo z Nz = x U 2, alebo interval {(xn z,
2 U 2> sa zachovd. V kazdom pripade je teda z =z (R,).

b) Nech a =y (R;) 2€8. Ak =1y, zrejme plati zUz =yuz(R).
Ak z = vy, potom:

u=zxznNy<_aUy=uv u=v(R), uvz=vUz (k).
Ak wuz=9ovUz potom zrejme plati zuz=yuz ak wuz-ZwvuUz:

potom (kedZ%e interval {unz, vuU2) sa zachova a prvky auz, yUz leZia
v tomto intervale), plati:

I

xUz=yUz(R).

Analogicky (pouzitim lemmy 14) sa dokaze vzfah znz = ynz(R,). Tym
je dékaz lemmy 15 vykonany.

Lemma 16. Nech kaZdy podsviz typu C svizu S sa zachovd. Potom relicia R,
je vytvorujice rozklad na S.

Postup dékazu je taky ako v lemme 15.

Poznamka. Analogicky by sme definovali relacie R;, R, na S (pozri defi-
niciu 8, ak viade ddme diarkované pismeny). KedZe podla predpokladu 8 je
tiez semimodularny svéz, plati: ak kazdy podsviz typu C svizu 8’ sa zachova,
potom Rj, R; st vytvorujace rozklady na §’.

Lemma 17. Nech kaZdy podsviz typu C svizu S a svizu S sa zachovd. Pre
rozklady R,, R, plati:

1. RnRB,=0, RuR,=1,

2. rozklady R, R, su doplnkové.
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Dékaz prvého, resp. druhého tvrdenia by sa vykonal presne takym postupom
ako dokaz lemmy 6, resp. 7 v praci [2].

Rovnakym postupom ako v [2] z toho vyplyva

Veta 2. Nech S, S’ st semimoduldrne svizy, nech Sg 8, nech vetky pod-
svizy typu C svizu S 1 S sa pri wvafovanom grafovom izomorfizme zachovaji.
Potom existuji také svizy A, B, Ze plati:

S~AX%X B, S ~A4 X B.

3.

Pripomefime najprv dve lemmy, odvodené v praci [2], ktoré platia pre
Tubovolny koneény sviz S.

Lemma 18. ([2], lemma 1) Nech a, b, ¢, d si navzdjom rézne proky svizu S,
nech a sbscsdsa. Potom proky a, b, ¢, d tvoria podsviz v S, v ktorom presne
dva, proky st nezrovnatelné.

Lemma 19. ([2], lemma 7. 2). Nech S g 8, nech interval {u, a) ({a, u))
sa zachovd, mech interval (u, b)Y (<b, ud) sa prevrdti. Potom plati anb =
=u(aUb=u).

Pozndmka. KedZe moduldrny sviiz neobsahuje Ziadny podsvéz typu C,
zlemmy 7, 8, 11 a 12 vyplyva toto tvrdenie: nech 8 je moduldrny sviz, S g S,
nech prvky =, y st nezrovnatelné, 2N y = u, U y = v. Ak sa jeden z inter-
valov (u, ), {y, v)> zachova (prevrati), potom sa aj druhy zachova (prevrati).

V dalsom budeme predpokladat, ze sviz S je modularny, a ze plati S g §'.

Lemma 20. Nech x <y, 2’ < ¥, x = 0. Potom inlerval {x, 11> sa zachovd.

Doékaz. Nech prvky o' = w] < uj< ... u, =y tvoria refazec medzi 2, y'.
Ak sa vetky intervaly I] = (u}, u/4,) (¢ = 1,... n — 1) zachovaja, potom
existuje retazec medzi z, y, ktory sa zachova a tvrdenie vyplyva z lemmy 5.

Ak by sa nicktory z intervalov I] prevratil, existoval by medzi nimi inter-
val I] s najmensim indexom, ktory sa prevrati. Intervaly I; (¢ <) by sa za-
chovali, takZe by platilo & < u; > w4, . Moznost @ = u; > w4, je zrejme vy-
ladena, kedze x = 0. Ak o < u;, potom prvky @ = u; < uy< ... < u; tvoria
retazec medzi z, u;, ktory sa zachova, teda cely interval {z, u;> sa zachova.
Kedze interval {u;4,, ;> sa prevrati, plati podla lemmy 19 2 U u;4; = u;, ¢o
je spor s predpokladom x = 0. Teda vSetky intervaly I; sa zachovaj.

Lemma 21. Nech v <y, &' < y'. Potom interval {x, y)> sa zachovd.

Dékaz vykondme indukeciou vzhladom na d(x). Pre d(x) = 0 je tvrdenie
dokazané v predoslej lemme.

Nech d(x) = n. Nech 2’ = u} < u{ < ... < uj = ¥y je refazec medzi «’, .
Ak sa vietky intervaly <u{, u/y;> (1 =1,..., k — 1) zachovajG, platnost
tvrdenia je zrejma. Predpokladajme, Ze I} je interval s najmensim indexom,
ktory sa prevrati. Potom plati < u; > upy,. Ak x = uy, vtedy wp < < ¥,
)41 Y, d(up4,) < m, teda podla indukéného predpokladu (¥4, ¥ sa zachova,
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takze interval (uy4y, > € {%+1> ¥) by sa musel tiez zachovat, &o je spor s pred-
pokladom.

Ak < u;, potom interval {x, ;> sa zrejme zachovi. Podla lemmy 19
2 U Uy = uy. Oznatme N 44y = z,. Podl'a poznamky za lemmou 19 interval
(@, wp4,> sa zachovd, teda ;< wjy,. Zrejme je d(x,) < d(x) = n. Uhrnne
pre x, plati o, < o<y, a7 uj, < y'.

Podla indukéného predpokladu interval {z;, y> sa zachova. Potom by sa
musel zachovaf tiez interval {(x;, ) a podla pozndmky za lemmou 19 tiez
interval {u;4,, >, ¢o je spor s predpokladom. Teda vsetky intervaly I sa
zachovaji.

Kedze retazec 2’ = ui<usj< ... < uj, =y medzi ', y bol vybrany
I'ubovolnym sposobom, zarovell sme dokdzali, Ze kaZdy refazec medzi x’, ¥
sa zachovd, teda cely interval <z’, y')> sa zachova.

Pozndmka. Na prikladoch sa lahko zisti, Ze lemmy 20 a 21 pre vieobecné
(nemoduldrne) svizy neplatia.

Lemma 22. Nech proky &', o, &' == y' pokryvajic prvok v = &’ 0 y’, nech
0 = y<u <z Potom prvok v' = o' Uy’ pokryva proky ', y'.

Doé6kaz. Nech o’ = 2y < a3 < ... a; = v’ je Ilubovolny retazec medzi ', v".
Oznacme I = {(a}, 2l41> 0 =1, ... k — 1). Ak by sa vSetky tieto intervaly
zachovali, platilo by < < v, «' < ¢'. Podla lemmy 21 by sa potom cely
interval (w’, v") zachoval, éo je spor s predpokladom y<_ u. Teda medzi
intervalmi I existuje interval I} s najmensim indexom, ktory sa prevrati.
Potom zrejme plati: u< x < #;, x4, < @, interval (u, x;) sa za-
chovd, interval {x;4,, x;) sa prevrati. Podla lemmy 19 plati u U 24, = 2.
Teda prvky u, @4, s nezrovnatelné. Kedze d(u) = 1, musi platit x;;, nu =

Oznadéme x N 234, = v;. Ak by bolo v; = y, potom (kedZe x4, = y) by
prvky , 24, boli nezrovnatelné, x = x; a prvky y, u, z, ;, 2;4,, by tvorili ne-
moduldrny podsvdz v S, ¢o nie je moiné. Teda v, > y. Zrejme je v, < x.
Kedze dlzka retazca medzi y, x je 2, musi platit y s v, s z, teda tiez y’ s v; s ',
Podla predpokladov dokazovanej lemmy a lemmy 18 je potom v; = &' U y’ =
=,y svsa’, ¢ b.t.d

Befinicia 9. Definujme podmnofinu Y c 8 takto: prvok y patri do mnoziny Y
viedy a len vtedy, ked k nemu existuji proky x, w také, Ze plati:

l.y<u<z ysusuz,

2. 2 0y =,

3. prvok u memd relativny komplement v intervale (y, x).

Lemma 23a. Predpokladajme, Ze prvok y patri do mmoZiny Y. Oznacme
d(y) = n. Potom existuje prvok y, € Y, pre ktory plati d(y,) =n — 1.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady lemmy. Pouzivajme rovnaké oznade-
nia ako v lemme 22 (okrem predpokladu y = 0). Rovnakym postupom ako
v dokaze lemmy 22 sa zisti, e medzi prvointervalmiI{ musi existovat interval /;
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s najmendim indexom, ktory sa prevrati. Z predoglého zrejmym postupom
vyplyva:

d(@p41) = dzy) — 1 = d(x) > d(y),
takZe nemoéze platit x;4; < y. RozliSujme dve moZnosti:

a) x4, > y. Prvky @4, u st zrejme nezrovnatelné (keby boli zrovnatelIné,
interval (w;4,, ;> by patril do intervalu <, z,>, teda by sa zachoval, ¢o je
proti predpokladu). Kedze y s u, %14y
s x;, by potom bolo:

UN Xy = Y, w0 Ty = 5.

Vtedy by vsak prvok v, = xn x4,
bol zrejme relativnym komplementom
prvku » v intervale <y, x), ¢o je v spore
s predpokladom. Teda vztah 2, >y
nemdze platit.

b) Predpokladajme, Ze prvky x;.,, ¥
s nezrovnateIné (pozri obr. 9). Potom
zrejme plati y 0 234, = 2;. Oznacme
YN x4, = Y,. Zo vztahu x4 8 2; vy-
plyva y, s y. Oznaéme dalej:

Obr. 9

UN Dy = Uy, TOXpyq = 2y

Zrejme plati 1) y, s uy s %y, y; < uy < @,. Z poznadmky za lemmou 19 vy-
plyva, ze interval {y,, u,> ({u;, x,>) sa prevrati (zachova). Lahko sa zisti, Ze
potom plati 2°) 2{ n ¥, = u;.

Podla vety 6, str. 113 z prdce [1] transponované intervaly (y, z), {y,, ;>
st izomorfné, pricom v uvazovanom izomorfizme prvku u' je priradeny
prvok u,. KedZe w nemé relativny komplement v <{y, ), nemé wu, relativny
komplement v intervale <{y,, #,>. Z toho podla 1" a 2’ vyplyva y, € Y. Zrejme
je d(y;) = n — 1. Tym je tvrdenie lemmy dokdzané.

Lemma 23b. MnoZina Y je prdzdna.

Doékaz. Ak by prvok y lezal v mnozine Y, oznaéme d(y) = n. PouZijic
n-krat za sebou predosli lemmu dostali by sme vztah 0€ Y, o je v spore
s lemmou 22.

Z toho bezprostredne vyplyva

Lemma 23. Nech y<<u< =z ysusz, 2 Ny = u'. Potom existuje rela-
tivny komplement proku w v intervale {y, z).

Poznamky.

1. Analogickym postupom by sa dokazalo dudlne tvrdenie k predoslej
lemme.

2. Nech st splnené predpoklady z predoslej lemmy. PouZivajme tam za-
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vedend oznadenia. Nech r je relativny komplement prvku u v intervale (¥, ).
KedZze S je modulérny svéz, plati y s » s . Z uvedeného a lemmy 18 vyplyva,
ze potom musi platit 2" v g’ =",

Platnost dudlneho tvrdenia by sme zistili analogicky.

Lemma 24. Nech proky @, i, &' =y pokryvajic prvok w' = a’ n y'. Potom
&,y st pokryté prokom v = ' U y'.

Doékaz.

a) Nech vSetky prvky «, y, w s zrovnatelné. Potom tvrdenie lemmy vy-
plyva z lemmy 23 a za 1iou nasledujacich poznidmok.

b) Nech medzi prvkami z, y,  existuje dvojica nezrovnateInych prvkov.
Kedze plati z s u s y, takto dvojicu mézu tvorit len prvky z, y a plati alebo
zNy=u, alebho xU y = u. V prvom pripade oznalme zU y = v,. Kedze
8 je moduldrny sviz, prvok v, pokryva prvky z, y, takie xsv; sy, 2 sv;sy.
Podla predpokladu lemmy a lemmy 18 musi byt v, = 2’ Uy =, 2’ sv' sy
V druhom pripade oznaéme x Ny = v,. Z modularnosti svizu S vyplyva
xsvysy, teda &’ svjsy,v; =

Lemma 25. Nech proky o', y', @ sy sé pokryté prokom v = 2’ Uy
Potom ', y' pokryvaji prvok v = 2’ n y'.

Doékaz je k dokazu lemmy 24 dudlny.

Veta 3. Nech S je moduldrny sviz, nech S g §'. Potom sviz 8 je moduldrny.

Dékaz. Podla vety 3, kap. V., [1] podmienky vyslovené v lemméch 24
a 25, zaruduju moduldrnost svidzu S.

Poznamka, Pre semimoduldrne svizy analogicka veta neplati. Priklad: Nech
8 je sviiz na obr. 3, nech 8’ = S. Zrejme je S g &, sviz S je semimoduldrny,
sviz S’ vak nie je semimoduldrny.

Doglo dila 20. februdra 1954.
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O T'PASUMYECKOM MN3OMOPDUSME ITOJYAELEKVMHIOBBIX
CTPYKTYP

SIH AKYBUR
BErIBO B

Monsrne rpagmaeckoro msomopdusma cTpyrtyp seesiero I'. Bupkrogom (em. [1], crp. 23
m 42). B cTathe aBTopa [2] paccMOTpElE HEKOTODBe BOUPOCH, Kacaoummnecs rpadugeckoro
mzoMopuaMa  JICAeKMHJOBLIX CTPYKTYp. I'NIaBHEIM pe3yJsibTaTOM SIBJIAETCS CICHyION[as
reopema ([2], Teopema 1):

ITycte S, S’ — KoOHEYHEIC JIeleKAHJ(OBLI CTPYKTYPLL, OycTh S, S’ rpadmyecku U30MOpPHL.
IToroM cycuecTByloT Takme CTPYKTYPH A, B, uto crpykrypa S usomoppHa AX B n CTPyK-
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rypa S’ msomopdma crpyrType AXB (3mecs AX B ofosmauaer fipaMoe mpouaBefieiiie
cTpyKTyp A, B = A crpyxrypy, ABOHCTBEHHYIO CTPyKType A).

B xomme crarbu [2] IOMEIIEHL CIEAYIOUe HEPeleHne BOIPOCK:

a) CnpaseiimBa TeopeMa 1 JUIs HOJy/leleKAHTOBEIX CTPYKTYP?

b) Ilycte S — HcHCKUHIOBA CTPYKTYypa, HmycTh cTpykrypa S’ rpaduyecknm msomopdua
crpyurype S. Ciemyer-im W3 TOTO, 4TO CTPYKTypa S’ TOKe JHefeKHHAoBa?

B wactu 2 cTaThU [OKa3aH OTPHILIATENLHLIE OTBeT Ha BoIpoc a). Jlasee MOKaskBaeTcs
ociaGmennas fopma TeopeMsl 1, [2], KoTopad OcTaHer B Cuwle U Ui NOJyMeAeKAHIOBHIX
cTpykTyp. B uacrtm 3 noKasaHO, UTO OTBeT Ia BOLIPOC b) MOJOMKHTeseH.
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