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O G R A F O V O M I Z O M O R F I Z M E 
S E M I M O D U L Á R N Y C I I S V Á Z O V 

J Á N J A K U B 1K, Košice. 

Pojem grafového izomorfizmu svázov zaviedol G. B i r k h o f f (pozři [1]. 
str. 23 a 42). V práci [2] boli vyšetřené niektoré otázky, ktoré sa týkajú grafo­
vého izomorfizmu moduláiTiyeh svázov. Najdóležitejší vyhsledok znie takto : 

Nech 8, S' sú konečné modulárně svazy, nech S, S' sú gráfovo izomorfně. 
Potom existujú také svazy A, B, že svaz 8 je izomorfný so svázom 4̂ X i? a sú-
casne svaz 8' je izomorfný so svázom A X B ([2], veta l ) . 1 

Na konci práce [2] boli vyslovené tieto neriešené otázky (uvádzame ich, 
ako aj niektoré definície a lemmy z [2] v plnom znění, keďže číslo časopisu, 
obsahujúce prácu [2] je doteraz v tlači): 

,,a) Platí veta 1 pre semimodulárne svazy? (Zdá sa pravděpodobným., že 
neplatí). 

b) Nech 8 je konečný modulárny svaz, nech svaz 8ř je gráfovo izomorfný 
so svázom 8. Vyplýva rz toho, že aj svaz S' je modulárny ? (Kladná odpověď sa 
zdá velmi pravděpodobnou). 

c) Vyšetřit, do akej miery sa dajú predchádzajúce výsledky přemést na 
nekonečné modulárně svazy, ak miesto relácie g2 medzi svázmi 8, S' před­
pokládáme, že tieto svazy sú topologicky ekvivalentně (vzhiadom na niektorú 
z topologií, ktoré sa obvykle vo svázoch zavádzajú). ť £ 

V tomto článku vyšetříme otázku a) a b). V odseku 1 zopakujeme známe definí­
cie a lemmy, ktoré sú ďalej potřebné. V odseku 2 na příklade dokážeme, žo 
spomínaná veta 1 z práce [2] pre semimodulárne svazy vo všeobecnosti neplatí. 
Ďalej dokážeme, že v istej zoslabenej formě tá to veta ostává v platnosti aj pre 
semimodulárne svazy (t. j . ak sú splněné niektoré ďalšie předpoklady o uvažo-
vanom grafovom izomorfizme). 

V odseku 3 vyšetříme otázku b). Dokážeme, že odpověď je kladná. Vy­
šetřeme otázky c) pre špeciálny případ metrických svázov bude predmetom 
ďalšej práce. 

1. 

O všetkých svázoch, uvažovaných ďalej, budeme předpokládat, že sú ko­
nečné. 

1 Znakorn Á označujeme svaz duálny k A. 
2 Takto označujeme grafový izomorfizmus. 
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Ďeíinícia 1. Ňech & je svaz, a, b ě S. Budeme hovořit, ze prvky a, b sú susedné 
(v označeni a s b), ak alebo prvok a je pokrytý prvkom b, alebo prvok b je pokrytý 
prvkom a. Ak platí a s b, dvojicu prvkov (a, b) budeme nazývat elementárnou 
dvojicou (e dvojica). E dvojice (a, b), (b, a) budeme povazovat za ekvivalentní. 

Definícia 2. Nech existuje jedno-jednoznačné zobrazenie svazu S na svaz S', 
ktoré zachovává reláciu susedstva. Podrobnejšie: ak x, y € S, x , y' € S, x «—*x', 
y <~+ y , potom xs y o x' sy . Budeme hovořit, ze svazy S, S' sú gráfovo izomorfní 
a budeme písaf S g S'. 

Poznámka. Nech S g S'. Písmenami a, b, c, . . ., x, y, z, . . . budeme všade 
rfalej označovat prvky svazu S\ písmenami a', b', c', . . . , x', y', z', . . . budeme 
označovat tie prvky svazu S, ktoré sú v uvažovanom zobrazení, ktoré sprostred-
kuje grafový izomorfizmus, priradené prvkom a, b, c, ..., x, y, z . . . 

Definícia 3. Nech S je modulárny svaz, nech asbscsdsa. Potom hovoříme, 
ze e. dvojice (a, b), (c, d) sú navzájom jednoducho transponované. Budeme hovořit, 
ze prvointervaly (x, y}, (u, v} sú jednoducho transponované, ak příslušné e. 
dvojice sú jednoducho transponované. 

Poznámka. Lahko za zistí, že prvointervaly (a, b}, <c, d} sú jednoducho 
transponované vtedy a len vtedy, keď platí: 

b n c = a, bl) c = d, a s c, b s d 
alebo 

d n a = c, d\J a = b, esa, d s b. 

Lemma 1. ([2], lemma 3.) Nech S g S', nech e. dvojice (a, b), (c, d) stí jedno­
ducho transponované', potom tiez e. dvojice (a', b'), (c, ď) sú jednoducho transpo­
nované. 

Poznámka. Predošlá lemma bola v práci [2] vyslovená za předpokladu, že 
svazy S, S' sú modulárně, v dókaze však předpoklad o modulárnosti svázov S, 
S' nebol použitý. 

Definícia 4. Ak pre prvky x = x±<^ x2<^ . . . <^ xn = y platí x% s xi+1 

(i= 1, . . . , n — 1), množinu r = {xx, x2, ... xn} budeme nazývat refazcom medzi 
prvkami x, y. Číslo n budeme volat dízkou retazea r [a označovat d(r)~\* 

Definícia 5. Nech S g S', nech a s b, a<^b. Ak a' <C b' (a' ^> b'), hovoříme, 
ze e. dvojica (a, b) sa pri uvažovanom grafovom izomorfizme zachová (převrátí). 
Hovoříme, ze retazec, resp. interval sa zachová, resp. převrátí, ak každá e. dvojica 
tohto retazea, resp. intervalu sa zachová, resp. převrátí. Nech S0 je podsvaz svazu S. 
Hovoříme, ze S0 sa zachová (převrátí), ak pre lubovolné prvky a, b € S, a<C b 
platí, ze interval (a, 6> sa zachová (převrátí). 

Lemma 2. ([2], dósledok lemmy 5). Nech (a, b), (c, d) sú jednoducho transpo­
nované e. dvojice. Ak sa pri danom grafovom izomorfizme jedna z nich zachová 
(převrátí), potom sa aj druhá zachová (převrátí). 

3 Podlá terminologie, používanej v [1], uvažujeme len maximálně reťazce medzi x, y. 
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Lemma 3. Nech S je semimodulamy svaz, nech rx, r2 sú reíazce meďzi prvkami 
x, y. Potom d()\) = d(r2).4 ([1], str. 106 a 148). 

Deflnícia 6. Nech S je semimodulamy svaz, nech x^> 0, nech r je retazec 
medzi 0, x. Číslo d(r) -— 1 budeme nazývat dimenziou prvku x a označovat d(x). 
Ak x == 0, položíme d(0) = 0. 

2. 

V celom tomto odseku budeme předpokládat, že svazy S, S' sú semimodu-
lárne, a že platí S g S' * 

Veta l f Veta 1 z práce [2] pre semimodulárne svazy neplatí. 

D ó k a z . Nech S je svaz na obrázku 1, S' svaz na obr. 2. Eahko sa preverí, 
že platí S g S'. Svazy S, S' sú nie izomorfně, keďže vo svaze S existuje dvojica 
navzájom komplementárnych prvkov x3, y3, ktore sú pokryté najvácším 
prvkom svazu S; vo svaze S' dvojica s takýmito vlastnosťami neexistuje. 
Podobné svazy S, S' sú nie izomorfně, keďže dvojica prvkov x3, y3 vo svaze S 
je komplementárna a obi dva t ieto prvky pokrývajú naj menší prvok svazu S; 
takáto dvojica prvkov sa vo svaze S' nevyskytuje. 

Ak by platilo S ~A X B, S' ~ A X B, musel by teda každý zo svázov A, B 
mať viac ako jeden prvok. (Ak by totiž svaz A (B) obsahoval jediný prvok, 
dostali by sme A ~ A, S ~ S', (S ~ S'), co je spor s už dokázaným). Keďže 
svaz S má 10 prvkov, jeden zo svázov -á, B by musel m a í dva prvky a druhý 

4 T. j . platí tzv. Jordan-Dedekindova podmienka pre reťazce. 
6 V lemmách 5—16 stačí predpokladať sernimodulárnosť svazu S a vzťah S g S'. 
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S prvkov. Predpokladajme, že svaz Á má dva prvky, svaz Ě p a i prvkov. 
Nech a0, a (b0, b) je najmenší, resp. najváčší prvok svazu A(B). Uvažujme 
prvky (a, b0), (a0,b)€ A X B. Pre ne platí: 

1. uvažované prvky sú navzájom komplementárně, 
2. prvok (a, b0) pokrývá najmenší prvok svazu A X B, 
3. ak (a, 6 ) 6 i x B, (a, b) > ( « , b0), potom (a, b) n (a0, b) >> (a0, b0). 
(Tvrdenia 1, 2 sú zřejmé. Tvrdenie 3 dokážeme takto: zo vzťahu (a, b) ̂ > 

^> (či, b0) vyplývá a .> a, teda a = a. Tým dostáváme vzťah (á, b) ^> (a, b0), 
z ktorého vyplývá 6 > 6 0. Potom je: 

(a, b) n (a0, b) = (a, b) n (a0, b) = (a0, b) > (a0, b0). 

V izomorfizme 8 ~ A X B by sa prvok (5, b0) musel zobraziť na taký prvok 
svazu 8, ktorý pokrývá u, teda na prvok x± alebo yx. Vyšetříme prvú možnosť 
(a, b0) «—• x x . Keďže prvok ^ x má jediný komplement, a to Í/3 , muselo by podlá 1. 
a předpokládaného izomorfizmu svázov S, Ax B platiť y3+->(a0, 6). Z vlast­
nosti 3 by potom vyplývalo, že pre každý prvok p 6 8 

V > xi "=> V n y3 > u-

Pre prvok x3 však platí -r3 > ^ , x3 n ?/3 -== w, cím sme dospěli k sporu. 
Podobné dospějeme k sporu, ak předpokládáme (a, b0)<-^y1. Z toho vyplývá, 
že svaz 8 je nerozložitelný a tvrdenie vety je dokázané. 

Lemma 4. Kazdy semimodulárny svaz, ktorý nie je modulárnym, obsahuje 
podsváz, izomorfný so svázom na obr. 3. 

'Dókaz. Nech 8 je semimodulárny svaz. Ak by pre každú trojicu prvkov x, 
y, z, pre ktorú platí x\j y = z 8, x s z, y s z, platilo zároveň x n y s x9 x n y s y, 
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svaz by bol modulárny ([l], str. Í01, veta 3). ÍPredpokíadajme, že svaz $ nie 
je modulárny; potom existuje trojica prvkov x, y, z, x\J y = z, xszs y, pre 
ktorú prvok u = x n y nie je pokrytý oboma prvkami x, y. Př ípadnou změnou 
oznacenia móžeme dosiahnuť, že existuje prvok xx, u s xx, u < xx < x. Z toho 
vyplývá: J r J y = u U y <. xxU y ^ x \J y = z. 

Keďže <y, z} je prvointerval a rovnosť xx U y = y je zrejme vylúcená, 
musí platiť a?! U y = z. Z nerovností u < a^ < x < z ďalej vyplývá, že každý 
reťazec medzi w, z má aspoň 4 prvky, takže prvok y nemóže pokrývat prvok u. 
Teda existuje prvok yx, u<^ yx<^ y, us yx. Podobné ako pre prvky xx, y sa 
dokáže y1U x = z. Keďže x1, yx pokrývajú u, prvok v = x± u yx pokrývá 
prvky xx, yx. Z uvedených vzťahov dostáváme x\j v = z, y U v = z. Keďže 
<x±, v}, <yx, v} sú prvointervaly, Tahko sa zistí platnost rovnic x n v = xx, 
y \j v = yx. Tým je tvrdenie lemmy dokázané. 

Poznámka. Z predošlej lemmy vyplývá, že neplatnost vety 1, [2] pre semi-
modulárně svazy vyplývá z toho, že sa v danom semimodulárnom svaze vy­
skytuje podsváz, izomorfný so svázom na obr. 3. Preto je prirodzená t á t o 
otázka: predpokladajme, že svazy S, S' sú semimodulárne, S g S', a že každý 
podsváz svazu S a svazu S' izomorfný so svázom na obr. 3 sa zachová. Potom 
platí analogické tvrdenie ako vo vete 1, [2] (t. j . existujú svazy A, B také, 
že platí S ~Ax B, S' ~ A x B)\ Ciefom dalších úvah tohto odseku je do­
kázat, že odpověď na tuto otázku je kladná. 

Definícia 7. Podsváz svazu S, izomorfný so svázom na obr. 3, budeme nazývat 
podsvázom typu C. 

Lemma 5. Nech S g S', nech rl9 r2 sú reťazce medzi prvkami x, y. A/c sa 
jeden z nich zachová, potom druhý sa tiez zachová. 

D ó k a z . Nech rx, r2 sú reťazce medzi prvkami x, y. Nech sa reťazec rx za­
chová. Ak d(rx) = 2, tvrdenie lemmy je triviálně. Predpokladajme, že tvrdenie 
je dokázané pre reťazce dížky 2, 3, . . . , n —- l(n ^> 2), nech d(rx) = n. Nech 
reťazec rx (r2) (pozři obr. 4) je tvořený prvkami 

x = u1<u2< . . . < un = y (x = vx<Cv2...<Cvn = y). 

Ak u2 = v2, potom interval < x, v2 ]> sa zachová podlá předpokladu lemmy a 
interval < v2, y^> (dlžky n — 1) sa zachová podlá indukcného předpokladu. 

Ak u2 4= v2, označme u2 u v2 = z. Keďže prvky u2, v2 pokrývajú prvok x 
a keďže svaz S je semimodulárny, prvok z pokrývá prvky u2, v2. Ak z = y, 
potom reťazec rx (r2) je tvořený prvkami x, u2, z (x,v2,z). Intervaly (x, u2}, 
<u^, z} sa zachovajú podlá předpokladu lemmy, interval (x, v2) (<v2, z}) sa 
zachová podlá lemmy 2, keďže je jednoducho transponovaný k intervalu 
<u2, z} «x, u2}). Teda celý reťazec r2 sa v tomto případe zachová. 

Nech z<iy. Nech rs je nějaký reťazec medzi z, y tvořený prvkami z = wx < 
< w2<i . . . <jwm-2 = y. (Reťazecrmá dízku n — 2 podlá lemmy 3.) Prvky 
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u2 < wx < w2... < wn_2 potom tvoria reťazec dížky n —- 1 medzi u2, y. Keďže 
reťazec u2 < u3 < . . . < w„ = y sa zachová podlá předpokladu lemmy, za­
chová sa podlá indukcného předpokladu tiež reťazec rs. Zistili sme, že prvo-
interval (v2, z} sa zachová. Teda sa zachová reťazec v 2 < 2 < w 2 < w9 . .. < 
< wn-2 = V medzi ^ 2 ) Í/5 ktorý má dížku n — 1. 

Podlá indukcného předpokladu sa potom zachová tiež casť reťazca r2 medzi 

prvkami v2, y, ktorá má dlžku n — 1. Keďže interval (x, v2y sa zachová (ako 
sme už zistili), zachová sa aj celý reťazec r2. 

Lemma 6. Nech rx, r2 sú refazce medzi x, y. Ak sa jeden z nich převrátí, 
potom sa převrátí aj druhý. 

D ó k a z je rovnaký, ako v lemme 5 (slovo ,,zachováťC třeba všade nahradit 
slovom , ,prevráti£ í). 

D ó s l e d o k : Ak sa jeden reťazec medzi x, y zachová (prevráti), potom sa 
celý interval x, y zachová (prevráti). 

Lemma 7. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, nech x O y = u, x\j y = v, 
nech interval (u, x} sa zachová. Potom sa zachová tiez interval (y, v}. 

D ó k a z . Nech rx (r2) je lubovolný reťazec medzi u, x (u, y). Označme d = 
= d(rx) -f d(r2). Ak d = 4, potom prvky x, y pokrývajú prvok u, teda v po­
krývá prvky x, y a dokazované tvrdenie vyplývá z lemmy 2. Předpokládá jme, 
že tvrdenie je dokázané pre případy d = á, 5, 6, . . . n — 1; nech d = n. Nech 
reťazec rx (r2) je tvořený prvkami: 

x2< . . . < xk = x (u = yx< Í / 2 < . . . < yx = y). u = xл 

Označme x2 u y2 == z2 a ďalej (ak k > 2) x$ U zi^1 = zé(i = 3, 4, к) 
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(pozři obr. 5). Pre všetky prvky z{ je zé > y2. Ak by niektorý z prvkov z{ bol 
menší alebo rovný ako prvok x, platilo by x^>y2, x n y ^ y2, co je spor 
s predpokladom. Teda žiaden z prvkov z*% nie je menší alebo rovný ako x. Tým 
skór platí, že žiaden z prvkov zf- nie je menší alebo rovný ako Xj (j = 1, . . . , 
i — 1). Kedže S je semimodulárny svaz, z predošlého vyplývá, že interval 
(í/2> z2> ((zi-i> zi)> i == 3, . . . , i?) je jednoducho transponovaný k intervalu 
(u, x2) ((XÍ_X, Xi), i = 3, . . . , &), teda všetky intervaly (y2, z2), (z^, z,-> 
(i — 3, . . . , k) sa zachovajú. Označme zk = x. 

Ak je teraz x = v, potom podFa dósledku za lemmou 6 celý interval (y2, v) 
sa zachová. Teda sa zachová aj celý interval, (y, v), keďže zrejme je (y, v) c 
c (y2, v). 

Ak x <^ v, potom platí x u y = v (keďže x <C x, x u y = v). 
Označme x n y = u. Zo vžťahov x > y2, y -> y2 vyplývá u ^ y2. Podlá 

predošlého celý interval (y2, x) sa zachová, teda sa zachová tiež interval 
(u, x) c (y2, x). Keďže reťazec medzi y2, x má dížku k, reťazec medzi u, x 
má dížku < k. Reťazec medzi u, y má zrejme dlžku najviac l — 1 (případ 
y% — V je teraz vylúcený, keďže potom by bolo x = v). Z indukcného před­
pokladu a z rovnic x n y = u, x [j y = v potom vyplývá, že interval (y, v) 
sa zachová. 

Lemma 8. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x\j y = v, nech 
interval (u, x) sa převrátí. Potom tiež interval (y, v) sa převrátí . 

Postup dókazu je taký ako v predošlej lemme. 
Lemma 9a. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x\j y = v, nech 

usx. Potom platí y s v. 
D ó k a z . Nech d je dlžka reťazca medzi u, y. Před d = 2 je tvrdenie zřejmé 

(keďže svaz S je semimodulárny). Před d > 2 tvrdenie dokážeme indukciou 
vzliTadom na d. 

Ak d > 2, existuje prvok ul9 u<Z u±<^ y, u± s u. Keďže x, ux pokrývajú u, 
tieto prvky sú pokryté prvkom u2 = x\j u1. Eahko sa zistí, že prvky u2, y sú 
nezrovnatelné, a že platí u2 n y = ux, u2 u y = v. Reťazec medzi ux, y má 
dížku d — l, teda podlá indukcného předpokladu platí y s v, č. b . t . d. 

P o z n á m k a . Na príkladoch sa lahko zistí, že duálně tvrdenie pre semimo-
dulárne svazy neplatí. 

Lemma 9b. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x\j y = v, nech 
retazec medzi u, y má dlžku d. Potom retazec medzi x, v má dížku menšiu alebo 
rovnu ako d. 

D ó k a z . Nech l je dížka reťazca medzi u, x. Tvrdenie lemmy budeme do-
kazovať indukciou vzhladom na l. Označme znakom d (l) dížku reťazca medzi 
x, v (y, v). _ 

a) Nech l = 2. Podfa predošlej lemmy je potom l = 2. Z Jordan-Dede-
kindovej podmienky vyplývá d + l == l + d, teda d = d. 

b) N e c h ř > 2 . Predpokladajme, že tvrdenie lemmy je dokázané pře 
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2, 3, . . . , l — 1. Za našich predpokladov existuje prvok x[, u<^ x[ <^x, u s x[. 
Označme (pozři obr. 6). 

xi U y = Ví' yi^ x = xx. 

Označme dížku reťazca medzi u, xx (x1, yx) znakom lx (dx). Uvažujme prvky u, 
yA. Podlá Jordán-Dedekindovej podmienky platí: 

Keďže lx ~t 2, platí d^ dx. Ak yx = v, potom xx = x a tvrdenie je dokázané. 
Ak yx <^ v, potom z rovnic x n yx = xx, x u yx == v a z toho, že dlžka reťazca 
medzi prvkami xx, x je najviac l — 1^ podlá indukčného předpokladu vy­
plývá dx -> d. Úhrnné dostáváme d -̂  d. 

Poznámka. Z konštrukeie, prevedenej v dókaze predošlej lemmy, vyplývá 
správnost tohoto tvrdenia: 

Nech x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x U y = v; potom existujú prvky 
x0, . . ., xm, y0, . . . ym také, že platí 

I. . Lv O <^ v^-, 1 < ^ - - « • • * \ ^ Yťl J 

y = Ž/O < Ž/I < • • • < ym = v, 
2. y^siji (i = 1, . . . m), 
3. Xi n y^x = x^, Xi u 2/£_i — y'i (i = l, ... w). 

Lemma 9. NecH, prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x u y = v, y s v, 
nech interval (y, v) sa zachová, nech každý podsváz typu C svazu S sa zachová. 
Potom tiez interval (u, x) sa zachová. 

D ó k a z . Nech d je dížka reťazca medziu, y. Ak d = 2, potom každýreťazec 
medzi u, v má tr i prvky, teda u s x s v. Interval (u, x) je potom jednoducho 
transponovaný k intervalu (y, v), takže sa interval (u, x) zachová podlá 
lemmy 2. 

Ďaloj předpokládáme, že platí d = n ^> 2, a že tvrdenie lemmy je dokázané 
pre případy 2, 3, . . ., n — 1. Z předpokladu vyplývá, že existuje prvok ux, 
u<^ux<C y, us ux. Označme x u ux = x. Zrejme je x <> x .< v. Případ x — x 
je vylúcený, keďže potom by bolo x n y -^ ux, co je proti předpokladu. Zo-
stávajú teda možnosti x<^ v, x = v. 

1. Nech x <C v (pozři obr. 7). Označme potom x n y = u2. Zrejme je u2 < y; 
z rovnosti u2 = y by však vyplývalo x = v, co je proti předpokladu. Teda 
u < u2< y- % rovnic x n y = u2, x u y = v BL z toho, že reťazec medzi u2, 
y má dížku najviac n —- 1, podlá indukčného předpokladu vyplývá, že interval 
(u2, x) sa zachová. 

Zrejme platí x n u2 = u, x U u2 = x. Nech dt je dížka retazca medzi u, u2. 
Platí dx < n — 1. Ak u2 s x, potom interval u, x sa zachová podlá indukčného 
předpokladu. Ak u2s x neplatí, rozdělíme podlá konštrukcie, opísanej v po-
známke za lemmou 9b, interval (u2, x) ((u, x)) na prvointervaly (y^x, yi) 
(na intervaly (XÍ_X, x^) (i = 1, . . . , m). Keďže interval (u2, x) sa zachová, 
zachovajú sa všetky prvointervaly (yi~x, y{) (i = 1, . . . m). Podlá lemmy 9b 
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reťazec medzi x% a y-x (i = O, . . . , m) má dížku najviac dx < n — 1, takže podfa 
indukcného předpokladu všetky intervaly (x^, x{) (i = 1, . . . m) sa zachovajú. 
Existuje teda reťazec medzi u, x, ktorý sa zachová. Podlá lemmy 5 celý 
interval (u, x) sa zachová. 

2. Nech x = v (pozři obr. 8). Ak by platilo u s x, prvointerval (u, x) by sa 
musel zachovať (v opacnom případe by sa podlá lemmy 8 interval (y, v) 
převrátil, co je spor s predpokladom). Stačí teda vyšetřovat len případ, keď x 

V 

nepokrývá u. Potom existuje prvok xx, pre ktorý platí u<^ xx<^ x, us x1. 
Označme x1Uu1 = v1. Podlá předpokladu ux, xx pokrývajú u, teda vx po­
krývá prvky xx, u±. 

Zrejme vx < v. Ak by platilo v± = v, potom by prvky u << xx <C i\ = v 
tvořili reťazec medzi u, v, co je podlá lemmy 3 v spore s predpokladom. Teda 
vx <C v. Zrejme je vx u x ^ ux U x = v, teda vx U x = v. Z toho vyplývá 
vx n x <i vx. Keďže x± <C x, xx <C v±, xxs vx, musí byť x n vx = xx. Vzťah 
vt -̂  y je vylúčený, keďže potom by platilo x1 -̂  y, xx <• x n y v spore s pred­
pokladom. Vzťah vx ^> y je tiež vylúčený, keďže potom by platilo ux < y <C vx, 
co je v spore s dokázaným vzťahom ux s vx. Teda prvky vl9 y sú nezrovnatelné. 
Označme v2 = vxU y. Zrejme je y <^v2 < v. Keďže y s v, platí v2 = v. Keďže 
ui <C vi> ui <C y> ui s vi > uiusí platiť vxC\ y = ux. 

Tým sme dokázali, že prvky x, y, u, v, x±, u±, vx tvoria podsvaz typu C. 
Podlá předpokladu takýto podsvaz sa zachová, teda tiež interval (u, x) sa 
zachová. 

Lemma 10. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x u y = v, nech 
v s y, nech interval (y, v) sa prevráti, nech každý podsvaz typu G svazu 8 sa 
zachová. Potom tiez interval (u, x) sa prevráti. 
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D ó k a z . Ak usy, tvrdenie lemmy je zřejmé podlá lemmy 3 a 2. Ak neplatí 
u s y, existuje prvok ux, u<Cu±<C y, u s uY. Podobné ako v lemme 9 rozlišu­
jeme t u dve možnosti: 

1. u± U x<i v, 2. ux U x = v. V případe 1 je dókaz rovnaký, ako v časti 1 
dókazu lemmy 9. (Slovo „zachovat" třeba všade nahradiť slovom,,prevrátiť ÍC.) 
Ak by platila rovnosť 2., (podlá časti 2 dókazu lemmy 9) prvky y, v by patřili 
do intervalu typu C, teda interval (y, vy by sa musel zachovat, čo je spor 
s predpokladom lemmy. Teda ak sa (y, vy převrátí, případ 2 nemóže nastať. 

Lemma 11. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, xu y = v, nech 
interval (y, vy sa zachová, nech každý podsváz typu C svazu S sa zachová. Potom 
interval (u, x> sa zachová. 

D ó k a z . Nech prvky y = y± <i y2<C . . • <C yn = v tvoria reťazec medzi y, v. 
Označme x n y-t = x>% (i = 1, . . . , n). Pre pevné i móže platiť alebo #,-__-_ = xt, 
alebo Xi_x <C x{. Pre dókaz nasej lemmy zrejme stačí dokázat, že pre všetky 
dvojice prvkov Xi_x, xi7 pre ktoré je #,•_!<. Xi, platí, že interval <#,•_!, #;> sa 
zachová. 

Nech XÍ^^XÍ. Potom y^ < xtu yi-x < y-t. Keďže (yi-x, ?/;> je prvo-
interval, platí alefco Xi U y^t = yi-x, alebo xv U y^ = ž/ř-. Z prvého vzťahu 
by však vyplývalo x-% ^ yi-x, teda x n y^x .> xt, ,̂-_1 =-= x-x v spore s pred­
pokladom. Teda x-% u yi-x = ?/j. Zrejme platí x-t n y^ = x^. Kedze (yi-lf yi> 
je prvointerval, ktorý sa podlá předpokladu lemmy zachová, podlá lemmy 10 
sa zachová tiež interval <#í_ l3

 xi}-
Lemma 12. Nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y = u, x u y = v, nech 

interval (y, vy sa prevráii, nech každý podsváz typu C svazu S sa zachová. Potom 
interval (u, xy sa prevráti. 

Dókaz, lctorý spočívá na lemme 10, je podobný, ako dókaz lemmy 11. 
Definíeia 8. Zaveďme na S reláciu Rx (R2) takto: pre x, y € S platí x = y (iž2) 

(x ř- y (R2)) vtedy a len vtedy, keď je alebo x = y, alebo interval (x n y, xu «/> 
sa zachová (prevráti). 

Lemma 13. Nech u<C v, u == v (Rx) (u s. v (R2)), z € S. Potom 

u u z = v u z (Rx) (u u z = v u z (iž2)). 

D ó k a z . Nech u <C v, u = v (Rx) (u ^ v (R2)). Ak u u z = v u z, tvrdenie 
lemmy je zřejmé. Ak u U z <C v u z, označme u U z = ux, v U z = vx, u± n v = u2. 
Potom zrejme platí: . 

u2 <^ v, ux U v = vx, ux n v = u2. 
Interval (u2, vy je časťou intervalu (u, vy, teda interval (u2, vy sa zachová 

(prevráti). Zrejme je alebo (u2, vy = (ul9 vxy (a vtedy je správnost tvrdenia 
lemmy jasná), alebo prvky u1% v sú nezrovnatelné. Potom tvrdenie lemmy vy­
plývá z lemmy 7 (lemmy 8). 

Lemma 14. Nech u<^v,u^v (iř-J (u s v (R2)), zč S, nech všetky podsvdzy 
typu C svazu S sa zachovajú. Potom u n z --= v n z (Rx) (u n z = v n z (R2)). 
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Postup dókazu je analogický ako v jjredošlej lemme a spočívá na použití 
lemmy 11 resp. 12. 

Lemma 15. Nech každý podsváz t^nt C sv^i S sa zachová. Potom relácia Rx 

je vytvorujúci rozklad na S. 
D ó k a z . a) Relácia Rx je zrejme reflexívna a symetrická. Tranzitivnost do­

kážeme t a k t o : nech x = y (R±), y -̂  z (R±). Označme: 

x n y = ux, y n z = a2, ^lí n u2 = ^ls, 

x u y = vl9 y\jz = v2, v1\jv2 = vs. 

Z uvedených predpokladov a z definície 8 vyplývá: 
u i = y, u2 = y> v i = y> v2 = y (^i)> 

teda použitím lemmy 14, resp. 13 na prvý, resp. třetí z napísaných vzťahov 

U3 — Ul ^ U2 — y ^ U2 ~ u2> V3 ~ Vl U V2 ^ y U V2= V2 (Rx). 

Z predošlého vyplývá, že každá z dvojíc, označených písmenami us, u2; u2, 
y; y, v2; v2, vs udává alebo jediný prvok, alebo interval, ktorý sa zachová. 
Teda medzi ^ís, vs existuje reťazec, ktorý sa zachová, takže (podlá lemmy 5) 
platí alebo us = vs, alebo interval <%, vs} sa zachová. V prvom případe 
zrejme platí x = z, x -s z (R±). V druhom případe prvky x n z, x U z zrejme 
ležia v intervale (us, vsy, takže je alebo x n z = x U z, alebo interval (x n z, 
x U z} sa zachová. V každom případe je teda x ^ z (R±). 

b) Nech x -= y (Rx) z € S. Ak x -= y, zrejme platí x U z - y U z (/?,_). 
Ak x 4^ y, potom: 

u = xny<^x\Jy = v, ^i =- v (Rx), u u z •-= v U z (Rx). 

Ak u U z = v u z, potom zrejme platí x \j z = y \j z; ak u\j z < v u z, 

potom (keďže interval (u n z, v U z} sa zachová a prvky x\j z, y U z ležia 
v tomto intervale), platí: . ^ N 

1 1 xU z = y\j z (Rx). 
Analogicky (použitím lemmy 14) sa dokáže vztah x n z = y n z (Rx). Tým 

je dókaz lemmy 15 vykonaný. 
Lemma 16. Nech každý podsváz typu C svazu S sa zachová. Potom relácia R2 

je vytvorujúci rozklad na S. 
Postup dókazu je taký ako v lemme 15. 
Poznámka. Analogicky by sme definovali relácie R[, R'2 na S' (pozři defi-

níciu 8, ak všade dáme čiarkované písmeny). Kedze podlá předpokladu S' je 
tiež semimodulárny svaz, platí : ak každý podsváz typu C svazu Sf sa zachová, 
potom R[, R'2 sú vytvorujúce rozklady na S'. 

Lemma 17. Nech každý podsváz typu O svazu S a svazu S' sa zachová. Pre 
rozklady Rx, R2 platí: 

1. I?xn R2 = 0, R1\j R2 = I, 
2. rozklady Rx, R2 sú doplňkové. 
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Dókaz prvého, resp. druhého tvrdenia by sa vykonal presne takým postupom 
ako dókaz lemmy 6, resp. 7 v práci [2]. 

Rovnakým postupom ako v [2] z toho vyplývá 
Veta 2. Nech S, S' sú semimodulárne sva?íy, nech Sg S', nech vsetky pod-

svazy typu C svazu S i S' sa pri uvazovanom grajovom izomorfizme zachovajú. 
Potom existujú také svazy A, B, ze platí: 

S ~A X B, S' ~A X B. 

Připomeňme najprv dve lemmy, odvodené v práci [2], ktoré platia pre 
lubovolný konečný svaz S. 

Lemma 18. ([2], lemma 1) Nech a, b, c, d sú navzájom rózne prvky svazu S, 
nech asbscsdsa. Potom prvky a, b, c, d tvoria podsvaz v S, v ktorom presne 
dva prvky sú nezrovnatdné. 

Lemma 19. ([2], lemma 7. 2). Nech S g Sr, nech interval (u, a} ((a, u}) 
sa zachová, nech interval (u, b} ((b, u}) sa prevráti. Potom platí a n b = 
= u (a u b = u). 

Poznámka. Keďže modulárny svaz neobsahuje žiadny podsvaz typu C, 
z lemmy 7, 8, 11 a 12 vyplývá toto tvrdenie: nech S je modulárny svaz, S g S', 
nech prvky x, y sú nezrovnatelné, x n y ~ u, x U y ~ v. Ak sa jeden z inter-
valov (u, x}, (y, v} zachová (prevráti), potom sa aj druhý zachová (prevráti). 

V ďalšom budeme předpokládat, že svaz S je modulárny, a že platí S g S'. 
Lemma 20. Nech # < y, x' < y , x ~ 0. Potom interval (x, y} sa zachová. 
D ó k a z . Nech prvky x ~ u[ < u'2 < . . . u'n= y tvoria reťazec medzi x', y'. 

Ak sa vsetky intervaly Pi = (u\, u\+{> (i = 1, . . . n — 1) zachovajú, potom 
existuje reťazec medzi x, y, ktorý sa zachová a tvrdenie vyplývá z lemmy 5. 

Ak by sa niektorý z intervalov Pi převrátil, existoval by medzi nimi inter­
val // s najmenším indexom, ktorý sa prevráti. Intervaly I[ (i < l) by sa za­
chovali, takže by platilo x <i ut ^> ui+1. Možnost x = ut ^>ui+1 je zrejme vy-
lúcená, keďže x = 0. Ak x < ut, potom prvky x = u± < u2 < . . . <^ ux tvoria 
reťazec medzi x, U\, ktorý sa zachová, teda celý interval (x, u{) sa zachová. 
Keďže interval (uijrl, u{) sa prevráti, platí podlá lemmy 19 x U Ui+1 = ux, co 
je spor s predpokladom x = 0. Teda vsetky intervaly Pt sa zachovajú. 

Lemma 21. Nech x<C y, x <C y' - Potom interval (x, y} sa zachová. 
D ó k a z vykonáme indukciou vzhladom na d(x). Pre d(x) = 0 je tvrdenie 

dokázané v predošlej lemme. 
Nech d(x) = n. Nech x = u[ < u'2 < . . . < u'k = y je reťazec medzi x, y'. 

Ak sa vsetky intervaly <u\, u'i+1) (i = 1, . . . , k — 1) zachovajú, platnost 
tvrdenia je zřejmá. Predpokladajme, že Pt je interval s naj menším indexom, 
ktorý sa prevráti . Potom platí x <L ux > ui+1. Ak x = ux, vtedy ^ / + 1 < x < y, 
Ut+x<C y\ d(ui+i) < n, teda podlá indukcného předpokladu (ui+1, y> sa zachová, 

173 
Matematicko-fyzikálny časopis IV, 3. 



takže interval <?//+i, #> c (Mi+i> ž/) hy sa musel tiež zachovat, co je spor s pred-
pokladom. 

Ak # < ut, potom interval <#, u+) sa zrejme zachová. Podlá lemmy 19 
x U Í ( / + 1 == ui. Označme x O il/ +i = ^ . Podlá poznámky za lemmou 19 interval 
(x1, «/+1> sa zachová, teda # £ < wj+i- Zrejme je d{xx)<^ d{x) = n. Úhrnné 
pre xx platí Í T X < Í T < y, a £ < ^ í + i < */'• 

Podlá indukcného předpokladu interval (xx, y} sa zachová. Potom by sa 
musel zachovat tiež interval (xx, x) a podlá poznámky za lemmou 19 tiež 
interval <t£/+1? u{), co je spor s predpokladom. Teda všetky intervaly /,' sa 
zachovajú. 

Keďže reťazec x = u[<^ ii'z < . . . < u'k = y medzi x , y' bol vybraný 
lubovolným spósobom, zároveň sme dokázali, že každý reťazec medzi x , y 
sa zachová, teda celý interval <#', y) sa zachová. 

P o z n á m k a . Na príkladoch sa lahko zistí, že lemmy 20 a 21 pre všeobecné 
(nemodulárně) svazy neplatia. 

Lemma 22. Nech prvky x , y', x =}= y pokrývajú prvok u = x O y , nech 
0 = ?/< w < x. Potom prvok v = x U y' pokrývá prvky x , y . 

D o k a z. Nech x = x{ < #J < . . . x'k = v' je Tubo volný reťazec medzi x , v . 
Označme 1\ = <#•, x'i+1) {i = 1, . . . k — 1). Ak by sa všetky t ieto intervaly 
zachovali, platilo by u<C # < v, u' < v'. Podlá lemmy 21 by sa potom celý 
interval (iť, v'} zachoval, co je spor s predpokladom y<C^u. Teda medzi 
intervalmi l't existuje interval 1\ s najmenším indexom, ktorý sa převrátí. 
Potom zrejme platí: u<^x<> xh # / + 1 < xt, interval (u, xf) sa za­
chová, interval <#/ + 1 , xt) sa převrátí. Podlá lemmy 19 platí u\j # / + 1 = #/. 
Teda prvky u, # / + 1 sú nezrovnatelné. Keďže d{u) = 1, musí platiť # / + 1 n u; = 
= 0 = y. 

Označme x n ir / + 1 = vx. Ak by bolo vx = y, potom (keďže xi+1 4= y) by 
prvky x, x / + 1 boli nezrovnatelné, x =\= x\ a prvky ?/, ̂ , o;, xh # / + 1 , by tvořili ne-
modulárny podsvaz v 8, co nie je možné. Teda vx^>y. Zrejme je v x < x. 
Keďže dížka reťazca medzi y, x je 2, musí platiť y s v±s x, teda tiež y s v[s x . 
Podlá predpokladov dokazovanéj lemmy a lemmy 18 je potom v[ = x U y = 
= v', y s v' s x , c. b. t. d. 

l)efinícia 9. Definujme podmnožinu Y c 8 takto: prvok y patří do množiny Y 
vtedy a len vtedy, ked k němu existujú prvky x, u také, ze platí: 

1. y < w < x, y su s x, 
2. x' n y' = u', 
3. prvok u nemá relativný komplement v intervale <?/, x). 
Lemma 23a. Predpokladajme, ze prvok y patří do množiny Y. Označme 

d{y) = n. Potom existuje prvok y± € Y, pre ktorý platí d{yx) = n — 1. 
D ó k a z . Nech sú splněné předpoklady lemmy. Pouzívajme rovnaké oznace-

nia ako v lemme 22 (okrem předpokladu y = 0). Rovnakým postupom ako 
v dókaze lemmy 22 sa zistí, že medzi prvointervalmi // musí existovat interval / / 
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B najmenším índexorťt, ktorý sa převrátí. Z predošlého zřejmým postupom 
vyplývá: 

d(xl+1) == d{xi) — 1 í- d(x) > d(y), 

takže nemóže platit xl+1 ž y. Rozlišujme dve možnosti: 
a) xl+1 ^> y. Prvky xi+1, u sú zrejme nezrovnatelné (keby boli zrovnatelné, 

interval (xi+1, x{y by patři l do intervalu (u, x{), teda by sa zachoval, co je 
proti předpokladu). Kedže ysu, X[+1 

s xx, by potom bolo: ^SC 

u П xí+1 = y, uü xi+1 xt. 

Obr. 9 

Vtedy by však prvok vx = x n xi+1 

bol zrejme relativným komplementom 
prvku u v intervale (y, xy, co je v spore 
s predpokladom. Teda vztah xí+1 ^> y 
nemóže platit . 

b) Predpokladajme, že prvky xl+1, y 
sú nezrovnatelné (pozři obr. 9). Potom 
zrejme platí y U xx+1 = xt. Označme 
y n xl+1 = yx. Zo vztahu xi+1 s xx vy­
plývá yx s y. Označme ďalej: 

u n xl+1 = ux, x O xi+1 = xx. 

Zrejme platí 1') yxs uxs xx, y1<^u1<^ x1.Z poznámky za lemmou 19 vy­
plývá, že interval (yl9 u±y ((ux, xxy) sa prevráti (zachová). Eahko sa zistí, že 
potom platí 2') x[ n y[ = u[. 

Podlá vety 6, str. 113 z práce [1] transponované intervaly (y, xy, (yx, x±y 
sú izomorfné, pričom v uvažovanom izomorfizme prvku u je priradený 
prvok ux. Keďže u nemá relativný komplement v (y, xy, nemá ux relativný 
komplement v intervale <yx, xxy. Z toho podlá 1' a 2' vyplývá yx € Y. Zrejme 
je d(yx) = n —• 1. Tým je tvrdenie lemmy dokázané. 

Lemma 23b. Množina Y je prázdna. 

D ó k a z . Ak by prvok y ležal v množině Y, označme d(y) = n. Použijúc 
%-krát za sebou predošlú lemmu dostali by sme vztah 0 € Y, čo je v spore 
s lemmou 22. 

Z toho bezprostředné vyplývá 
Lemma 23. Nech y <^u<^ x, y s u s x, x n yf = u!. Potom existuje rela­

tivný komplement prvku u v intervale (y, xy. 
Poznámky. 
1. Analogickým postupom by sa dokázalo duálně tvrdenie k predošlej 

lemme. 
2. Nech sú splněné předpoklady z predošlej lemmy. Používajme tam za-
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Vedené oznaeenia. líech r je relativný komplement prvku u v intervale (y, #>• 
Keďže 8 je modulárny svaz, platí y s r s x. Z uvedeného a lemmy 18 vyplývá, 
že potom musí platit x U y' = r\ 

Platnost duálneho tvrdenia by sme zistili analogicky. 
Lemma 24. Nech prvky x, y', x =$= y pokrývájú prvok u = x fl y .Potom 

x , y sú pokryté prvkoví v' = x U y . 
D ó k a z . 
a) Nech všetky prvky x, y, u sú zrovnatelné. Potom tvrdenie lemmy vy­

plývá z lemmy 23 a za ňou nasledujúcich poznámok. 
b) Nech medzi prvkami x, y, u existuje dvojica nezrovnatelných prvkov. 

Keďže platí xsus y, takúto dvojicu móžu tvořit len prvky x, y a platí alebo 
x n y = u, alebo x u y = u. V prvom případe označme x U y = v±. Kedze 
S je modulárny svaz, prvok vx pokrývá prvky x, y, takže x s vxs y, x s v[ s y'. 
Podlá předpokladu lemmy a lemmy 18 musí byt v[ = x U y' = v', x s v' s y . 
V druhom případe označme x O y = v2. Z modulárnosti svazu 8 vyplývá 
x s v2 s y, teda x s v'2 s y', v'z = v . 

Lemma 25. Nech prvky x , y , # '4= y' sú pokryté prvkom v' = x U ý'. 
Potom x', y' pokrývajú prvok u' = x O y . 

Dókaz je k dókazu lemmy 24 duálny. 
Vela 3. Nech 8 je modulárny svaz, nech 8 g 8'. Potom svaz 8' je modulárny. 
D ó k a z . Podlá vety 3, kap. V., [1] podmienky vyslovené v lemmách 24 

a 25, zaručujú modulárnost svazu 8. 
Poznámka. Pre semimodulárno svazy analogická veta neplatí. Příklad: Nech 

8 je svaz na obr. 3, nech 8' = 8. Zrejme je 8 g S', svaz 8 je semimodulárny, 
svaz 8' však nie je semimodulárny. 

Došlo dňa 20. februára 1954. 

L I T E R A T U R A 
[1] F. B H p K r o $: Teopna cTpyioyp, MocKBa, 1952. 
[2] H H H K y 6 H K : O rpâ imecKOM ii30Mopf|)H3Me CTpyinyp, HexocjioB. MaT. myp-

Háji, 1954 (v tlaci). 

O rPA3>MHECK0M M30MOPcřM3ME n O J i y £ E # E K M H # O B B I X 
C T P y K T y P 

HH HKYBHK 
BuBOftBi 

noHHTne rpar|)nqecKoro H30Mop$H3Ma CTpyiíTyp BBe,neHo T. BnpKro<f)OM (CM. [1], cTp. 23 
H 42). B CTaTte aBTopa [2] paccMOTpeiiw HeKOToptie Bonpocw, Kacaionineca rpa^nqecKoro 
H30Mopc|)H3Ma fle^eKHiuipBLix cTpyKTyp. rjiaBHLiM pesyjiLTaTOM HBJíaeTCfl cjie/ryiouiaH 
TcopcMa ([2], TcopeiMa 1): 

nycTb S, S'— KOHeHHweAeffCKHĤ OBMCTpyKTypu, nycTb S, S' rpar̂ a^ecKH ii30MopcJ)HM. 
IIOTOM cycnecTByiOT TaKne CTpyKTypw A, Bt ITO CTpyKTypa S H30Mop$Ha A x B H cTpyK-
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• *» 1 

тура 8 изоморфна структуре ^ 4 x 5 (здесь Ах В обозначает пряйое произведение 
структур А, В и А структуру, двойственную структуре А). 

В конце статьи [2] помещены следующие нерешение вопросы: 
а) Справедлива теорема 1 для полудедекиндовых структур? 
Ь) Пусть 8 — дедекиидова структура, пусть структура 8 ' графически изоморфна 

структуре 5. Следует-ли из того, что структура 8 ' тоже дедекиндова? 
В части 2 статьи доказан отрышательный ответ на вопрос а). Далее доказывается 

ослабленная форма теоремы 1, [2], которая останет в силе и для полудедекиндовых 
структур. В части 3 доказано, что ответ па вопрос Ь) положителен. 
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