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O PRUDOVOM POLI V HOMOGENNOM
POLOPRIESTORE S GULOVOU VLOZKOU
ODLISNEJ VODIVOSTI
T. KOLBENHEYER, Kofice

Teoretické podklady interpretacie vysledkov geoelektrickych odporovych
merani st velmi podrobne zpracované pre utvary vymedzené rovinnymi plo-
chami, a to najmaé pre polopriestor, ktory pozostava z nevelkého poétu vrstiev
konstantnej mocnosti. Vo vietkych tychto pripadoch ide o geometrické schémy
pozostavajace z utvarov, ktoré maju aspori jeden rozmer neohranideny, vo
vidSine pripadov s v8ak dva rozmery nekoneéné. Pomerne mélo pozornosti
sa doteraz venuje odporovym uéinkom utvarov, ktoré st po geometrickej
stranke v8estranne ohraniéené. Ak pritom prihliadame na to, Ze sa u nas po-
uzivaji odporové metddy pomerne dasto pri prieskume Gtvarov s koneénymi,
radove priblizne rovnakymi rozmermi, ukazuje sa potrebné venovat viac po-
zornosti rieSeniu aspon niektorych takychto problémov. Geometricky naj-
jednoduch§im pripadom tohto druhu je polopriestor s gulovou vlozkou.

Po rieseni problému sytenia multip6lovymi zdrojmi v homogénnom priestore
so sférickou vlozkou naznacuje sa v tejto praci spdsob striktného riesenia pred-
loZeného problému a odvodzuja sa priblizné vzorce, ktoré v dalekosiahlej miere
vyhovuji v8etkym praktickym poziadavkam.

Otazku pradového pola v homogénnom polopriestore s gulovou vlozkou
odli§nej vodivosti riesil pribliznymi metédami A. I. Zaborovskij (3). Blizsi
rozbor problému vSak ukazuje, Ze presnost tychto metéd nevyhovuje vietkym
praktickym poziadavkam. StriktnérieSenie problému podalaN.V. Lipskaja(2)
v dobe, ked uz takmer celd tu predloZena praca bola pripravend pre tlaé.
Uverejnenie tejto prace sa vSak pritom vSetkom ukézalo idelnym, pretoZe je
nielen po metodickej, ale aj po obsahovej stranke od spomenutych uZ pric, .
ktoré sa zaoberaji danym problémom, odli§na. Odvodené vzorce mozu slizit
ako vychodisko pre dalSie rozvitie problému a st prispésobené praktickym
potrebam numerického poéitania.
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§1. REKAPITULACIA ZAKLADNYCH ZAKONOV, DEFINICI{
A VZORCOV POTREBNYCH PRE RIESENIE PROBLEMU

Vztah medzi vektorom hustoty priadu 7a potencidlom V v izotrépnom
prostredi vyjadruje Ohmov zakon
-

1= ——:)—grad v, (1)

kde ¢ je Specificky odpor prostredia v uvaZovanom bode. V I'ubovolnom bode,

ktory patri k oblasti, kde nie st zdroje pradu, je div : = 0, a preto v takejto
oblasti potencidl vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

AV =0, (2)
ak ide o homogénne prostredie.

V pripade, Ze cely priestor je vyplneny homogénnym a izotrépnym prostre-
dim (o do elektrickej vodivosti) a toto prostredie sytime jedinym bodovym
zdrojom, je potencial V() v Tubovolnom bode priestoru vo vzdialenosti B od
zdroja

Vi = % ) (3)
kde ¢ je imerné intenzite pradu I, ktory vyteka zo zdroja:
o
1= 17

Za indd tych istych podmienok pri syteni jedinym dipélovym, kvadrupélo-
vym, oktapélovym alebo vSeobeecne multipélovym zdrojom pre potencidl
v bode o pravouhlych kartezidnskych stradniciach &, &, & vo vzdialenosti R
od zdroja platia preto vztahy:

1. pri dipélovom syteni

1 c o (1 P —
V(l): ——1—! z Ml-—gz:: ('R‘)y (] - 19 2, 3) (33’)

2. pri kvadrupélovom syteni:
1

1 o2 ,,,) (G, k=1,23) (3b)
Vo =57 ), M 555, (R
ik
3. pri oktapélovom syteni: |
1 & (—-) i,k 1=1,23) (3c)
Vig = — 3 Z Mikzm R

[17]
« ‘tenid:
4. vo vSeobecnom pripade 27-pélového syteni?

V== N M, e —~(1)’ (i - = L 23) (3d)
(n) n! 1 03...8, 05;.655..”651'”

Grataeeed,

R
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kde M; st zlozky vektora dipélového momentu, M;,, My atd. zlozky tenzoru
kvadrupdlového, oktap6lového momentu zdroja atd.

Dokézeme platnost vzorca 3b pre potencial kvadrupélového zdroja. Dokaz
ostatnych vzorcov, ako aj vieobecného vzorca (3d) mozno previest tym istym
sposobom.

Majme najprv Styri bodové zdroje ¢, ¢, 93, ¢s (Pri vieobecnom multi-
pblovom syteni uvazujeme 27 bodovych zdrojov), pridom stradnice zdroja ¢;
v Tubovolnej pravouhlej stistave nech st «i (k = 1, 2, 3). Vzdialenost tohto
zdroja od podiatku stradnej sGstavy oznacme r;. Uvazujme potencidl V tejto
stustavy v Iubovolnom bode @ o stradniciach &, (k = 1, 2, 3), ktorého vzdiale-
nost od zdroja ¢; nech je /;. Vzdialenost bodu @ od poéiatku stradnej ststavy
oznalme R a predpokladajme, Ze tdto vzdialenosf je vidSia ako najviidsia
z hodnét 7;: R (r;) max.

Potencidl v uvaZovanom bode je potom podla vzorca (3).
-V %
V= Z 7

. cys A NS S
Avsak, ako budeme o tom hovorif podrobnejSie neskér v § 2, funkclul— mozno
i
rozviest v Taylorov rad podla moenin &, &, & (pre objasnenie tohto postupu
moZe slazit tiez obr. 1):

1 _ 1 1 ,-_@_1+_lzx.~,-f’z 1
T,.“E‘T!'Zxkagk R T 2! M oE 05 \E)
k kl

: ” l + (k, 1 —1.2 3
—E!—Zxkxlxmm ... =1,2,3),

klm

preto moZno tiez pisat:

S U

skl

1
— S'qujkxl m 38, 65,0{-‘ ( )—}—

ikim
Uvazujme teraz, Ze by sme mali ststavu, pre ktora by platilo: -
Z‘qi = O) Zle}e = Os

(t. j. stistavu s nulovou celkovou intenzitou a nulovym dip6lovym momentom).
Rad pre po’renma,l sa potom Z]ednoduque takto:

v — i O 1 ) i i i a 1
2! Z Gt oe 0 \R] T 31 Z Gttt o8 o8 0k, \ R
il

iklm
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PribliZujme teraz napr. Gmernym zmenSovanim vietkych |ai]| vietky zdroje
k pociatku suradnej ststavy, pricom viak zvySujeme stGcasne vetky ¢; v po-
mere: |zi[2. Stdet
My = = i

zostdva nezmeneny, a prave tak aj nadalej plati:
g9 = Z q; xi = O)
naproti tomu napr.
lim 3 gaiaixi, = 0

x;;—» [ :
a to isté plati o v8etkych podobnych vyrazoch v trefom, stvrtom a v dalSich
&lenoch vyrazu pre potencial. Prechodom k limite 2% — 0 dostdvame v poéiatku
kvadrupdlovy zdroj. Hodnoty My,, ktoré sme definovali, nazyvame zlozkami

jeho momentu v uvaZovanej staradnej ststave. Potencial kvadrupélového
zdroja v bode @ (&, &,, &) teda je:

1 o2 1
V= Vo= g7 > M eme (57)

K

¢im sme vzorec (3b) dokazali.
Zlozky kvadrupdlového momentu sa dasto definuja odlisne od definicie,
ktort sme tu uviedli, vzorcom:

my = My — -}3- O S My,

kde g = 1, akk = 1, 8y = 0, ak k = 1. Potom viak

1 1 0” 1 1 02 1
V=357 z (mu + 3 5k1§Mii) 08,0, (E) =37 Z ™k 5E GE, (E)-l_
Kl

ki

+ ?M i (1
3! Z 08\ R
a druhy d&len v poslednom vyraze sa rovnd identicky nule, pretoze —Ili je

harmonickéd funkecia. Preto aj pri tejto definicii zloZiek kvadrupoélového
momentu pre potencial plati vzorec:

1 .02 1
V=37 Z el 5 OE, (—E)'
H
DokéZeme este, ze pri zachovani rovnobeZnosti osi stradnej sastavy hod-
noty My pre Iubovolnti ststavu zdrojov s nulovou celkovou intenzitou a nulo-
vym dipolovym momentom st nezavislé od volby podiatku. V skutoénosti ak

kladieme: . '
z, = X} + 4,
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dostdvame najprv
z q‘xl =2 QIXIk = Alez q; = Eq'X;e = O’
i I i 3

dalej
gl = g (Xf 4 40)(Xf + 4) = L XiX) + 4. Sq:X) +
[} ‘ 1 1
+ 4 2q; Xf + 442 g
\] 13
Teda je:
L ;X Xj = Zqiaja = My.
i i
Z fyzikalneho zmyslu potencidlu je zrejmé, ze potencial kvadrupdlu (multi-
pélu) je nezavisly od volby stradnej ststavy. Po matematickej stranke tato
okolnost sa vysvetluje tym, Ze zlozky kvadrup6lového momentu My, ako
aj derivacie
v
T 0E065 \ R
tvoria tenzor. Vyraz na pravej strane vzorca (3b) preto predstavuje skaldrny
stdin tychto dvoch tenzorov a je teda v zmysle poudiek tenzorovej algebry
invariantny voéi akejkol'vek linedrnej transformécii stiradnic danej vzorcami:
l‘i, =2 akr:l—i’ Ele = za’kr f_,,
4 T
kde a,, s TubovoIné konitanty.
Inverzni transforméciu mozno pritom vyjadrit vzorcami:
E:ZAllfii) E;:EA73£I'
8 3
Z tychto transformaénych vzorcov dostdvame lahko vzfah:

X, = Z 4, (2 Ay y) = ZA”(Z“(E‘,,
s T 78

ktory plati pre fTubovoIné hodnoty saradnic zi. To je vSak mozné iba vtedy,
ak plati zndmy vztah:

Z Anast = (Qrt .

rs

Pri takychto transforméciach stiradnic viak zrejme plati:
My=3qa, =2 auo,0 |j= 20N,
t rs s
¢im sme dokazali, Ze zlozky kvadrupdlového momentu sa transformuja ako
zlozky kontravariantného tenzoru.
Lahko dokaZeme tiez dalsi vzorec:

o (1 e 1
R (7) = D Audu DEIE (75)’
¥/

ktory vyjadruje skutoénost, Ze druhé derivécie skalaru -11{- podla priamo¢iarych
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stradnic &, tvoria kovariantny tenzor druhého stupiia. Pre potencial kvadru-
pélového zdroja plati vztah:

1 02 1 a2 1
= — —_— ] = a M = =] =
v 21 Z ]llkl 0§k0§[ (R) Zc‘kr ’lsAtkAul "65,65 (R)
kl klrstu “
_ 02 1 _ 02 1
- Z 8,08, 0, —0— (-): Z i, (_)
ok, \ B ok, 08, \ B
78l r8
ktory vyjadruje jeho invariantnost voéi uvazovanej transformacii saradnic.

Definujeme v I'ubovolnej pravouhlej kartezidnskej ststave symetrické ten-
zory 4;, A, i - .. takymto spésobom:

2
w2 b

i 11 0g \R
B o (1 . '
Aik: E—'m(—}—{'), (z,k,l,...:l,2,3) (4:)
A - R4 113 ]
LT3 05,08,08, f)
atd.

KedZe funkcia —j% vyhovuje Laplaceovej rovnici, plati:

DA4;=0, 2A;,=0, ZTd;u=0,... (5)
i : 3 :

11
Zlozky vektora A; st smerové kosinusy spojnice zdroja s uvazovanym
bodom priestoru . V désledku toho, ako aj v désledku definicii tenzorov 4;,
A, Aipr, ... vyjadrenych rovnicami (4), platia vztahy:

A =P 4y, 4i= Py, Aui= Pyyy atd,, (6)
kde P, je Legendreov polyném n-tého stupiia definovany znamym spésobom
prave ako polyném: Entl in [ ]

Puay) = (— 1,””—1;/*!‘0‘5':;(‘1‘2)- (7)
Vietky zlozky tenzorov A;,, A;, atd. daji sa vyjadrif tieZ elementirnym

sp6sobom ako celé algebraické funkcie zloziek vektora 4;, o ¢om sa moZno
presvedéit priamo derivovanim v rovniciach (4). Takto dostdvame:

3.1 1
A= 20 Ay — 58,
(8)
5.3.1 3.1
A = 5T 4;4,4, — 37 (Oipd; + Cydp 4 Cud;)
atd.,

kdeé,-kzl, ak ‘1:—:]6&(5;[‘:0, ak 1 = k.
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Doteraz sme uvazovali jediny Tubovolny bod o stradniciach &, &, & vo
vzdialenosti B > 0 od zdroja. Ak uvazujeme ktorykolvek iny IubovoIny bod
vo vzdialenosti » >> 0 od tohto zdroja, ktorého stradnice st z;, 3, ¥3, MOZno
definovat analogicky rovniciam (4) dal$iu skupinu symetrickych tenzorov:

a 13 02 1
k01 oxyoa, \r )

o 1 (4a)
Gkl = T 3T oz 0mp0m \ 7

atd.,

pre ktorych zlozky platia s prisluSnymi zmenami rovnice (5) az (8). Dokazeme
teraz niektoré zakladné vztahy medzi zlozkami tenzorov a;, a 4;,. Tvorme
najprv napr. tento skalarny stdin:

Z EHUES 3_271 Z aipd; A, — -2]—, Z i Oik

ik ik ik
v. rovn. (8). Druhy stcet na pravej strane tejto rovnice sa nam viak v désledku
definicie velidiny ¢;, redukuje na Za;.

V désledku rovnic analogickych rovniciam (7) a platnych pre tenzor a;, viak

plati:
XCL;,' =0

Preto dostavame:
3.1 3.
z Ay = =T z apd; 4, = 5T Z iR iy - (8)
ik ik i

Tym istym spésobom mozno dokazat, Ze platia vztahy:

5.3.1 5. ‘3 1
Z A = 31 2 i A; A = Z Ay,

i ikl ik 9)
7.5.3.1 7.5.3.1

Z Aiktmitm = =7 Z Uikt i Apd 1Ay = ——r—— 2 Al @i AR W

ikim ) iklm ikim

ktoré mozno zovseobecnit pre Iubovolny pocet indexov.

Skaldrny sudin dvoch tenzorov je nezavisly od volby suradmcovej ststavy.
Tato si teda mozeme volit napr. tak, Ze by bolo:

AP = 1, Ai == (5,",, Ak == 6]21,, Al = 6“’,
kde p je Tubovolny pevny index (p = 1, 2, 3). Potom
Tad;dy = app = Pyla,),
it

T a;ud; AR AL = 0ppp = Pylay), (10)
ikl

S GiptmAiArAiAn = @pppp = Pylay),
skim
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kde a, teraz znamend kosinus uhla y, ktory zvieraji oba smery (4,, 4,, 4j)
a (a,, ay, az). Kladtce preto v rovniciach (10)

a, = cos y,

dostavame z rovnic (9) nezavisle od volby saradnicove]j ststavy:

3.1
Z Aiptip = —57~ Py (cos y)
ik

5.3.1
Z A = a7~ Pa(cos )
1kl

7.5.3.1
Z Aipim @ik = - Py (cos ) ‘ (11)

iklm

atd.

a tieto rovnice mozno opit zovSeobecnit pre I'ubovolny pocet indexov.
Podobne vztahom (9) mozno tiez dokazat, ze:

3.1
Z Aty = —5 Z Ay,
kl ki

5.3.1 (12)
[3 P BN
Z Aiptm@rtm = 37 Z Aikim e
kim klm )
atd.
a vieobecne
Z Ailiz cevipipgq iy Qipy g i, T
Ili2“.in
2 — k) — 1][2(n — k) — 3]-...-3-1
= n — k)! Z Ailiz...i” Qi Fipyg o i
iyl
(12a)

§2. PRUDOVE POLE PRI SYTENf BODOVYM ZDROJOM

Obratime sa teraz k otazke, aké bude potencialové pole v nekonednom
priestore vyplnenom homogénne vodivou izotrépnou hmotou Specifického
odporu g, a tiez homogénnou a izotrépnou gulovou vlozkou Specifického od-
poru p, 0 polomere a pri syteni priadom intenzity I v jedinom bode @, ktory
lezi v oblasti mimo gule (druhy zdroj intenzity — I si myslime vo velmi velkej
vzdialenosti). Vzdialenost bodu @ od stredu gule nech je R >>a (v. obr. 1)
a jeho suradnice v Tubovolnej sturadnicovej ststave, ktord ma podiatok O
v strede uvazovanej gule, nech su §,, &, &. UvaZujeme potencial pola v Iubo-
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volnom bode P o stradniciach x,, x,, vy vo vzdialenosti » od stredu. Ak i
vzdialenost oznac¢ime QP = [, potencidl pri syteni v tom istom bode € pridom
tej istej intenzity I avSak bez uvazovanej gulovej vlozky, by bol podla
rovnice (3), § 1

47

I
V‘)- 0‘ ‘%’ .

. ., .1
Ak je < R, mozno rozvinif funkciu — v Taylorov rad podla z,, x,, ;.

A
Bertic do uvahy (v. obr. 1), Ze

a(§§§) | = QP = OF’,
R

dostédvame rad:

T=%" IZ (f)+
+§]TZ ik E o8, ()Sk( )

ik

P(x.x.4) I 1
- "3—'2 TR G DE OF, (_BT) +

ikl

a po uprave podla rovnic (4), § 1

1 1 r 72 .
7= F+ FZ A;a; + FZ Aipaiap +
T ik

p 3
Obr. 1 RE A,-kla,-aka, ~|—- ey

ikl

kde a; je jednotkovy vektor v smere OP, A; jednotkovy vektor v smere OQ
a A, Ajpy,. .. st smerové tenzory, ktoré prislichaju smeru 0Q.

Podrobnej8im rozborom sa d4 dokézat, Ze tento rad konverguje rovnomerne
v oblasti, ktora lezi vo vnatri lubovolnej gulovej plochy so stredom v bode O
a 0 polomere menSom ako R. Preto pri vSetkych hodnotach r < R moino
vzhladom na rovnice (9), § 1 pisat:

; q
I(o)—ﬁ R’ ZA“ +—~IR5’22A*'1./¢+5 3 lh“ ZA-uaxu

skl
(1)
Kedze potencial V(g vyhovuje Laplaceovej rovnici 4 V() = O a kedZe prvsie
tvahy platia pre Tubovolné hodnoty r a R, ktoré vyhovuji podmienke r < R
a tiez pre Tubovol'né konstantné 4;, 4;, atd., musi nevyhnutne platit:
A(r . a;) = Az; = 0, A(rPay) = 0, A(Pa) =0
atd.
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Mozno podotknit, Ze rovnice (2) s zovisobecnenim znamych vzorcov teérie
gulovych funkeii

A(r . Py(cos y)) = O, A(r2Py(cos p)) = 0, A(1*Py(cos y)) =0 (2a)
atd.

Rad 1. Predstavuje potenciadl vniatri gule o polomere R, ak cely priestor je
homogénne vyplneny hmotou 8pecifického odporu g,. V dosledku toho vsak,
ze dast priestoru vymedzend gulou polomeru a je vyplnena hmotou inej vodi-
vosti (8pec. odpor g,), pévodné neporusené pole sa zmeni. Potencial pola V
sa od neporusenej hodnoty lisi, a preto kladieme:

1. v oblasti mimo uvazovanej gule V = Vi, + V{,,
2. vo vnutri gule V = V(.
Funkcie V{, a V{, vyhovuja pritom v svojich oblastiach nevyhnutne Lapla-

ceovej rovnici.
Potencial V{,y hladame v tvare nekoneéného radu

Vi =0+ —'Z M;a; + — Z M ay + = Z Mipai + . (3a)

ikl

kde M;, M;,, M;, atd. s tenzory vhodne volenych multipdlovych momentov
fiktivnych zdrojov umiestenych v strede gule. Je zrejmé, Ze potencidl ¥V,
potom skutoéne vyhovuje Laplaceovej rovnici v celom priestore (okrem stredu
gule) a nim uréené pole nem4 Ziadne zdroje v oblasti mimo gule.

Potencidl V{,, predpokladame tieZ v tvare nekone¢ného radu a kladieme:

Vi =0C" + rZomia; + rzzknz-ika;k -+ 93 'Zklmikﬂikl + ... (4a)
1 Ww 17

Z rovnic (2) vyplyva, Ze potencial V{,skutoéne vyhovuje Laplaceovej rovnici
a je tieZ zrejmé, Ze nim uréené pole nema Ziadne zdroje v oblasti vnuatra gule
ani vo vonkajsom priestore.

Pre zjednodusenie dalsich vypodtov zavedieme namiesto zloziek tenzorov
M;, M, m;, my ainé, im Gmerné hodnoty N;, N;., n;, n;, a piSeme:

o =0+ Z 3 itz l';l,j N + ...,
' i
(3)
—C 47 na Rt 3! s © '
(o) == Z i Z ik 3.1 = 37 Z et Tt T -
: m ikl

(4)
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Na povrchu gule musia sa splnif tieto podmienky:

[V + Violr=s = [Vig)r=a (5)
0 oV
M[E(V(O) + V(O))]fﬂa - [——( Or('O) ],,,,.
(6)

kde x = ps/0, Tieto podmienky davajia vzhladom na (1), (3), (4) tieto ststavy
rovnic:

3; 4;+ — N‘“’ = an{” {IZ ikt g N(") = a’n{)
2

% [}%‘z 4; — ;g N E‘”] = n{® % [ ]‘%‘g Ay — &7 N ,(Z)] =2an{y

qa® <1

T A+ —5 Nl = a®nly)

30a?
”[—qu—flm =N “”] = 3a’nfy)
atd.

RieSenia tychto ststav st takéto:

a® x— 1 qg 3z
7O F 4, 4
N =0 o m =g, 1
a’ x— 1 q 53
7O — 99— — 4. © — 9
N 2q R3 3x + 2 A ik L3 3x + 2 Ak
a? x—1 q Tx
0 — 37—~ 4. S S
Nilgl - 3q RS 4 + 3 Azkl ”f?e): TR 4 +3 Axkl
atd.

Kladic edte ¢' = 0, ("' = -L , dostavame z rovnic (3) a (4)

=

, x—1 a3 212 q(x — 1) ab
Vo = 2" 5,77 RZrZZA“ NER TS 1:3r=*ZA"'“"'+

313 .‘1(%——1) a
5.3.1 4x + 3 R4 42A:kl“,kz ces (7a)

tkl

PR _ 3qx ! bqx
w=FT 0%+ 1 RZZA"+3 13x+2RBZA"=“'”

‘ 3! Tqx
+ 5.3.1 4% + 3 342 A - (8a)

ski
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Opierajtic sa o vzorce (11), § 1 tieto potencialy mdzeme vyjadrit pomocou
gulovych funkeii:

Vio = P i ioon ) + T e Pieos ) +
+ 222 =D L peos )+ ... (7)

Vo =" T 5T 7 Pr(cos ) + golg 7 Py(eos ) +
+4:?;_{3R4 s (cos ) + ... (8)

Opierajiic sa 0 zndmu vlastnost Legendreovych polyné-
mov '
[P, (cos p)| <1,

bez tazkosti moZno dokézat, Ze prvy z tychto radov
konverguje nezavisle od » a y absolutne pri vietkych
hodnotéach 7, ktoré vyhovuji nerovnosti

a2
r>'§9

druhy pri vSetkych hodnotach r < R. To isté plati aj
o derivaciach tychto radov podla r. Tym sme dodatoéne
dokazali spravnost predpokladov 3a a 4a, ako aj vyvo-
dov, ktoré sme z nich urobili.

Potencial v lubovolnom bode P vonkajSej oblasti
teda je:

V="T4 Vo (9) Obr. 2

a rad 1. sl4Zi len pre odvodenie radov pre Vi, a V{,, kym pre dalie praktické
udely mozno pouizivat podstatne jednoduchsi tvar, ktory sme pouzili v rov-
nici (9).

Rad 7 vyjadruje pridatny potencial V{,. Tento mozno napisat v inom
tvare, ktory je v urditych pripadoch pre praktické tdely vyhodnejsi. Cleny
tohto radu s potencidly fiktivneho dipélového, kvadrupélového a vyssich
multipélovych zdrojov v strede gule. Dipélovy zdroj moéZeme si teraz na-
bradit dvoma rovnakymi bodovymi zdrojmi opadéného znamienka, z ktorych
jeden nech je v strede gule, druhy v bode @’ inverzne zdruZenom s bodom @
(v. obr. 2). Teda je:
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Ak si oznagime vzdialenost @'P = ', potencial tychto dvoch fiktivnych zdrojov
v bode P je:
11 ‘@ ‘at q'a8 ’
¢ (7= F) = g P eos )+ P eos ) - G Pa(eos ) e (10
Zvolime si teraz ¢ tak, aby prvy ¢len tohto radu sa zhodoval s prvym ¢lenom
radu (7), teda:

x

-1 (11)
2x 4 1

’

9 =49

S
(3]

Potom rad (7) mdzeme pisat takto:

1 1 2(x — 1) 3 — 1 |u8q
T — [ e _ V‘P c0s
=1 ,,.)+[3x+2 L | peos ) +

3(}{ # ]) (%— ].) a7(/
+[4x+3 T2z + 1]WP3(COSV))+

a po jednoduchej Gprave

w=1|—- Mx—1) o
Vio=1 (r—'~7) +q(2x—{— (3% - 2) haran (cos ) |
2x(3 — 1) o7 N
T (2% 4 1)(4% + 3) 54,.4})3 (cos y) + ... (12)

V pripade dokonale vodivej gule (o, = O) je » = O, a preto

takze pridatny potencidl sa d4 vyjadrif v uzavretom tvare. V pripade gule
dokonale nevodivej (»z — «) je zase podla rovnice (7)

¢

(8]

qab 3 qa?

1 qa®
7t q P, (cos p) —{-—3— RaraPz(cos ¥) —;——4— Wps(OOS p) 4 ...

©=7 n

kym podla (12)

1 qa?

TWP:;(COS p) + ...

5
V(o):‘g—%(%_‘%) —(15-—1%%1)2(003 y) +
Pre praktické tdely méze aj v tomto pripade druhy tvar radu poskytovat
uréité vyhody oproti prvému tvaru.
Vyrazy (7a) (8a), pripadne (7) (8) a (9) pre potencial v oblasti mimo gule
a vo vnutri nej predstavuji stidasne riefenie analogického problému elektro-
statického pola bodového naboja v homogénnom dielektriku, ktoré vypliiuje
cely priestor s homogénnou gulovou vlozkou o inej dielektricke] konitante,
ak sa naboj nachaddza v oblasti mimo gule.
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§3. POLE PRI SYTENI DIPOLOVYM ZDROJOM

Ak zdrojom pola je dipél o momente (M,, M,, M,) umiesteny v bode ¢
(v. obr. 1), potencial neporu§eného pola v bode P méZeme napisat v tvare:

1 Y a (1

i
Avsak uz v predchadzajucom paragrafe sme ukéazali, Ze pri vietkych r < R
plati:

1 -
- = Z Ay + Rsz Ay + R“Z ApmTr 212, + e, (2)
klm '
pricom A, , 4., Akl,,,, ... 80 nezamsle od stradnic x,, 7y, xy. Kazdy ¢len tohto

radu je teda homngnny polyném v premonnych x; a lahko sa presvedéime, Ze

= Z Akl(éi‘kxl + 5;‘19%) =2 Z Ay
k

(3)
Z Am T X%y = 3 . Z A
le
atd. .
Vzhladom na to, Ze x, = 7 . a,, plati za tych istych podmienok ako 2.
1 2r 3r? C
Viy = — R@Z A M; — I Z AuM;a), — ﬁZ A Miapa;
i ik ikl
4;3
3 Z Aipin Mz 0,0,
iklm
Pre dal$iu pravu tohto radu pouZijeme este vzorce (12), § 1
, 3! r? ,
Vi = Rzz A, — = Raz A Mgy — FZAiklzlfiak, .
ikl (4:)

. 1 R5Z Axklm J[ Al

ikim

a tento rad konverguje opit nezavisle od uhla v pri Vsetkych hodnotach

r<_R. : ,
Pridatny potencial V{,) v oblasti mimo gule hl’adéme v tvare nekone¢ného
radu - : o

9| 3! ! .
Viy = Ch + = Z \(”ak+——~ . -—Z ‘fe/)am -l— 531 A Z N G,

kim
(5)
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ktorého &leny st potencidly dipélového, kvadrupélového a vysich multi-
polovych fiktivnych zdrojov umiestenych v strede gule, potenciadl V¢, vo

vnitri gule v tvare radu
) 3!
Z TL& 7] + 5.3. 17‘32 n;elmaklm

V;’=C,”+'r2n

k ki kim (6)

Z tych istych priéin ako v predchadzajicom paragrafe je bezprostredne
jasné, ze Vi, ako aj V{, vyhovuja v oblastiach, v ktorych si definované,
Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

Na povrchu gule musia byt splnené podmienky:

[V(l) + Vfl)]r-a = [Vfll)]r-l

2 v, 7
[ o+ | <[52] ™

Podobne ako v § 2. vyplyvajt vzhladom na tieto podmienky z rovnic (4) (5)
a (6) ststavy vidy dvoch linedrnych rovnic pre nezname (Ng, n.), (Ny, ng),
(Nt s Tprm) atd., ktorych rieSenim dostavame:

3 —1 3.2 X
NO — ."__"__Z . ,1):m____~z LM
N 2.1 G ) Ay nf i T D, A,
[ i

o o 0% x—1 , 5.3 x

NP = *3-3~ﬁmz A M ; nfj) = _szAikth
T 1 4

N1 — 9 O % i 1) Z Y
A’\Ielm 4.3 .5 1E5 4% T gz 4;klm[[ I?;e RE 4H+ A,k[mxf

(8)
Dalej musi byt:
7> ®

m_~~2AM

Po vsadeni zloziek multipélovych momentov vyjadrenych vzorcami (8)
rady (5) a (6) pre potencial Vi, a V{, nadobudaja tvar:

a v doésledku toho:

’ 211 ;{—I 3'2 v —1 b
W= T 1 Rarzz AuMiar — 3 3x4- 2 Rtrsz Aja M —
ikl
4! x— 1
n C
5.3.14x+3 RS,AZ Aiptm M ik — - - (9)

{klm
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2” 417 % 73
1 3% + 2 H 1{42‘4'“]‘[“"‘ 5.3.14x + 3 RTsZA""mM"““m”‘
tky kim
(10)

Otvorenou zostava eSte otdzka konvergencie radov (4) (9) a (10). Podrob-
nejsou Gvahou, ktord tu pre kratkost neuvadzame, mozno dokazat vychidza-
juc z konvergencie radu (2) pri < R, Ze aj rad (4) konverguje nezdvisle od
volby smeru (a,, a,, @;) pri vietkych hodnotdch r vyhovujicich podmienke
r<_ R. Opierajtc sa o tento fakt bez zvlastnych tazkosti dokdZeme, Ze rad (9)
konverguje pri vetkych hodnotach

2
r >%—
a rad (10) zase pri vstkych hodnotach

r< R.

To isté plati o radoch, ktoré dostavame derivovanim radov (9) a (10) podla r.
Preto za predpokladu R ™>a moZno vidy vymedzif takd oblast, vo vnuatri
ktorej lezi celd uvazovana gulova plocha a v ktorej vietky tri rady Vy, Vi,
a V{y, ako aj ich derivacie konverguji rovnomerne, éim sme dodatoéne do-
kézali spravnost predpokladov, o ktoré sme sa pri uvahich tohto paragrafu
opierali.

§4. POLE PRI SYTEN{ KVADRUPOLOVYM A OKTAPOLOVYM
ZDROJOM

V bode @, obr. 1, majme kvadrupdlovy zdroj pradu. Potencial neporuseného
pola v bode P je podla vzorca (3b), § 1.

1 2 1
Vo) :ﬂz Mik—"’ax‘_ o (7) (1)

ik

Odvodili sme v§ak uz rad pre—%—(v. § 2 a § 3) v tvare:

H

‘—;ZAIUH-RSZAI,MM +R4ZA1manmx + - (2)

Im Imn
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a zistili sme jeho konvergenciu pri » < R. Presveddime sa lahko, Ze:

- Z A 0
———— Xy ==
i

o R
(’.’lfiailfk Z A,,,,x,;r,,, =2.1. Aik
Im

(3)
a2 )
5‘”; 61‘k Z 4lmn L&y Ly == =3 .2 Z Anlel‘l’l
Imn
Ax: 6ka Almnp')“l L Uy Lp == = 4. 3. Z Asklm Ly
Imnp
atd.
Vsadiac rad (2) do vzorca (1) a pouZivajic vztahy (3) dostavame po jednodu-
chej, tplne analogickej Gprave postupu v § 2 a § 3 pre V(, tento rad:
3.21!
V(2) - kaZA k1[1k+ éT ] RQEA'HJ] kY +
ikl ikl
4.3 2!
FTZTTTZ Aieim Mig s + - - (4)
tklm
Pridatny potencial V'(;) moZno pisat ako nekoneény rad
. 11 21 1 i
Vig = Clo 5 2, NP0+ 51 =5 Y Nt + .. (5)
! Im
a potencial V{, vo vnutri gule ako rad
21 .
"y = Cly +r Z nPa + 57— Z nBDt A+ (6)
/ Im

V désledku rovnic (2) v § 2 obe tieto potencidlové funkcie vyhovuja Lapla-
ceovej rovnici. Prave tak ako v predchadzajicich paragrafoch, hraniéné pod-
mienky umoziiuji vyjadrit zlozky tenzorov
, N, N(” ., pripadne n@®, nf®, ...
pomocou zloziek i '

M:k’ At/ev Airrs Aiktm - - -
Vsadenim takto zistenych hodnot N do radu (5) potom dostavame:

72 3 2 1 ok —1 ad
@ 7T 2 + 1 : R‘rzz AiuM iy +
ikl
4.32 (I,6 ;5,._1 o )
4. . ) N v
RS RSB 3k 2‘2 AiM gy, + . (7)

iklm

L6,



Pri Q;ytenl oktapolovym zdrojom je potencidl neporuseneho rola podla vzor-

1 li 1
7 = - — M D — 3
For= 1 3 W, (1)

ikl
ktory za tych istych podmienok ako predtym (r<_ R) mdZeme pisat ako
konvergentny rad

1 47
Vor = D, ANt = 75 > Ak Mottt ... (3)

ikl ikln

Ak sa obmedzime na prvy élen prislusného radu, éo Gplne stadi pre vSetky
dalgie tcely, modZzeme pridatny potencial vo vonka]som priestore vyjadrit
vzorcom:

4(%—1

',fa) = 2,{ + 1 R5 2 2 Atklm Zl[lklam (9)
iklm

Z tvaru tohto vzorca po vhodnej tiprave a porovnani so vzorcami (3a) a (4),
§ 1 vyplyva, Ze je to potencidl dipélu umiesteného v strede gule, ktorého
moment ma zlozky:

x — 1 :
[(3) —d o 3¢ + 1 R5 Z Alklmﬂ[tkl (]O)

ikl

§5. PREHLAD A INTERPRETACIA VYSLEDKOV

Potencial V{, mdézeme interpretovat ako potencial fiktivneho dipélového,
kvadrupo6lového, oktapélového a vysSich multipélovychzdrojov umiestenych
v strede gule. Zlozky ¢{, ¢, ¢\ atd. momentov tychto zdrojov dostdvame
z jednotlivych ¢lenov radu (7a), § 2. K tomu Géelu pouzijeme vzorce pre poten-

cial multipolovych zdrojov (3a) az (3d), v ktorych vsak piSeme x; namiesto &;,
r namiesto R, ¢/, ¢, ¢9 atd., namiesto M;, M;;,, My, . . . aparcidlne derivacie
podla stradnic z;, ; vyjadrime pomocou zloziek smerovych tenzorov a;, a;,
a;p atd. Takto napr. dostavame:

N

. — X 4.0

Z’ “=q- zx+|RBZ"““
1 ?

212 - 1w
Zqi(z)azk— 113}/ _+_ ) RaZAlk xle (l)
ik
313 x— 1 d :
Z‘I;kl“.kz—— 3 lq4x+ ,; It“Z Ak
ikl
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a preto kladieme:

© x—1 @& o4 x—12a
aqu_f_lel Qik'—3q3%+2R3 ik
(2)
6 x—1 a
) = - it

Prave tak mé6zZeme interpretovat aj potencial V{, vyjadreny radom (9), § 3
a vznikajiei pri syteni dipdlovym zdrojom ako potencidl radu fiktivnych
zdrojov, ktorych momenty vyjadrime tenzormi ¢/, ¢, ¢{f) atd. Tym istym
sposobom ako v predchadzajicom pripade dostdvame:

ox—1 ad /—1 a
o= 3§m RQZAH:ME: P = Y5 T e Rg;ZA.kzMx
=
(3)
24 x—1 a’
qsk} = ___5_ 4% + 3 '—RﬁzAiklmMm‘
m

Pridatné potencialy Vi, a Vi, vznikajtce pri syteni kvadrupélovym, resp.
oktapdlovym zdrojom mozno opit ponimat ako saéty potencidlov fiktivnych
dipélovych, kvadrupdlovych, oktapoélovych a vys$sich multipdlovych zdrojov
g, ¢, ¢, ..., pripadne ¢, ¢¥, ¢%), ... Ich momenty dostdvame porov-
nanim ¢lenov radu (7), resp. vyrazu (9), §4 s vyrazmi (1) tohto paragrafu:

x — 1 a®
q§2)23~m'F&ZAiklel’
1 (4)
» — a’
W= S 2 Aitim M,
(3) x—1 @ )
S 1+ 1 R® AikimM 1 - (%)

klm

V dalsom sa budeme ¢asto opierat o terminolégiu pouzivant v elementarnej
tedrii elektrostatického pola pri znamej Thomsonovej metode zrkadlenia na
rovine. V tomto zmysle sa mdZeme preto vyjadrovat tak, Ze zrkadlenim bodo-
vého zdroja g na gulovej ploche vznika v jej strede fiktivny dipol ¢, kvadru-
pol ¢, oktapél ¢f) a dalie vySiie multipdly, zrkadlenim dipolu M;
dipol ¢V, kvadrupdl ¢fp, oktapél ¢ff) atd. Z predchadzajtacich Gvah vysvita,
ze pri syteni akymkolvek multipélovym zdrojom vznikaji zrkadlenim na
gulovej ploche vidy v8etky multipoly poéinajic dipdlom, nevznika viak nikdy
fiktivny pél. (Pritom stale predpokladame, Ze sytime v oblastl R > a, ne-
prihliadajtc na trivalny pripad » = 1.)
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§6. ZRKADLENIE MULTIPOLOVYCH TENZOROV NA ROVINE
A PRUDOVE POLE V HOMOGENNOM POLOPRIESTORE
PRI SYTENI MULTIPOLOVYM ZDROJOM

Majme rovinu S a bod @, ktory nelezi v nej (v. obr. 3). Vzdialenost tohto
bodu od danej roviny nech je h a zrkadlenim uvaZovaného bodu na rovine
dostdvame bod Q. Zvolime si pravouhlt ststavu stradnic (z,, @y, %3) s podiat-
kom v bode O a s osou x,, ktorej kladny smer nech sa zhoduje so smerom 0Q.
Nech je P I'ubovoIny bod priestoru,
ktorého stradnice v danej ststave
st (@, ¥, x;). Vzdialenost tohto
bodu od bodu @ oznadéime r, jeho
vzdialenost od Q oznadme 7.

Definujeme vSeobecné smerové
tenzory prislichajice smerom QP

Q

X
0
i
]
)
[}
1
1
|
|
h
a OP v zmysle vzorcov (4), § 1 ;
v danej stradnicovej stistave takto: !
1
1
Aigiay o .. in™ S 0 i
yntl on 1 i \
= (— 1)» - - —_ 1
= 0x;, 0, 0%;, ( r )’ ! N Px.Xx.x)
Tisia, v . in™ (1) h ! e
pntl ! ,
= (_ l)ﬂ " 6" _1_ . i r
n! axilaxi:... ax,-n F L
(4
Q-
Ak zavedieme oznaovanie Obr. 3
T.
1 1
= - = f(xy, %, T,),
Va4 (b )+ ad
zrejme plati:
1 1
- = = =f(x,—~x,x),
R N N .

a preto z definicii 1. vyplyva:
fntl

_ . 8. 4 0. s
aix:l':---in — (_.. 1) i,2 iz, 2+ ...+ T2 7‘”+1. ai;,ig,...i,"

Ak bod P lezi v rovine S, teda v uvazovanej pravouhlej stradnicovej ststave,
je:
_ 8, .40, o,
o= (— et Vg2 .. 402 .. .
a ( 1) "o . au.lg,...ln' (2)

$1502, . . In
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Vzorec (2) moéZzeme vyslovit takto: Ak bod P leZi v rovine S, zlozky tenzoru @
sa ¢o do absolitnej hodnoty rovnaja prislu$nym zlezkam tenzoru a a maja to
isté alebo opaéné znamienko podla toho, ¢i index 2 vystupuje v rade indexov
Iy, %g. .., i, parny alebo neparny pocet krat.

Uvazujme teraz homogénny polopriestor ohrani¢eny rovinou § a vyplneny
hmotou 8pecifického odporu g. Nech tato hmota vypliiuje ¢ast priestoru x, < O.
V bode @ majme multipélovy zdroj pradu o momente M; ;, . ; . Potencidl
pradového pola v uvazovanom polopriestore hladame v tvare:

. — 1= on 1 . on 1
] ‘:(—“z ﬂ[i, B A —)+Mi,.. i “*‘i)‘*,—** =1
n! o Owy O\ 7 oy, 0w\

Ugees

" (3)
Tento tvar vyhovuje podmienke, Ze vo velmi malych vzdialenostiach od

bodu @ pole musi byt také, ako keby cely priestor bol vyplneny hmotou $peci-
fického odporu g. Zlozky tenzoru fiktivneho multipslového momentu M;

iniz...in
oV )
0%/ xy =0 ’

) ontt 1 gntl 1
z 1[, iy T T VT -f 11/[,' [T P B = 0,‘
ettt g dwy L. 0x; \ 7 v gy, da; oy \ T
- 1 n 1 n R

Tiyeand
1 ”

uréime z podmienky:

teda:

pri xy = 0. V doésledku vzorcov (1) a (2) mozno tato podmienku pisat v tomto
tvare:

n

N 140, 40, PR :
Z (Miin . i+ (= 1) T T2 Bzt Bne My Tty = O
iﬂ

Tiy boyeee
z ¢oho:
M o (e 1) ine e e Mi,-iz,---in (4)

Lysdyseenin

V dalsom budeme tie# hovorit, ze tenzor M je zrkadlenim (alebo vzniké
zrkadlenim) tenzoru M na rovine S. Vzorec (4) mézeme vyslovit takto: zlozky
zrkadleného tenzoru multip6lového momentu maji v uvazovanej stradnicovej
sustave tu ista absolatnu hodnotu ako zlozky po6vodného tenzoru. Ak sa
index 2 vyskytuje v rade indexov 4, 4, ... i, k krat, zlozky zrkadleného
tenzoru maja to isté alebo opaéné znamienko ako zlozky poévodného tenzoru,
podla toho, ¢i je k parne alebo neparne.

Kedze potencial V, ktory sme definovali rovnicou (3) vyhovuje okrem uve-
denych podmienok tiez Laplaceovej rovnici, rovnice (3) a (4) predstavuju
rie§enie otazky pridového pola v homogénnom polopriestore.
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Rovnicu (3) méZzeme vzhladom na vzorce (1) pisat tiez takto:

1 :S I _
VA— i[. . . Lo JR E M. . . q. . . 3
V= gntl ﬂlll,zz...:n 'atl,xz,...z” ”} pntl [tl,!z...ln‘all,tz e iy (')

il,iz,...i’l il’i2"'in
Prvy ¢len na pravej strane tejto rovnice predstavuje potencial multipdlového
zdroja v homogénnom priestore, druhy ¢len potencial fiktivneho zrkadleného
multipolového zdroja, ktory si myslime v bode Q. Rovnica (5) vyjadruje
potencidl v polopriestore z, <O, teda aj v rovine . V bodoch tejto samej
roviny je F = r. Okrem toho v désledku rovnic (2) a (4) tu tiez plati:

Mivigeeeiin - Cigsigeunin=Mi iyo iy - T iyonin
preto potencial v rovine § mézeme vyjadrit vzorcom:
2
Vs == a1 Z j'[il,ig,...i,, SO i iy (6)
T1slgyeeel

Potencidl v Iubovolnom bode roviny ohranié¢ujicej nekoneény homogénny
polopriestor je teda dvakrat taky ako by bol potencidl v tomto bode pri syteni
tym istym multipélovym zdrojom, ak by cely priestor kol vyplneny hmotou
te] istej vodivosti.

§7. VYPOCET PRIBLIZNYCH TEORETICKYCH HODNOT
ZDANLIVEHO SPECIFICKEHO ODPORU PRI ODPOROVYCH
MERANIACH NAD STREDOM GULE

Na obr. 4. vodorovna priamka S znazorfiuje zemsky povrch, ktory si mys-
lime dokonale rovinny. Prostredie pod povrchom pozostava z dvoch oblasti,
a to z homogénnej gule §pecifického odporu g, a zo zbyvajacej Gasti polopriestoru
vyplnenej homogénne hmotou 8pecifického odporu g,. Stred gule je v bode O,
v hibke % pod povrchom, jej polomer oznaéujeme a. Kolmica spustend z bodu O
na rovinu zemského povrechu ho pretina v bode €. V bodoch 4 a B majme
sytne elektrody, pri¢om nech je AC = BC a obe elektrdody lezia na priamke S,
ktora prechadza. bodom C. Skiimajme rozdiel potencialu v bodoch M a N,
v ktorych si mézeme mysliet merné elektrédy a ktoré lezia tieZ na priamke S,
stmerne podla bodu (. Pri znamej Wennerovej schéme je okrem toho

AM = MN = NB =&,

Ak sa najprv obmedzime na pripad sytenia jedinou elektrédou 4 (k tomu
uéelu si myslime druhta sytnu elektréodu B umiestent prechodne vo velmi
velkej vzdialenosti, kym M a N ostivaji nadalej v miestach vyznacenych
na obr. 4.), dostavame hodnotu potencidlu v Tubovolnom bode pod zemskym
povrchom (odhliadnic od bodov vnatri gule), ak k jeho ,,neporusenej‘‘ hodnote
(v. § 2.) pridame potencidly prislachajace fiktiviym zdrojom. Pri prvom pri-
blizeni budeme uvazovat len fiktivne zdroje, ktoré vznikaja zrkadlenim zdroja
4 na uvazovanej guli v jej strede (v. § 2. a § 5.) a ich zrkadlenia na rovine S.
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Pre vzdialenosti a uhly vyznacené na obr. 4. si zavedieme toto oznadenie:
O — OF — R, 0A — OB — R, A0 — NI = NB — £,
X AOM = v, <t AON =yu, <804 =¢, S S80M =9+ p= 4.

Ak uvazujeme len jedint sytnu elektrdu v bode A, potencial v bode M
v dodsledku rovnic (7), § 2a (6), § 6 je:

Ly

i
+ S
C
0C=0C=h 0 S
Obr. 4
g4 2qx—1) @ ‘ 4q(x — 1) ab
IAM “'—E—_!— 2%+ 1 Rikg PI(COSW)—*— 3;{4‘_ 2 R:;R: PZ(COS 'P) +
6q(x — 1) a?
-+ m%fg(cos ',U) + ...
a v bode N
g 2qx—1) a® ] 4q(x — 1) ab o
Van =55+t 5,77 mm Dleosw + =g gag Dloosm +
6q(x — 1) a?
w13 BER Py(cos p) + ...,
teda:
. _ 4 2q(= — 1) ad b
Vi =V = g 52 s UPaleos ) — Pafeos 0] +
4q(»x — 1) ab

t gz Tmg Do v) — Pleospl
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Ak teraz prihliadame na to, Ze okrem bodu A4 sytime tiez v bode B, v ktorom
mame zdroj pradu o tej istej intenzite avSak opacéného znamienka, celkovy
potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N je:

Vie — V=2V — Van),
teda:

q 1g(%x — 1) a®

4 e V., == — ) .
I]” ltN - E + Qs _+_ 1 RiRz [‘PI(COS 1/)) Pl(cos lu)] +

8q(x — 1)

T T2 R

[Py(cos w) — Py(cos )] + ...

Keby nebolo gulovej vlozky, t.j. keby cely polopriestor bol homogénne
vyplneny hmotou §pecifického odporu g;, bol by za indé tych istych pod-
mienok potencialovy rozdiel na elektrédach M a N

AVMN == -g—

Relativnu hodunotu anomadlie zdanlivého Specifického odporu spodsobenej
gulovou vlozkou mozno preto vyjadrit takto:

do Vi — Vx s5(x — 1) o
—_—— — N 1 g b - >
o AV 21 Tymg 008 Y)  Baleos ]+

B 1) o
3% + 2 ROES
128(¢ — 1) a7
T3 R [Ps(cos ) — Py(cos u)] + .. ..

[Py(cos y) — Py(cos u)] +

+

V tejto rovnici, ako je na prvy pohlad zrejmé, uplatiiuje sa zndmy princip
,,podobnosti‘‘ v tom, Ze sa hodnota anomdlie zdanlivého Specifického odporu
nezmeni, ak prejdems z daného usporiadania na usporiadanie geometricky
podobné nemeniac hodnotu #. V désledku toho moézeme hibku stredu gule A
volit za dizkovi jednotku a v dalsom polomer gule a, ako aj dizky &, R, a R,
budeme vzdy vyjadrovat v tychto jednotkach.

V rovnici (1) okrem polomeru @ a fyzikalnej konstanty » vystupuja veliiny
zavislé vyluéne od geometrického usporiadania elektrod (&, B,, R,, v, u),
ktoré mozeme nazvat geometrickymi parametrami sondaze. Za zakladny
z tychto parametrov mozeme povazovat & (vzdialenost potencialovych elektréd).
Vsetky ostatné parametry sa daji z tohto zakladného parametra odvodit
jednoduchou geometrickou tvahou.
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Pre prehladnost zavedieme este daldie geometrické parametre:

_ 4E[Py(cos p) — P,(cos u)]

F, = , ,
! RR?
o SE[Py(cos 1) — Py(cos u)]
2 = 3 ,
R
P 128[ Py(cos ) — Py(cos )] 2)
2 IRV ' -
P L6E[Py(cos p) — Py(cos )]
f s
atd.
Vzoree (1) mozno potom pisat takto:
% — 1 w1 %1 P
A=t 5 F, Ty, - @ ——— Fy+ ... (¢
v =t A S et A ey e et (3)

V dalsej dasti tejto prace checem venovat zvldstnu pozornost obom krajnym
pripadom, t. j. pripadu gule dokonale vodivej (x = 0) a dokonale nevodivej
(# = =). V tychto pripadoch mime:

1 1 1 ’
Ag = - [w”’]f‘] + ?a51f'2 + 72—(171"3 -+ —4:—(1914’4 + .., (e =0) (3a)
pripadne
1 1 i | 1
/.’0 = ?(1,31/’1 + -:—),‘*(7/5]."2 1'- T /1771'13 —+— '—5— (L9F4 +' e (}{ —> 'Ir) (3[))

Pri porovnani vzorcov (3a) a (3b) vidime, Ze rvelativna hodnota anomadlie
zdanlivého $necifického odporu je (ak odhliadneme od znamienka) pri tom
istom usporiadani elektrod a pri rovnakom polomere vidy vicsia v pripade
gule dokonale vodivej ako v pripade gule dokonale nevodive;j.

Ak menime vzdialenost potencidlovych elektrod &, meni sa privodzene aj
zdanlivy Specificky odpor. Pomer Ag/o; ma pri malych hodnotich & priblizne
nulovi hodnotu, pri vzrastajicom & jeho hodnota najprv stapa, dosahuje pri
urcitej hodnote & = &, maximum a potom opit klesd a blizi sa asymptoticky
nule. Ako z dalsich vysledkov uvidime, je pria < 0,6 v oboch krajnych pri-
padoch &,,. priblizne konstantné, a sice:

nezavisle od polomeru a. Preto pri malych polomeroch maximéalna hodnota
anomalie zdanlivého Specifického odporu je pribliZzne tmernd tretej mocnine
polomeru. Vyplyva to zo vzorca (3), kde pri takomto obmedzeni mozno za-
nedbat ¢leny s vyssimi mocninami polomeru a povazovat F, za konStantné.
Vzhladom na princip podobnosti mozno tento poznatok vyjadrit tieZz takto:
Pri hibkach presahujtcich asi dvojnasobok polomeru gule klesd maximum
odporovej anomdlie priblizne s tretou moeninou hibky.
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§8. SPRESNENIE TEORIE

V predchadzajacom paragrafe sme odvodili pribliZzné vzorce pre zdanlivy
Specificky odpor za predpokladu, Ze stred merania C (v. obr. 4.) je presne nad
stredom gule, a Ze elektrédy st usporiadané podla Wennerovej schémy. Dvojicu
zdrojov A a B sme zrkadlili najprv na guli a vznikajtce fiktivne multipdlové
zdroje v bode O sme zrkadlili opdt na rovine S, ¢im vznikli dalsie fiktivne
multipolové zdroje v bode 0. Tymto zrkadlenim na rovine S sme vSak po-
rudili hraniéne podmienky vyjadrené vzorcami (5) a (6), § 2. Aby sme tymto
podmienkam vyhoveli, musime vietky fiktivne zdroje vzniknuté v bode O
opit zrkadlit na guli do bodu O, ¢im zase poruSujeme hraniéné podmienky na
rovine S. Preto vSetky novovznikajtce fiktivne zdroje v bode O musime zase
zrkadlit na rovine S atd. Ak by sme chceli dany problém riesit striktne, museli
by sme teda zrkadlit na guli aj na rovine nekoneéne mnohokrat a vysSetrit
otdzku konvergencie tohto postupu. Je to postup v uréitom ohlade podobny
ako obvykly postup, ktory pouzivame pri rieSeni tzv. problému dvoch vrstiev.
Podstatny rozdiel medzi oboma pripadmi je v8ak v tom, Ze kym pri zrkadleni
daného zdroja na I'ubovolnej rovine dostivame len jediny zrkadlovy obraz,
pri zrkadleni kazdého zdroja na guli dostavame nekoneény rad zdrojov, v kto-
rom su zastipené, dipélom poéinajac, v8etky multipély. Postup sa tym vo
velkej miere komplikuje a po niekolkych zrkadleniach sa stdava tplne ne-
prehladnym.

Pravda, pre praktické tcely nie je treba v tomto postupe pokracovat velmi
daleko. Priprvom zrkadleni sa totiz na guli vyskytuje v momente vznikajiaceho
fiktivneho dipolu ¢initel ¢3, v momente kvadrupdlu a®, v momente oktapdlu a?
atd., ako sme videli vo vzorci (7a), § 2. K tymto éinitelom pri kazdom dalsom
zrkadleni pristupuje opét ¢initel a?, a%, a?... atd., ako sme videliv § 3 a § 4,
a to podla toho, ¢i novovznikajici zdroj je dipél, kvadrupél, oktapél atd.
Preto pri nevelkych hodnotidch polomeru (a < 0,5) konverguje naznadeny
postup velmi rychle a v skutoénosti uz vzorec (3), § 7 vyhovuje dokonale
vSetkym praktickym potrebam. Podrobnejsi rozbor vysledkov okrem toho
ukazuje, Ze aj pri pomerne vysokych hodnotdch polomeru (priblizne po @ = 0,9)
pre praktické potreby staéi uvazovat len tie ¢leny vyrazu pre potencial, v kto-
rych ako ¢initel vystupuje nanajvys a'® a niz$ie mocniny polomeru. Vynimku
tu do urditej miery tvoria len ¢leny radu (3), § 7, kde uz pria = 0,7 treba brat
do tvahy aj ¢len s a* a pri vidsich polomeroch pripadne aj dalSie.

Ujasnime si teda jednotlivé diastkové kroky postupu zrkadlenia, ktoré vedu
k multip6élom, ktorych momenty obsahuji ako dinitela desiatu alebo niZz§iu
mocninu polomeru. Tomuto Géelu slGzi schéma zndzornend na obr. 5. Zrkadle-
nim dvojice zdrojov 4 a B na guli a v zépiti na rovine S vznikéd v bode O
dipél, kvadrupoél, oktapdl a Sestnastpdl (dalsie vyssie multipoly obsahuja ako
¢initela vysSie moeniny polomeru, a preto ich zanedbdvame). Prvy obsahuje
¢initel a®, druhy o, treti a? a Stvrty o. Zrkadlenim posledného zrejme nemézu
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vznikat multipély s niZ¥ou mocninou polomeru ako dvandstou, a preto tieto
zanedbavame.

Prvym krokom znazornenym na obr. 5. Sipkou I, je zrkadlenie dipdlu
v bode O na guli v dipél umiesteny v jej strede O a jeho stidasné zrkadlenie
na rovine § spit do bodu O. Preto najprv vypocditame éast potencialového
rozdielu, ktory vzniké na elektrédach M a N, ktora je podmienena touto dvo-
jicou dipélov sumernych podla roviny S.

DIP KVADR. OKTAP
a.‘ a 5.__ / Q V4
/ V’/ Vi
aé
r "
I a°
L N
9 8
a a
10 10 10
a q =

Dvojica bodovych zdrojov A a B (v.obr. 4) najprv sposobuje, Ze v bode O
vznikaji dva dipdly. Ak si zvolime stradnu ststavu (z,, %y, %3), ako sme na-
znadili v obr. 4., t.j. s podiatkom v bode O, ozou %, orientovanou vodorovne
vpravo, osou z, zvisle hore (cez 0) a osou 7 kolmo na nakresnit rovinu smerom
vpred, a ak dalej smeru O4 zodpovedajt smerové tenzory 4;, A, 4i, - - -,
smeru OM tenzory a;, @i, Ui, - - -, SIEru osi @, b;, by, by, ..., v zmysle
vysledkov § 5, zlozky momentov uvazovanych dvoch dipélov su:

3
M = LA, = CA,, M} = Cd,, M= Cdy =0,
2

” x—1 a A Y ’ Y r— (O
1 :q:‘z;'q_—-i-j{—g- 1=CA1, M1= — (/Az, Ms— .
Prvy z tychto dipblov zodpoveda syteniu zdrojom ¢ v bode 4, druhy syteniu
zdrojom — ¢ v bode B. Vysledny dip6l mé zloiky:
My = M, + My =204, My = My =0.
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Zrkadienim tohto dipélu na rovine § dostdvame v bode O dipél o zlozkach:
M, = My =204, M = M; =0.

Zrkadlime teraz dip6l M; opit na guli, éim pristupjeme k vlastnému kroku I,

zndzornenému v schéme obr. 5, predbezne uvaZujic iba dip6lova ast tohto

zrkadlenia. Podla vzorca (9), § 3, v ktorom kladieme teraz B = 2 (= 00),
M; = M;, A;, = by, pre potenciél tejto Casti v bode M dostavame:

r x—1 — 1
Vu=—0,71 41’2 zb"*M % = z F1 4-R= 2 b Zbl"“"
avak
1
by, = — 9 by = b3 =0,
a preto
x—1 a® — x — 1\2 a®
Vu = S 71y am M= q(Zx + 1) IR M
Prvy smerovy kosinus smeru ON je — a,, a preto prisluiny potencial v bode N
je:
VN = - VM:

v dosledku ¢oho uvaZovany potencialovy rozdiel na oboch mernych elektré6-
dach je:

Vi — Vy =2V = (”“12- ©_ Aa (2)
M N M 92%_'_1 gRr Rz 1%

Potencial Vy vyjadreny vzorcom (1) zodpovedd dipdlu myslenému v bode O.
Aby sme vyhoveli hrani¢tnym podmienkam na rovine 8, musime vSak tento
dipél este raz zrkadlit na rovine § do bodu 0. V zmysle vysledkov § 6 tomuto
postupu zodpovedd zdvojnasobenie potencidlového rozdielu na elektrédach M
a N, a preto dostdvame koneéne upraveny vzorec:

x—1\* a
VM_VN:q(Qz-{- 1) -Rgﬁgcoszp.cosl, (3)

pri¢om podla obr. 4.
cos ¢ = A4,, cos A = qa.

Potencidlovy rozdiel (3) k hodnote relativnej anomalie zdanlivého §pecific-
kého odporu prispieva ¢iastkou:

A :M:as »—1)\* &cospcosi
' q 2x 41 R:R:
Kladtc

Gl:é’t"—m;g‘"%—w=f.cos<psin2<pcos}.sin2.l (4a)

172
teda mame:
ef*—1 2

d=a (2x i) % (4)
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kde G, je geometricka velidina, ktord zavist jedine od usporiadania elektréd,
t. j. od vzdialenosti &.

Vyraz na pravej strane rovnice (1) predstavuje potencial dipélu v bode M.
Tento dipdl je v strede gule a zlozky jeho momentu v stradnicovej stistave
znazornenej na obr. 4. st:

6 2
my=q 4';1,3 (:?{:1]) c Ay, my =g = 0. S (5)
Jeho zrkadlovy obraz na rovine S, vznikajaci v bode O, ma ten isty dipdlovy
moment — '

my = my, My = my = O, (ha).
Oba dipoly m; a m; spolu na elektrodach M a N ddvaja potencidlovy rozdiol
vyjadreny rovnicou (3).

Druhy krok znazorneny v schéme obr. 5. 8ipkou II v8ak predpokladd dalsie
zrkadlenie dipdlu m; na guli a v zapiti opét na rovine §. Pritom v8ak pri
zrkadleni sa na guli sta¢i obmedzit na Vzmka]um dipdl n,, pretoze pri tomto
zrkadleni vznikajuce vysiie muitip6lové momenty obsahuja ako cinitele alt,

a'® atd., a preto ich zanedbavame.

Podla vysledkov zistenych v §3 (vzorec (9)) zlozky dipoiu 2, st dané

vzoreom: 3
2 — 1 « Zb —
Hp = — s — ;.
k 2 + 1 4 $E55
i

Fiktivny zdroj m; je totiz v bode O, ktorého vzdialenost od bodu O je 2 a bod
sytenia 0 je v smere, ktorému zodyoveds tenzor b;,. V prvom é&lene radu (9),
§ 3 kladieme preto B = 2 a namiesto A;, piSeme b;,. V dosledku rovnic (5)
a (ha) je dalej:

x—1 a® —
Me = oy bue
teda:
a" z—1

Pouzijeme opit vzorce prezlozky tenzoru by, o ktoré smesa opieraliuz predtym

1
l)“ = — ":‘2- s ’)12 = b13 == 0
a dostavame:
a® x— 1\3 . .
”1 == q '52’]7)5* (T‘g%—_}j) Al' 71/2 == 7?/3 = () (b)

Dipél n; musime eSte raz zrkadlit na rovine 8, prlcom zlozky zrkadleného
dipolu »; v bode O sa rovnaja zlozkam n;

Ny = Ny, N = Hy = 0.,
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Potenciél dvojice dipdlov n; a n; v bode M je podla prisluinyeh vzorcov:

a? % — 1\3
Vu=1q" 1612 L2 (Z% T 1) Ay,

kedZe smerové kosinusy smeru ON su (— a,, a,, O), pre potencial v bode N
plati:

V=~ V.

Pre potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N preto dostavame, kladte
A, = cos g, a; = cos 4,

V |4 @ x| 300 oS /
u— PN 4 G \ 2 1 4

Tento potencialovy rozdiel prispieva k celkovej anomalii zdanlivého Speci-
fického odporu ¢iastkou:

~1
=

N v —1\3
§Vw — V) IN):a"(H l) - Gy, (
q 2x 4 1

Ay =

kde G, je opit velidina zavisla jedine od geometrického usporiadania elektrdd,
t. j. od vzdialenosti & = M V:

Gy = % = —;—Ecosnpsin?(p cos A sin?d = —:;Gl. (8)

Toraz prikrodime k dalsiemu kroku, ktory je vyznaceny v schéme na obr. 5,
sipkou III. Dvojica bodovych zdrojov A a B dava najprv vzaik dipélovému
momentu M; v bode O, ktorého zrkadlovym obrazom v bode O je momsnt M;.
Tento dipdl sme zrkadlili opédt na guli, pricom sme v8ak uvazovali z nekonec-
ného radu vzaikajacich multipélovych fiktivnych zdrojov len dipélova zlozku.
Teraz budeme uvazovat kvadrupoélovi zlozku. Pre moment M;, ako sme uz
skor uviedli, plati:

]l_ll = 2¢ /_;c;l_ s 7 Ji
2x + 1 R?

Zlozky kvadrupélového momentu my,;, vznikajaceho zrkadlenim M; na guli
zistime na zaklade vzorca (9), § 3. V I'ubovolnom bode, ktory lezi od bodu O
vo vzdialenosti » v smere a; potencial tohto kvadrupdlu v zmysle prave spo-
menutého vzorca je:

, ¥ — 1 af iz
V = — jsm Z‘ﬁ Z bikl]”ia’kl . (9&)
ikl

V prisludnej dasti vzorca (9), § 3 sms pritom opif kladli B =00 = 2 a na-
miesto Aj, sms pisali by, pretoZs prislusny smorovy tenzor, odpovedajici
smeru 00, je b;,. Potencial kvadrupélu sme vyjadrili uz v § 1 vieobecnym
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vzorcom (3b), ktory méZeme upravit pomocou VZOrcov (4) pmpadne (4a), § 1
pre nas pripad takto:

1
V = —;i z My A - . (gb)
kl

Porovnavajic pravé strany vzorcov (9a) a (9b) zistujeme, Ze

ab. x— 1 -
=~ gy ), bl
po jednoduchej Gprave dostdvame:

a® x—1 = a8 (% — 1)2
73x+2M_1'bl"’ TSR B F 3% 1 2)

My = — Aybyp -
Kvadrupélovy moment my,;, ktory vzniké zrkadlenim zdroja my; na rovine S,
ma zlozky:

a® (» — 1)2

1" 9R (2% + (3% + 2) Ay by

My = —

Potencial dvojice kvadrupolovych zdrojov my a 77{,,, v bode M, ktory leZi
v rovine S, rovnd sa podla vysledkov, ktoré sme ziskali v § 6, dvojndsobku
potencidlu my; v tom istom bode. Opierajac sa o vzorec (9b), mdzeme preto

pisat:
a® (% — 1)2
Vu=— 9@ s Dox T 4 2 Drit

Zlozky smerového tenzoru b;;, vystupujice v tomto vzorci, méZeme vypoditat
na zdklade vSeobecnej definicie tohto tenzoru uvedenej v § 1. Podrobnej$im
vypodétom sa mozno presveddit, ze:

by = biis = bygy = bypy = bygy = O,
kym
1
—é_ .

by = bygy =
Préve tak sa mézeme presveddit, zZe:

Ay = Qg = "2‘ Ay .
V désledku toho plati:
3
Z biri@rt = 2by158p = — ~50‘1(12:
ki
teda
3a® (% — 1)2

Vi =4 Sk n + 3% T 2)

Aaqa,.
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KedZe kosinusy smeru ON st (— a,, a,, O), opit plati:
VN = - VM:
a preto pre potencidlovy rozdiel na elektrédach M a N dostdvame, kladie
A, = cos ¢, a; = cos 4, a, = sin A, vzorec:
3at (x — 1)2
Pu = V=4 o Gy e 1 9)

sin 4 cos 4 cos ¢.

Dalsi geometricky parameter G, definujeme takto:

3£ sin 4 cos 4 co . .
(Fy = ¢ sin 1:;22 o5 = 3& sir? A cos A sin? ¢ cos ¢ (10)
1t .

Prispevok tu uvaZovaného potenciadlového rozdielu na elektrodach M a N
k anomalii zdanlivého $pecifického odporu potom mézeme vyjadrit vzorcom:

(x — 12

A= G e T )

(1

Zrkadlenim na guli diplu M; vznika v jej strede okrem vypoéitaného di-
pélu my, a kvadrupdlu my, tiez oktapol my,, schematizovany na obr. 5, Sip-
kou IV. K vypoétu zloiiek jeho momentu pouzijeme vo vhodne upravenom
tvare tretiu z rovnic (3), § 5, v ktorej opiat kladieme R = 2, piseme gq;1; my,
namiesto A, bk, & namlesto M, M;. Dostavame:

Mpy, = ZO 4% + 3 Z b:klnM

Vzhladom na skér odvodené vzorce pre M;

3 ( —1)2 = at®
Tl F )@+ 3) R

Mpp, = — A b]kln

Ak tento oktapdl zrkadlime e$te raz na rovine S, dostavame oktapol

3 (¢ — 12  qi®
T09 @ + D% + 3) B2

My, = — -4 blklu

Potencidl dvojice oktapdlov my, v Tubovolnom bode roviny 8 sa podla vy-
sledkov, ktoré sme odvodili v § 6, rovnd opédt dvojnasobku potencidlu okta-
polu my,, v tomto bode. Preto potencial v bode M je: '

i 9 3 (% — 1)2 al®
Vu :'R—z maton = = 5 T T R, b (12

kin kin

Zlozky tenzoru ay;, moéieme vypotitat na zéklade ich definicie uvedenej
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v § 1. Ak prihliadame k tomu, Ze bod M lezi v rovine #; = O, ag = 0, mbézome
lahko odvodif tieto vzorce:

5 . 3 5 .0 1 5 .01
U =5 0 50 Q=750 — 5 dy, Qe = 5 0y — 5 4,
(13)
1 5 ., 3 i
Mg = — 5 A1y Gogyg = Ty — 5 Gay oy = 5 alls — 5 Oy

Ayy3 == Qo3 = Qgog = llggg = 0.

Vzhladom na poslednt z tychto rovnic redukuje sa stcet na pravej strane
vzorca (12) takto:

Z byernhin = byt + 3bng.zau:a + 3b11oayon + 3biysslyss + 3byonslozs + biapaliags -
kin
Zlozky b;p,, vystupujice v tomto vyraze, mdzeme opit vyjadrit pomocou
zloziek vektora b; (b, = b3 = 0, b, = 1) na zaklade definicii uvedenych v § 1.
Lahko sa presvedéime najprv o tom, Ze:
binie = biags = bygee = 0,

a preto

z biktnhtn = biin@iny + 3011298105 + 3by13353.- (14)

kin
Vypoétom dalej dostavame:

3 1 1
by = g’ byyoe = g byiss = 3 (14a)

Vsadiac tieto hodnoty do vzorca (14) a potom do vzorca (12) po Tahkej aprave
mame:
9 (¢ — 1)2 a1

69 %t a3 BE A

V= —

10, (a2 — 4a?).

KedZe vSak

a? =1 —a,
mdzeme tieZ pisat:
9 (x — 1) alo
1692 F)dx + 3) ERe

Lahko sa tieZ presveddime, Ze:

Vy = - 4,a,(5a% — 1).

9 (¢ — 1) a0
Vy— Vy=2Vy=—q— ¢
M UN M=o+ D)dx 1 3) LR

a tomuto potencidlovému rozdielu zase zodpoveda &asf celkovej anomilie
zdanlivého Specifického odporu

A,a,(5a2 — 1)

(e — 1)2
(2% + 1) + 3)

Ay = ato -G, (15)
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kde G4 je opit geometricky parameter merania definovany vzfahom
9 &4, §4,a,

= (5a2 — 1). (16)
Mozeme tu opit klast:
. 1 1
Ay =cos @, g =cos d, a, =sin 1, R, =i R, = Sng
teda:
9
G, :gécosq)coslsiﬁ(psin‘l (5sin?24 — 1). (16a)

Tym sme vycerpali vietky ¢leny vznikajtce postupnym zrkadlenim di-
polu M;, pripadne M;, ktoré ako Einitele obsahuji mocniny polomeru a az do
jeho desiatej mocniny. Zrkadlenim bodového zdroja 4 na guli vSak vznika
v jej strede sacCasne tiez fiktivny kvadrupdl M}, a zrkadlenim zdroja B fiktivny
kvadrupdl M},. Oba tieto kvadrupdly spolu davaja vysledny kvadrupé6l M.

Zlozky kvadrupéloveho momentu M}, a M}, vypotitame na zaklade druhej
zrovnic (2), § 5. Ak v tejtorovnici pozmenime ¢{) na M/, a Rna R,,dostdvame:

, 4 x—1 ab
M, = ?qu‘R‘gA”*'

Prisludny vzorec pre M}, dostavame zamenou A4;, na A7, kde 4;), st zlozky
smerového tenzoru prislichajiceho smeru OB (v.obr. 4). Pri symetrickom
usporiadani elektréod 4 a B naznafenom na obr. 4 vak je:

Ar A ___ — [ —
Al = Ay, AL = A3 =0, 4], = Ay A)y = Ap3 = 0, 45, = Ay = —

| —~

a stdasne
"o ___ y .
Al = — A

Kedze v bode B sytime zdrojom intenzity — ¢, zlozky vysledného fiktivneho
kvadrupdlu sa:

8 *x — 1 ab

My, womg 2
he =545, &

Ay, My = My = My = My = My = 0. (17)

Jeho zrkadlenim na rovine S vznika kvadrupél

8 »x—1 ab

M, == —— A12 My = My = Mgy = My = My — 0. (17a)
Vplyv dvojice kvadrupélov M;, a M;, na hodnotu relativnej anomalie zdanli-
vého $pecifického odporu je zahrnuty uz vo vyraze (3), § 7. Dalsim zrkadlenim
kvadrupélu M ;. na guli viak vznikd v jej strede dipdl p; (Sipka V na obr. 5.)
a kvadrup Ol pi (Ripka VI), pripadne opdtovnym zrkadlenim na rovine S
dipdl p; a kvadrupdl py, ktorych vplyv sme doteraz neuvazovali.
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Zlozky dipélového momentu p; méieme vypoditat na ziklade vhodne

upravenej prvej rovnice (4), § 5:

x — 1 o

Pi = 16 2x + 1 Z b My = _S—a e 1 1 el

Av8ak, ako sa lahko presvedéime na zaklade vzorcov (13)

buz = "“;‘ o bayy = by =0,
a preto
P = “‘%aa ;% 1 My, py=0, p=0.
Vsadiac za M 12 Vyraz vyjadreny vzorcom (17a) dostavame:
b, q a® (% — 1)2 Ay

TR (2 + 1)(3x 4 2}

Pre zloiky zvkadleného dipdlu ; platia vztahy:

p,——-p[,ﬁgzi)_a:().

Vypotditame teraz potencial dvojice dipolov p; a p; v bodoch M a N podla

znamych vzorcov:

Z = Py ==q - (x — 1)? 4,0, =
Pit R2 1 R2R3 (2% + 1)(3x + 2) 2%

Preto potencidlovy rozdiel v bodoch M a N, ktory je podmieneny touto

dvojicou dipélov, je dany vzorcom:

b (x — 1)?

S V== 2V, = 20 . 4
Vi = V= 2V = 20 e G (B 1 ) e

a prisludna cast relativnej anomalie zdanlivého $pecifického odporu

I 208(x — 1)2 & Apa,
P (2 + 1)(3% + 2)  R:R3

Z definicie tenzoru 4;, (v. § 1) viak vyplyva
Ay = —'2—00s @ sin g.
Ak teda kladieme:

3£ cos g sin @ cos A

Gy = VR = 3¢ sin* @ cos ¢ sin%i cos 4,
1 2

moézeme tiez pisat:
(% — 1)?
(2% + 1)(3% + 2)

Ay = ab

- G,
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Obratime sa teraz k vypoétu potencidlu dvojice kvadrupodlov p; a }-);,,,
z ktorych p;, predstavuje kvadrupdl vznikajaci v bode O (obr. 4) pri
zrkadleni fiktivneho zdroja My, na guli, kym p;, vznikéd daldim zrkadlenim
tenzoru p;, na rovine S. Na obr. 5 tejto dasti naSej Gvahy zodpoveda 8ipka VI.

Zloiky kvadrup6lového momentu M;, sme vyjadrili uz vzorcom (17a)
a videli sme, e okrem M, vietky zlozky sa rovnaja nule. Pre vypodet zloziek
P;r Pouzijeme vhodnym spdsobom upraventt druht rovnicu (4), § 5, z ktorej
dostavame:

Pir = 1 3% 1 2 2 bxkllim = + 2 a Mlzbzklz

tkim

Za M,, vsadime vyraz, ktory sme nasli vo vzorci (17a):
i ) % — 1 \bl a’.ll) A
e 7= ?.”'f“:"‘;i R§ obigis -

Zlozky tenzoru —z—),',, dostdvame pouzijuc pravidla, ktoré sme odvodili pre
zrkadlenie na rovine v § 6. Podl'a tychto pravidiel, ktoré sme v predchidza-
jucich @vahéch pouzili uz viackrat, potencial dvojice p;; a s v Tubovolnom
bode roviny S sa rovna dvojnasobku potencidlu kvadrupdlu p;, v tom istom
bode. Preto potenciél v bode M je:

— 10
= PirQir = — q - ! : —5 A4 b:klzalk
Ve = 133 3x + 2| RIR:

Avs8ak lahko sa presve(iél"me, ze pri volbe sﬁradnej stustavy znazornenej na
obr. 4 plati:

1
b1112 = 62212 = b3312 =0, b1212 = - “2“

a pri uvazovanom usporiadani elektréd okrem toho je:

1
Qg = O3 = 0, agy = 3

Preto sudet na pravej strane horejsieho vzorca, ktory sme pre potencidl ¥
odvodili, redukuje sa na jediny élen:

Z bik1oie = 20190191 = — Ay
ik

a pre samy potencidl V dostdvame vzorec:

8 x — 1\2 @0
Vu=x31 (m) TR et
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Majtc na zreteli simernost usporiadania elektréd a prihliadajtc na zakladné
vlastnosti tenzoru a;;, z tohto vzorca bez akychkolvek tazkosti opit vyplyva:

V= —Vu, Vie — Vn = 2V,
teda:
16 3 — 1 2 am
s =T(—3x—r) T et

Podla definicie kladieme:

3 . 3
Ay =531n @ COS @, Qg = ?sm Acos A

a dostavame:

= RS (20)

kde sme ako geometricky parameter usporiadania elektréd zaviedli veli¢inu

G = 126sin g c;;g;m Aoost 12 sin® p cos g sir* Acos 4. (21)
Tym sme vy&erpali vSetky ¢leny vznikajtice postupnym zrkadlenim prvot-
ného kvadrupélu M;, na rovine S a na danej guli, v ktorych vystupuje ako
dinitel desiata mocnina polomeru a alebo niektora z jeho niz§ich mocnin. Preto
pristipime k poslednému kroku tejto Gvahy, ktory sme na obr. 5 schema-
tizovali §ipkou VII.
V désledku sytenia v bode 4 pridom intenzity I v strede gule O vznikd
fiktivny oktapoélovy zdroj M;, . Jeho zlozky uréime pomocou tretej rovnice (2),

§ 5.

6 x—1 a
My =~ 4 wi3 “;T;Azlel

Stcasne viak v bode O vznika tiez druhy fiktivny oktapdlovy zdroj M7,
pretoze sytime aj v bode B pradom intenzity — I. Vysledny oktapdlovy mo-
ment bude mat zlozky:

Mgy = My + Miy.

Vypoctom zloziek tenzoru 4;,, mozno zistif, %Ze v stradnej sistave, ktoru
sme si pre svoje Gvahy zvolili (v. obr. 4), v désledku stimernosti tise¢ky 4B
podla osi 00 platia vztahy:

17”{,11 = ”;115 M;'zz = 1’”;22’ 1”1,33 == 1”;33-

]l;v + Jl 112 ][;22 + J”;zz - ]Wé'n ‘{ ]l[;’:ss - 0

‘Uus = Mua = 1”;,23 = Mlza == Mélza = Alzza = -2'1883 = ﬂjész =0,
a preto vysledny oktapélovy moment M mé len tieto zlozky:

7 12 x—1 a? W _12 % — 1 (171
M == QW EAIH, M2 = 145, T3 T3 R e |
‘ 22
12 =x—1 a’ (
Mg =—

5 4 ¥ 3 R
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Jeho zrkadlenim na rovine S vznika v bode O fiktivny oktapélovy zdroj,
ktorého zlozky st:

Mlll = 1”111’ 1—17122 = ]’Imz» Mm:s = ‘ZMI% (22&)

(vietky ostatné zlozky sa rovnaja nule!). Vplyv oktapédlov My, a My na
anomaliu zdanlivého S§pecifického odporu je zahrnuty uz v rovnici (3), §7
(v trefom ¢lene vyrazu na jej pravej strane). Pri terajsej tvahe schemati-
tizovanej Sipkou VII, obr. 5, ide len o vypodlet tej Casti, ktorou k celkovej
anomdlii prispieva dipol ¢;, ktory vznikd pri zrkadleni oktapélu M, na guli
a dipél g;, ktory vznika zrkadlenim dipdlu ¢; na rovine S.

K vypoétu zloziek dipélu ¢; pouzijeme vzorec (5), § 5, ktory pre tento pripad
mozZeme pisat v tvare:

x— 1

g = 8 W1 z bitim M it

klm

Stdet, ktory je na pravej strane tohto vzorca sa viak redukuje v désledku
toho, Ze dast zloziek My, sa rovna nule, na tri ¢leny:
w w 7 7 7
E bikimMrim = iy My + 3biyap M y50 + 3biygnM 5.
vim
7 definicie tenzoru b;;,, mozno dokazat, Ze v stradnicovej ststave, ktort sme
pre svoje vahy zvolili, plati:

b2111 = 62122 = 62153 = b3111 = b3122 = b3133-
preto g, = ¢3 = 0 a dipdl ¢; mé jedint zlozku
ad® x — 1

([1 = — 3 m (bllllﬂllll + 3’)1]9”711122 + %bllﬂﬂll&il

Do tohto vzorca vsadime jednak hod_goty prislusnych zloziek tenzoru b;rm
(v. 14a), jednak vyrazy pre zloiky M, ktoré vyplyvaji zo vzorcov (22)
a (22a). Dostavame:

B 9 (% _— ])Zq am
T TR0 @+ D(dx 1 3) R

(Aul + A133 - 4A122)

a v dosledku zakladnych vztahov vyjadrenych rovnicami (5), § 1
9 (¢ — 1)2 al®

4 =761 T )dn - 3) B2

L4]2:)

Zlozky dipolu g; st:
O =q, ¢g=¢=0.
Potencial dvojice dipélov ¢; & ¢; v bode M je:

(¢ — 1)? a®

. 2 =2 .
I/M o _E{ Z qid, - S q (2}‘ _+_ 1)(4% + 3) R:‘:R; A122a’1
i
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a napitie na elektrédach M a N v désledku toho je:
9 (x — 1) at®

4T @ )@ax 1 3) BiRS
Tomuto potencialovému rozdielu zodpoveda relativna anomalia zdanlivého
§pecifického odporu

Vi — VN =

Aoy -

dq = iq-am (2 — 1) . § 4900

£% @+ 1)(4x + 3) R:R:

Vychadzajuc z definicie tenzoru A;, uvedenej v § 1 (vzorce 4), lahko sa

presvedéime, Ze: :

Ay :EA (543 — 1),
koneéne preto dostdvame:
Ao =D (23}
o7 (20 -+ 1)(dse - 2} 7 o
kde
BZcospoosi . g . s = e a .
Gy = __—8__1-!{1{7_’ (o8inp -- 1) = g S vos ¢ sin® @ cos Asin® 4 {5 sin® ¢ — i),
2
(24)

je geometricky uréena veli¢ina zavisla len od volby parametra &.

§9. VZORCE PRE ZDANLIVY SPECIFICKY ODPOR
PRI SONDOVANI WENNEROVOU METODOU

Na zaklade poznatkov, ku ktorym sme dospeli v § 7 a § 8, lahko si odvodime
vzorce pre zdanlivy Specificky odpor pri sondovani Wennerovou metédou,
ak stred sondaZe je v bode C (v. obr. 4), t. j. presne nad stredom uvazovane;j
gulovej vlozky. Ak si totiz zdanlivy Specificky odpor oznadime ¢, mdézeme
relativnu hodnotu anomalie 4 definovat vzorcom:

A=2_
51
a ak sa obmedzime na d&leny, v ktorych vystupuje nanajvys desiata mocnina
polomeru a, zrejme plati: 7
4=13 4,
§i=0
pricom hodnoty 4; vyplyvaji z prislusnych rovnic oboch predchadzajacich
paragrafov. Preto méZeme pre Wennerovu schému pisat vzorec:

x—1 ‘ - *x — 1
A1ZG3WF1+Q3 +2F +a4+3l‘3‘+ 5M+4‘1"+"
+a“—x———12-(} +oat (e — 1) (G3 + G5) + a’( G+
e+ 1) v T T (2 + 1)(Bx £ 2) 3T s 2+1
(% — 1)2 % — 1 \2
+ “10[(2x O 13 Gt G (m) 'G.“]' (L
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Vychédzajac z tejto rovnice méfeme sa najprv presveddif, Ze sa v nej
uplatiiuje zndmy princip reciprocity, ktory spodiva v tom, Ze sa hodnota
zdanlivého $pecifického odporu nezmeni, ak premiestnime sytne elektrédy do
bodov M a N a potencialové do bodov 4 a B.

Tento princip plati pre Tubovolny z prvych Styroch élenov na pravej strane
rovnice 1 preto, lebo vo vyrazoch (2), § 7 sa pri takomto premiesteni elektrod

B NCHM A

S
OA =R .

AC=CB =1
MN =26
0C=0N=0M=1

Obr. 6

uhly y a u nemsnia, ako sa presvedéime na obr. 4, a tieto vyrazy si simerné
v R, a R,. Cleny:

; : 3
o[V (=1 Ve Y it
« (Qx T G, a5 1 9 a 3 T Gy

sa tiez nemenia, lebo vyrazy pre Gy, G, a G [v. vzorce (4a), (8) a (21), § 8]
st vo @ a A simerné.

Ak vo vzorci (10), § 8 piseme A namiesto ¢ a opac¢ne, dostdvame vyraz:

3& sin% @ cos g sin%l cos Z.
Tento vyraz je totozny s vyrazom, ktory sme odvodili pre Gy [vzorec (18), § 8].
Pri tejto zamene teda G; predchidza v G a opaéne, takZe hodnota vyrazu
(x — 1)2

(2¢ 4 D(3% + 2)

sa nezmeni. Prevedtc t istG zdmenu vo vzorci (16a), § 8, pre G, dostdvame
vyraz:

us

(G + Gs)

9
—%—5 cos A cos p sin? A sin? ¢ (5 8in2 ¢ — 1),
ktory sa aplne zhoduje s vyrazom (24), § 8, ktory sme odvodili pre @,. Pre-
chddza teda podobne ako predtym Gy v G, a opaéne, takZe hodnota vyrazu

(e — 1)
(2% + D)(dx + 3)

alo

(Gy + Gy)
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zostdva tieZz nezmenend. Tym sme dokazali, Ze sa v rovnici (1) uplatiiuje
princip reciprocity.

V pripade, Ze materidl gule je dokonale nevodivy, kladieme v rovnici (1)
% = o a dostavame:

| AT R B 1., 1 I
A = ?a?ﬁl -+ —§a5lf2 + —4—(171'3 +- a® (-E]Q, + —\;Gﬂ,) + —4«04“(11 -+

1 _ . 1 1
+ 5 a8(Gy 4 Gg) 4 at® I:g (Gy + G7) + '5'06]' (1a)

V prirade, Ze hmota gulove]j viozky je dokonale vodiva, je » = 0 a rovnica (1)
nadobida tvar:

! :
i._]:w{a3F1—}——2—(e5F2+%a,7F3+a9( F, ~{—G’) - G le——a (Gy + G5) —

1 1 ]
o560+ 60+ 1)) ub’

§10. ZDANLIVY ODPOR PRI SONDOVAN I
SCHLUMBERGEROVOU METODOU

Pri doterajSich ivahach sme sa zameriavali prevazne na Wennerovu me-
todu, pri ktorej vzdialenosti elektrod vyhovuja podmienke AM = MN = NB
( = &). Uvahy, ktoré sme vykonali, mozeme viak bez vidsich tazkosti pouzit
pre odvodenie teoretickych vzorcov pre merania s akoukolvek symetrickou
§tvorelektrédovou schémou, ak stred simernosti tejto schémy je v bode €
(obr. 4) a ak vsetky elektrody sa v jednej priamke. Odvodime patri¢né vzoree
pre dobre znamu Schlumbergerovu schému, ktord je zndzornend na obr. 6,
pri ktorej vzdialenost potencidlovych elektréd M N = 26 je v porovnani so
vzdialenostou sytnych elektréd A B = 2 nepatrna. Hibku stredu gule O pod
povrchom § volime za jednotku dizky kladte OC = 1. Pri tejto volbe je
zrejme <X MON = 26.

Ak prisyteni elektrédami 4 a B zistujeme na elektrédach M a N potencialovy
rozdiel V, — Vi, zdanlivy $pecificky odpor pri Schlumbergerovej schéme je:

- B(Vy — V)

0 =10 T ige
kym pri Wennerovej schéme bolo:

_— EVy — Vi)

Q=T
pricom v oboch pripadoch je:

Io,
15 -
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Preto ak chcems prejst s Wennsrovsj schdmy na Szhlumbergsrova schdma,
musime vo vietkych vzorcoch (2), § 7 pre F,, F, atd. a vo vzorcoch (4a), (8),
(10), (16a), (18), (21) a (24), § 8 pre (4, Gy,... G, nahradit £ veli¢inou

lz
77*';1—5'

Vo vSetkych tychto vzorcoch kladieme R, = 1 a namiesto R, piseme RE.
Pre uhly v a u, ktoré vystupuja vo vzorcoch (2), § 7, teraz plati:

p=0w—790, w=w-+ 0, W =—=— .

Pre Tubovolny z Legendreovych polynémov P, pri malych uhloch & plati:

1 cO = P Y dl (COS CU)

? Y e S T

- n( S ) n (COS (JJ) J -~

a prave tak d
Pn(COS ,u) = l)n(COS w) + O« .(.l__"w_)_ .

V doésledku toho v rovniciach (2), § 7 piSeme namiesto rozdielov P, (cos y) —
— P, (cos p) vyrazy: :
_ 95 dP,,(izos ) .
dw

Pre sondovanie Schlumbergerovou metédou preto veliiny F,, F, atd. na
rozdiel od vzorcov (2), § 7 definujeme takto:

9212 0
J 202 dP,(cos w) F,— 612 dP,(cos w)

R dw T R* do
g 42 dPy(cos w) _ 8I2 dPy(cos w)
Fy=— R do Fo= RS do 1

atd.

Derivécie Legendreovych polynémov, ktoré sa v tychto vzorcoch vyskytuji,
st pre numerické vypoéty tabulkované napr. u Jahnke — Emdeho (IL ruské
vydanie, 222—223).

Ublu 4 na obr. 4 pri Schlumbergerovej schéme zndzornenej na obr. 6

zodpoveda uhol—;1 — §. Preto pri prechode k tejto schéme musime v prislus-

nych rovniciach, ktoré sme v § 8 odvodili pre G, G,,... Gy, okrem ostatnych
nevyhnutych zmien tiez pisat:

cosA =0, sini=1.
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Po vykonani vietkych potrebnych zmien dostdvame:

G, =—

Gy

T 32

[2cos psin?g

[2cos psin? g

Gy = —i-l2 cos g sin? @

Gy = ——g—lz cos ¢ sinZ ¢

3
Gy = le cos g sinf ¢

Gg = 3P cos psint ¢

Gy =

32

9
- [2cos gsin® ¢(5sin® ¢ — 1)

(2)

Vzorec pre relativnu hodnotu anomalie zdanlivého $pecifického odporu ma
ten isty tvar ako pri Wennerovej metéde, (t.j. vzorec (1), §9), avSak na
rozdiel od §7 a § 8 pre Schlumbergerovu schému definujeme funkcie F;
a @; vzorcami (1) a (2) tohto paragrafu.

§11. ZHODNOTENIE VYSLEDKOVNA ZAKLADE VYPOCITANYCH
CISELNYCH UDAJOV

Tab. 1. Hodnoty F; pri sondda%i Wennerovou metédou

¢ F, Fy F, F, Fy F, I,
0,2 0,0416 0,2268 0,6023 1,1540 1,8140 2,4710 3,0040
0,4 0,2287 0,9696 1,8570 2,3090 1,9870 0,9858 | —0,2579
0,6 0,4678 1,4210 1,7010 0,9677 | —0,0929 | —0,7018 | —0,6782
0,8 0,6451 1,3670 0,9245 | 40,0342 | —0,3540 | —0,2415 | —0,0692
1,0 0,7330 1,0820 0,3752 | —0,1358 | —0,1281 | —0,0270 | —0,0181
1,2 0,7489 0,7789 0,1192 | —0,0833 | —0,0200 | —0,0042 | —0,0147
1,6 0,6659 0,3599 0,0139 | —0,0022 | +0,0040 | —0,0036 | —0,0020
2,0 0,5368 0,1610 0,0000 | 40,0067 0,0006 | —0,0008 | —0,0001
3,0 0,2825 0,0246 0,0032 0,0000 — — —
4,0 0,1529 0,0050 0,0012 — —— — —
6,0 0,0551 0,0004 0,0001 — — — —
8,0 0,0251 0,0001 — — — — —
10,0 0,0134 — — — — — —

Na konci tejto prace v tabulke 1 uvddzam ¢iselné hodnoty funkeii F,,
F,, ... F, pri sond4dzi Wennerovou metédou nad stredom gule. Tieto hodnoty
som vypodital pre rozliéné vzdialenosti potencidlovych elektréd od & = 0,2
do & = 10,0. Na zaklade hodndt uvedenych v tejto tabulke moZno vypoditat
priblizné hodnoty anomdlii zdanlivého &pecifického odporu pre I'ubovolné x
a a podla vzorca (3), § 7.

V tabulke 2.sG uvedené é&iselné hodnoty funkecii G,, Gy, ... Gy tiez pre
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Tab. 2. Hodnoty @; pri sond4%i Wennerovou metédou

3 X a, G, @, e Gy Gy

0,0051 0,0006 0,0154 0,0229 | 0,0143 0,0567 0,0193
0,0286 0,0036 0,0824 0,1177 | 0,0631 0,2429 0,0633
0,0585 0,0073 0,1610 0,2166 | 0,0969 0,3556 0,0640
0,0807 0,0101 0,2085 0,2587 | 0,0992 0,3418 0,0390
0,0916 0,0115 0,2199 0,2473 | 0,0846 0,2706 0,0171
0,0936 0,0117 0,2065 0,2074 | 0,0662 0,1945 0,0044
0,0832 0,0104 0,1522 0,1168 | 0,0369 0,0900 | —0,0036
0,0671 0,0084 0,1007 0,0566 | 0,0201 0,0403 | —0,0038

QOO OINOLD RN

-

, 0,0353 0,0044 0,0326 0,0066 | 0,0060 0,0061 | —0,0014 |
y 0,0191 0,0024 0,0115 0,0000 | 0,0016 0,0012 | —0,0005 |-
R 0,0069 0,0009 0,0021 | —0,0004 | 0,0003 0,0001 | —0,0061

0,0031 0,0004 0,0006 | —0,0001 | 0,0001 — .
0,0017 0,0002 0,0002 | —0,0001 — — —

bt
5

Wennerovu metédu. Pri pouziti tabulky 1 a 2 moZno preto vypodéitat
teoretické sonddzne krivky pre tito metédu s presnosfou na éleny, v ktorych
vystupuje nanajvy$ desiata mocnina polomeru gule a.

Tab. 3. Hodnoty F; pri sonddZi Schlumbergerovou metédou

1 F, F, F, F, F, F, F,

0,0467 0,2613 0,7028 0,8626 2,184 3,032 | + 3,757

-

, 0,2725 1,212 2,414 3,164 | +2,782 | +1,337 | —0,9367
A 0,6166 1,985 2,621 | 41,581 | —0,55697 | —2,3890 | —2,830
s 0,9067 2,230 1,753 | —0,2008 | —1,729 | —1,723 | —0,6267
, 1,152 2,128 0,8606 | —0,9439 | —1,351 | —0,5864 | +0,2224
, 1,335 1,889 +0,2536 | —1,001 | —0,7884 | —0,0658 0,2642
1,572 1,396 —0,2730 | —0,6761 | —0,1972 | 40,1720 0,0861
, 1,707 1,024 —0,3843 | —0,3927 | —0,0304 0,0627 0,0208

1,862 0,56264 | —0,3019 | —0,1104 | 40,0148 0,0112 0,0002
1,922 0,3118 | —0,2023 | —0,0396 90,0084 0,0025 | —0,0002
1,959 0,1431 | —0,1007 | —0,0084 0,0023 |  0,0003 —_

1,982 0,0822 | —0,0595 | —0,0028 0,0008 —_
1,989 0,0529 | —0,0388 | —0,0012 0,0003 —

o e

-

SO DRI = OO D
COOOTMNOP AN OSDW

Yt ot

Tabulka 3 uviddza hodnoty funkecii F;, F,, ... F, pre sondovanie Schlum-
bergerovou metédou. Argumentom v tomto pripade je poloviéna vzdialenost
sytnych elektréd I, ktord sa meni od ! = 0,3 do I = 15,0. Tabulka 4 udava
pre tie isté hodnoty argumentu!hodnoty funkeii G, G,,... G,. Na ziklade
hodndt uvedenych v tychto tabulkdch moZno vypoéitat teoretické sonddzne
diagramy pre Schlumbergerovu schému prilubovolnych hodnotéich a a x» podla
vzorca (1), § 9.

Po odvodeni prislusnych vzorcov [najmi (1), §9.] je prirodzene prvou
tlohou skiimat velkost anomalii pri rozli¢nych hodnotéch a a » a zo ziskanych
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Tab. 4. Hodnoty &; pri sonda%i Schlumbergerovou metédou

1 a, @, G, G, @, Gy a,

+0,0059 | +0,0007 | 40,0178 | +0,0267 | 40,0163 | +0,0653 | + 0,0220
0,0341 0,0043 0,1022 0,1533 0,0752 0,3007 0,0755
0,0748 0,0094 0,2246 0,3367 0,1240 0,4961 0,0819
0,1133 0,0142 0,3402 0,5101 0,1394 0,56576 0,0548
0,1440 0,0180 0,4321 0,6480 0,1329 0,6319 0,0269
0,1669 0,0214 0,5002 0,7509 0,1180 0,4721 | 40,0079
0,1965 0,0246 0,56898 0,8845 0,0872 0,3489 | —0,0085
0,2134 0,0267 0,6403 0,9603 0,0640 0,2561 | -—0,0120

SO W == =OOO
SCSOODDUNOHR LA OC W

, 0,2328 0,0291 0,6984 1,047 0,0329 0,1315 | —0,0094
R 0,2402 0,0300 0,7206 1,081 0,0195 0,0780 | —0,0063
s 0,2448 0,0306 0,7347 1,102 0,0089 0,0358 | —0,0031
12, 0,2477 0,0310° 0,7433 1,115 0,0051 0,0205 | —0,0019
15, 0,2488 0,0311 0,7459 1,119 0,0053 0,0132 | —0,0012

vysledkov vyvodzovat uzdvery ¢o do praktického pouzitia odporovych metéd
aplikovanej geoelektriky pre zistovanie a lokalizaciu sférickych alebo priblizne
sférickych telies. KedZe najvacsie anomalie (¢i uz kladné alebo zaporné) dosta-
vame pri » = 0 alebo » = «, vypodital som rad teoretickych kriviek pre tieto
krajné pripady (t. j. pre gulu dokonale vodiva alebo dokonale nevodivi).

Tab. 5. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého Specifického odporu
vyjadrenéd v percentéch pri odporovej sondazi podla Wennerovej schémy

x =10
& a =04 a=0,5 a = 0,6 a = 0,7 a = 0,8 a = 0,9
0,2 —0,4 — 1,1 — 2,7 — 17,0 —19,6 — 58,3
0,4 —2,1 — 4,8 —10,7 —22.8 —48,2 (—102,6)
0,6 —3,8 -— 8,3 —16,7 —31,1 —54,7 — 90,8
0,8 —4,8 —10,2 —19,2 —33,5 —54,1 — 81,6
1,0 —5,2 —10,7 —19,1 —32,7 —50,7 — 73,2
1,2 —5,2 —10,4 —18,7 —30,5 -—46,2 — 65,2
1,6 —4,4 — 8,8 —15,4 —24,6 —36,6 — 51,1
2,0 —3,5 — 6,9 —12,0 —19,0 —28,1 -— 39,0
3,0 —1,8 — 3,5 — 6,1 — 9,7 —14,3 — 20,0
4,0 —1,0 — 1,9 — 3,3 — 5,2 — 7,7 — 10,9
6,0 —0,4 — 0,7 — 1,2 — 1,9 — 2,8 -— 4,0
8,0 —0,2 — 0,3 — 0,6 — 0,9 — 1,3 — 1,8
10,0 —0,1 — 0,2 — 0,3 — 0,6 — 0,7 — 1,0

V tabulke 5 st uvedené ciselné hodnoty:

100(—9—-— )
9

t. j. relativne hodnoty anomalii zdanlivého ¥necifického odporu v percentach
pri pouziti Wennerovej schémy a pri » = 0, v tabulke 6 tie isté hodnoty pri
% = w. V prvom stipci tychto tabuliek vystupuje argument £. Ostatné stipce
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Tab. 6. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého Zpecifického odporu
vyjadrené v percentédch pri odporovej sondé%i podla Wennerovej.schémy

® = 0
& a =04 a = 0,6 a = 0,6 a=0,7 a=0,8 a=0,9
0,2 0,2 0,7 1,9 5,4 16,0 49,3
0,4 1,2 3,0 7,0 16,3 37,3 84,6
0,6 2,1 4,8 10,3 20,8 40,2 73,9
0,8 2,6 5,7 11,4 21,3 38,0 65,0
1,0 2,8 5,8 11,2 20,0 34,1 56,3
1,2 2,7 5,6 10,4 18,0 29,9 48,0
1,6 2,3 4,6 8,3 13,9 22,2 34,4
2,0 1,8 3,6 6,3 10,4 16,2 24,5
3,0 0,9 1,8 3,1 5,1 7,1 11,3
4,0 0,5 1,0 1,7 2,7 4,0 5,8
6,0 0,2 0,3 0,6 0,9 1,4 2,1
8,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,9
10,0 0,0 0,1 0,1 0,2 0,3 0,6

predstavujia sondazne diagramy pri rozliénych hodnotach a (od 0,4 do 0,8).
Prislu$na hodnota @ je pritom uvedend v zdhlavi kazdého stipca.

Percentudlne hodnoty relativnych anomalii zdanlivého odporu pre Schlum-
bergerovu metdédu st uvedené v tabulke 7 (pre » = 0) a v tabulke 8 (pre
x = ). Obe tieto tabulky st zostavené podla tej istej schémy ako tabulka 6
a 7, len s tym rozdielom, Ze ako argument tu vystupuje v prvom stipei polo-
vicnd vzdialenost sytnych elektréd .

Tab. 7. Relativne hodnoty anomalii zdanlivého S§pecifického odporu
vyjadrené v percentach pri odporovej sondéZi podla Schlumbergerovej
schémy » =0

l a = 0,2 a=10,3| a=04 a=056|a=06 | a=07| a=0,8
0,3 —0,0 —0,2 — 0,5 — 1,2 — 3,1 — 7,9 —22,1
0,6 —0,2 —0,9 — 2,5 — 6,0 —13,5 —29,3 —62,9
0,9 —0,5 —1,9 — 5,1 —11,3 —23,0 — 43,2 —175,6
1,2 —0,8 — 2,7 — 7,0 —14,9 —28,5 —49,9 —179,4
1,5 —1,0 —3,4 -— 8,4 —17,56 —32,2 —53,9 —81,8
1,8 —1,1 —3,8 — 9,4 —19,2 —34,6 —56,4 —83,2
2,4 —1,3 —4.4 -—10,7 —21,3 —37,2 —59,0 —84,6
3,0 —1,4 —4,7 —11,3 —22,3 —38,5 —60,2 —85,0
4,56 —1,6 —5,1 —12,1 —23,5 —40,0 —61,6 —85,6
6,0 —1,5 —5,2 —12,3 —23,9 —40,5 —62,0 —85,8
9,0 —1,6 —5,3 —12,5 —24,1 —40,8 —62,1 —85,9
12,0 —1,6 —5,3 —12,6 —24,3 —41,0 — 62,56 —86,0
15,0 —1,6 —5,4 —12,6 —24,3 —41,1 — 62,5 —86,0

Okrem tychto tabuliek som vypocital tiez sonddzny diagram pre pripad
pomerne malého odporového kontrastu » = 2,0 a velkého polomeru a = 0,8.
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Tab. 8. Relativne hodnoty anom4lii zdanlivého Specifického odporu vy-
jadrené v percentdch pri odporovej sondéZi podla Schlumbergerovej
schémy » = o

1 a = 0,2 a=03 | a=04 | a=0,5 a=06 | a=07 | a=0,8
0,3 0,0 +0,1 +0,2 +0,7 + 2,0 +5,8 +17,4
0,6 +0,1 0,5 1,4 3,6 8,7 20,5 47,1
0,9 0,3 1,0 2,7 6,5 14,1 28,5 54,1
1,2 0,4 1,4 3,7 8,4 16,9 31,8 55,6
1,5 0,5 1,7 44 9,6 18,7 33,5 56,5
1,8 0,6 1,9 4,9 10,4 19,7 34,4 56,8
2,4 0,6 2,2 5,5 11,3 20,7 35,2 57,0
3,0 0,7 2,4 5,8 11,8 21,2 35,6 56,8
4,5 0,7 2,6 6,1 12,3 21,8 36,0 56,7
6,0 0,8 2,6 6,3 12,4 22,0 36,1 56,7
9,0 0,8 2,6 6,3 12,5 22,0 36,1 56,6
12,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,1 36,2 56,6
15,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,2 36,2 56,6

Ciselné hodnoty tohto diagramu, ktory je platny pre Schlumbergerovu met6du,
st zostavené v tabulke 9.

Tab. 9. Relativne hodnoty anomélii zdanlivého 8pecifického odporu pri
sondé&Zi podla Schlumbergerovej schémy, » = 2,0, a = 0,8

1 1004 1 1004
0,3 +6,2 3,0 |+21,3
0,6 17,2 4,5 21,3
0,9 19,9 6,0 21,3
1,2 20,6 9,0 21,3
1,5 21,0 12,0 21,3
1,8 21,2 15,0 21,3
2,4 21,3

Pri numerickych vypocétoch sa ukazuje, ze pri hodnotdch a = 0,7 rad

a® —

% ) . %
2x+lF taa +zl' T +3F st @ 5 +4 Fet -

nekonverguje dostatoéne rychle. K vypodtu tabuliek 5 — 9 som preto pouzil
namiesto (1), § 9 roziireny vzorec a zaviedol som dalie ¢éleny s Fg, Fy a F,.

Tento vzorec mé tvar:
7

% —1
4= 2 e e T

n=1

kde G znamend stéet vietkych ¢lenov vo vzorei (1), § 9, v ktorych vystupujit
Gy, Gy, Gy, ... Gy.
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Z tabuliek 5 —9 vidiet, e anomilie spdsobenéd gulovou vlozkou nie st
pomerne velké. Pritom vodiva gula uloZend v slabsie vodivom prostredi spé-
sobuje v#cSiu relativnhu anomdliu ako nevodiva gula toho istého polomeru
a uloZend v tej istej hibke v prostredi s vysokou vodivostou. Toto moZno
konstatovat pre Wennerovu, ako aj pre Schlumbergerovu schému, ak po-
rovname vysledky v tabulkiach 5 a 6, resp. 7 a 8. Vodivé teleso uloZené
v slabo vodivom prostredi je preto vhodnejsim objektom pre sledovanie od-
porovou metddou ako nevodivé teleso vo vodivom prostredi pri tych istych
rozmeroch a geometrickych pomeroch uloZenia.

Pri porovnani tabulky 5 a 7, pripadne 6 a 8 vidime, Ze Wennerova me-
téda pri tych istych fyzikalnych a geologickych podmienkach dava mensie
hodnoty anomalii ako Schlumbergerova metdda, ktora teda po tejto stranke
je vyhodnejsia, prave preto vSak je na vSetky druhy inhomogenity uvazovaného
polopriestoru citlivejsia. Tieto inhomogenity sa daja schematizovat sférickymi
telesami. V praxi ids najmi oinhomogenity povrchovej oblasti. Tto okolnost
treba uvazit tym viac, lebo z pri¢in, ktoré v kratkosti uvazime neskér, sondazne
krivky ziskané Schlumbergerovou metddou aj pri znaénej povrchovej inhomo-
genite moéZzu mat hladsi priebeh ako krivky ziskané Wennerovou metédou,
a preto moézu zvadzat k nespravnemu predpokladu, Ze Wennerova metéda
podlieha rusivym vplyvom takejto inhomogenity vo viésej miere.

Ide v podstate o to, Ze kym pri Wennerovej schéme charakter sondaznych
kriviek predstavovanych v tabulke 5 a 6 je trojvrstevny (t.j. podobny ako
v pripade troch vodorovnych rovinnych vrstiev), zatial charakter kriviek
zodpovedajicich Schlumbergerovej schéme, ako vidime z tabulky 7, 8 a 9,
je vyrazne dvojvrstevny. Napr. pri 2 > 1 Wennerov odporovy diagram pri
vzrastajicom & najprv postupne stapa, pri uréitej hodnote &,,, v8ak dosahuje
svoju najvécsiu hodnotu a potom opidt klesa, priblizujtc sa asymptoticky
hodnote platnej pre & = 0. Naproti tomu diagram ziskany za tych istych pod-
mienok Schlumbergerovou metédou nevykazuje maximum a pri vzrastaja-
com ! stpa takmer vo vietkych vypoditanych pripadoch monoténne (s vy-
nimkou pripadov a = 0,8, tabulka 8) a pribliZuje sa asymptoticky urcite]
hodnote, ktord je totozna, alebo velmi priblizne rovnd maximu anomalie.
To isté plati aj v pripade » < 1, prirodzene vSak v opadnom zmysle.

Preto napr. pri Wennerovej metdde kazda sférickd (alebo priblizne sféricka)
inhomogenita povrchovej oblasti v blizkosti stredu elektrédovej ststavy dava
pri dostatoénych rozmeroch a pri dostatoénom odporovom kontraste na od-
porovom diagrame ostry vybezok (,,zub‘‘), avSak pri zvidéSovani vzdialenosti
elektréd vplyv inhomogenity postupne mizne. Naproti tomu pri Schlumberge-
rovej metdde, kde vzdialenost potencidlovych elektrdd zostava za sondovania
konstantné, vplyv inhomogenity vzrastd najprv pomerne rychle, neskdr po-
malsie, aZ do ustalenia a potom zostava konStantny. VybeZok na odporovom
diagrame bud vébec nevznika alebo nie je vyrazny, zato vSak vplyv inhomo-
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genity sa zvidiovanim vzdialenosti  medzi sytnymi elektrédami ned4 odstranit
a uplatiiuje sa pri dostatoéne velkom ! v konstantnej miere do Tubovolnych
hibolk.

Fakt, ktory sme tu konstatovali, mozno objasnit tieZ takouto elementarnou
uvahou. Zo vzorcov (2), § 7 je zrejmé, Ze vietky hodnoty F; pri Wennerovom
usporiadani konverguja k nule, ak & vzrastd k nekoneénu a z prisludnych
vzorcov § 8 [(4a), (8), (10), (16), (18), (21), (24)] pri tomto usporiadani vy-
plyva to isté aj pre vSetky hodnoty G;. Preto:

limA4 = 0.
E=—r ®

Pri Schlumbergerovom usporiadani je naproti tomu podla vzorcov (1), § 10:

. dP;(cos w

JimFy = 2 (), .

IimF; =0 ak + = 2.

l—> o
KedZe plaﬁ, ako sa Tahko z obr. 6 presvedéime,

lim2sin?p = 1, limZsint¢ = 0,

- ® Il ®
zo vzorcov (2), § 10 dostdvame:

lim 6, — I lim G, — -3-12— o limG, = 2, im G, = 2.
lim Gy = lim Gy = lim G, = 0,

> ®» = ® > »

a preto pri tomto usporiadani je:

. n— 1 a® [ % —1\2 3a8 (¢ — 1)2
Jim 4 = 2% 57— T(2x+ 1) N RS EES)
a® [ »x— 1\ 9al® ( — 1)
+'3‘<Z(2;¢+ 1) T (2% + 1)(4x% + 3) + 0.

Bolo by iste velmi zaujimavé vysetrit po tejto stranke tiez iné sondovacie
metody. Zda sa totiz, Ze vSetky metddy, pri ktorych pri sondazi postupne
zvidSujeme obe vzdialenosti 4B a MN tak, ze AB —»> » a tiez MN - o,
chovaji sa podobne ako pri Wennerovej metode, kym vSetky ostatné metédy,
pri ktorych MN (alebo AB) je konstantné alebo zostdva koneéné aj pri
AB - o (MN — «), chovaji sa podobne ako pri Schlumbergerovej metdde.

Zaujima nés prirodzene tiez velkost odporovych anomalii a z praktického
hladiska zv1ast ddlezitd je otdzka, aky musi byt pri danej hibke polomer gule,
aby jej odporovy uéinok: bol na zemskom povrchu meratelny. Pravda, od-
porové Gdinky zavisia pritom tiez od pomeru Specifickych odporov x. Rela-
tivna presnosf odporovych merani je normalne asi + 59%,. Ak chceme urdita
anomaliu interpretovat, musime nevyhnutne poZadovaf, aby jej velkosf do-

+
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sahovala niekoIkonésobok tejto percentudlnej hodnoty. Mienky praktikov sa
¢o do spodnej hranice interpretovatelnosti velmi rozchddzaju. Ak vSak po-
vazujeme § = 209, za tGto spodnd hranicu, tato je skor prili§ nizka ako prilis
vysoka. Potom v8ak vysledky vypoétov zhrnuté v tabulke 5 a 6 ukazujq,
Ze aj v pripade najpriaznivejsich odporovych kontrastov musi byt pri Wenne-
rovej metdde pri x =0 a > 0,6 a pri x = o @ = 0,7. Oniefo priaznivejsie
vysledky v tomto ohlade ddva Schlumbergerova metéda, kde pri » = 0 musi
byt @ = 0,5a prix = o a = 0,6 (vtab. 7a 8). Aviak aj pri tejto metéde musi
byt napr.a = 0,8, ak » = 2, ako vidime z tabulky 9.

Poloha maxima anomalie v sonddznom diagrame (&, g) pri Wennerovej me-
tode zavisi od hodnoty polomeru a. Ak napr.a = 0,4, maximum anomadlie
dostavame pri & ~ 1, kym pri @ = 0,8 nastdva maximum u% pri & ~ 0,6.

Je prirodzené, ze zdporné anomalie méZu dosahovat nanajvy$ relativnu
hodnotu — 1009%,. Tejto hranici sa pri Schlumbergerovej metdde priblizuje
uz hodnota — 869, vypoéitana pre » = 0, a = 0,8.

Mozno v8ak usudzovat, Ze ani kladné anomailie nebuda dosahovat hranice
+ 1009%,, ak len povrch gule nepretina zemsky povrch (teda ak a < 1). Vy-
plyva to uZ zo zisteného faktu, Ze v tomto pripade dokonale vodiva gula
v slabsie vodivom prostredi spésobuje vac¢siu zdpornt relativhu anomaliu ako
je kladnad anomalia dokonale nevodivej gule vo vodivom prostredi pri tych
istych geometrickych podmienkach.

Doslo diia 10. januara 1954.

Katedra banickeho meraéstva a geofyziky
Vysokej $koly technickej,
Kodice.
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O IIOJIE DJEKTPUYECKOI'O TOKA B OJHOPOJHOM
TIOJIYIIPOCTPAHCTBE COJIEPZKAIIIEM ITAPOOBPA3HVYIO
BKJIAIKY C OTJII/IT-IAIOHIE]?'ICH HPOBOIU/IMOCTBIO
TUBOP HOJBEHIAEP
BuBopgu

TMocse pe3lOMAPOBAHNA OCHOBHBLIX COOTHOLIEHEHH TEOPHM NOJA TOKA W TEOPHH IHAPO-
BuXx Qyuxinmii, B §2 paccmorpena upodieMa Iodsi ToKa B OCCKOHCTHOM OXHOPOJHOM
HOJIYIIPOCTPAHCTBE COjiep/KkaieM IuapoobpasHylo Br/aaKy. Paccmarpmsaemoe molie mm-
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TAETCA TOYEYHHM FCTOYHMKOM HAXOJAmMUMCA BHe MIapa. BEBEIEHH COOTBECTByIOIZE
COOTHOWIEHHS JIJIA NOTeHIHaJa.

B § 3 Teopmsa pacmmpeHa M pPacCMOTPEHO NNTaHHe AWNOJILHKM HCTOYHRKOM. Ecam
A, Aty A, - . . 0003HATIAI0T KOMIIOHEHTEI TEH30POB HAIPABJEHMA JJIA COETUHUTENb-
HOI HeHTpa Iapa W MCTOYHMKA, ONpeesIAeMBIX BEIpakeHHAMH 4 §1, ag, agy, ags,, — NO-
noGHEIM 0GpasoM olnpefeNsieMble KOMIOHEHTH TeH30DOB HANPABJIEHNA JUIA COeNMHHTETLHOM
meHTpa mapa u Jo00# TOYKM P, TO NOTeHNWAT B JTOM TOYKe BLIpAsKaeTcs COOTHONIE-
auama 9 (anm 10) § 3, cMOTPA O TOMY, HAXOMUTCA-JIM 3TA TOYKA B BHEIIHEH o6JacTy mim
BHYTPH mapa (nososkenne n3o6pakeHo Ha puc. 1, rae oGBACHAETCA TOMKe 3HAUEHNe BeJIMYMH
a, R, r). B atux Bupakennax M; 0603HaYaeT KOMIOHEHTH JUIIOJILHOIO MOMEHTa MCTOYHHKA
B M060A NpAMOYroNbHOR KapTe3WAaHCKOHW CHCTeMe, ¥ eCTh OTHOIIEHWe YAeJIBHOTO CONpPOTH-
BJIeHHA mapa (g,) K yJAeJbHOMY CONPOTHBJIEHMIO B BHemHed oGmacta (o).

B § 4 pemwena Taske camad mpolseMa A cJIy4as NUTAHAA KBAJPYNOJBHHIM H OKTa-
NOJILHEIM MCTOMHHKAMH. B ¢iydae KBaJpyNOJIBHOrO NHTAHMA TNOTCHIHAT B BHeNIHeH
obsactn onpesenen GeCKOHEYHHIM PAJOM 7, B cjydae OKTANOJBHOTO HACHIIIEHHMA OH Olpe-
messieTcsi PAAOM, NEPBHIE WIEH KOTOPOro npuBefieH B cootTHomenmn 9 § 4. B aTux BeIpa-
eHnAX M, nim M;; 0603HAa9aI0T KOMIOHEHTHI MOMEHTA KBaJPYNOJBHOIO HJIM OKTAlOJib-
HOT'0 WMCTOYHMKA, 3HAYeHWE APYIMX BEJIMIMH TOKe camoe Kak B § 3.

B § 5 paccmarpmBaioTcs OTHeNbHEIE YIEHH GECKOHETIHHIX PSNOB, KOTODEIE OIDEeesaioT
noTeHnwajx B o0jacTH BHe IIapa NpH NHATAHMA TOYEYHEIM, NWINOJBHBIM, KBAJPYIOJBHLIM
AUIA OKTANIOJIBHEIM HCTOYHMKOM. OTH WIEHH SIBJIAIOTCA KaK NOTEHINANH (UKTHBHBIX MYyJIb-
THIIOJIBHEIX MCTOYHAKOB B IeHTpe mapa. B § 6 paccMaTpmBaerca Bonpoc 3epkajieHnsa obmmx
MYJBTHNIONBHEIX NCTOYHMKOB HA INIOCKOCTH.

B § 7 nano npubin3uTesbHOE peleHNe NpoOIeMbl TeOPeTHIeCKOH KPHBOM 30HANPOBAHMSA
BLIDQKAIONIel NBYTOYEUHOE HACLINIEHME B CJIy9ae CHMMETPHYECKOIO IPAMOJIMHEHHOrO
PAacIoJiozeHHA 3JIEKTPONOB 10 cucreMe BenHepa mam no mo6Goii 1pyroii cucreme; IpH 9TOM
neHTp ma3MepeRns C pAacnolioskeH Ha 3eMHON NOBEPXHOCTH, BEPTHKAJIBHO HAX IEHTPOM
mwapa. Ofmee nonoxenue n300pakeno Ha puc. 4, IJie BO3MOMKHO HAHTH OGTSCHEHNC 3HA-
9eHHA HEKOTOPHIX BEJIMYNMH, HAXOAAMMUXCA B COOTBECTBYIOIMX COOTHOUICHHAX. YpasHe-
HISIMHA 2, B KOTOPHX P,, P,, P, . . . 0603HAYAIOT COOTBECTBYIOWIME IOJIMHOMEI JIemaHapa
n &= MN — paccroAgHHe NOTeHUMAJbHEIX 93JIEKTPOJIOB, OIIPENEJISeTCsI IPCHKIC BCETO
pan ¢ynknmis F; Ecnu p ofo3HadaeT Kakymeccs yHaelbHOe CONPOTHBIIEHNE NPH paccMa-
TPUBAEMOM pAacIOJIO}KeHMH, OTHOCHTEJIBHYI0 QHOMAJIMIO KajKyLerocsl CONPOTHBJIEHHSA
Ay = © /o, — 1 BHpakaer npubinanrensuas gopmymna 3. § 7.

Tak kak sra gopmymna mpencrapiser coGoll TONBKO npuOIM3HTCIBPHOE, HHOTNA BCCHMA
HETOYHOC pelleHWe, B § 8 BHIBejeHH 0oJjiee TOUHEIE COOTHOWIEHMA JUIsL MeToja Bemuepa,
NIPY 3TOM HaMedYéH cnoco0 TOYHOIO PelICHUS MyTEM IOBTOPUTENILHOIO 3CpKAasHHMA Ha IJIOC-
KOCTH, NpejCcTaBiAIoOmed co6oii 3eMHYIO IOBEPXHOCTh M Ha noBepxaoctm Iapa. Okonua-
TenpHasg gopmysa, KOTopas, OfHAKO, ONATH TOJHLKO NpuOIM3NTENbHAss, HO OPH 3TOM OHA
YIOBJIETBOPAET IO TOYHOCTH BCeM NpaKTmdecKHM TtpebGoBaHuAM, noka a < 0,9 mMeer cire-
IyIOmud BHX:

\ x—1 (x — 1)
(x — 1)2 x—1\2
o (5) ot [<2n+1><4x+3> (Get G + (3x+2) @l
rae ¢ynxumn F,, F,, ... F, onpefeiensl BepakeHnsamnm 2, § 4, ¢ynxnmu Gy, G,, . .. G,

onpejiesieHnl Brpaxkenusmm 4a, 8, 10, 16a, 18, 21 u 24, § 8. ta ¢opmya s OTHOCHTENB-
HOU BeNMYWHE aHOMAJPHI KajKyIerocd OTHOCHTENFEOIO CONPOTHRICHUA IPH TeXe CaMRX
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yCIoBHAX BHpaskaer Jio6oe APyroe cmMMeTpHUeCKoe PacloJIoeRNe SJIEKTPOJIOB, HO TOJLKO
nocijie u3MeHenns: pennuwssl QyEKOwi F; u G5 . B § 10 onpenensiorcs stu ¢yHKunm ypas-
Henmama 1 w 2 s pacnosiodKeHHs 3JIEKTPONOB mo cmocoOy IamymGeprepa. Ilpm arom
3HAYCHME BEeNMYHH BCTynalomux B oTE GopMyJH obbacHeHO Ha pme. 6. 3HadeHmA STAX
$yurumit nuA Merona Bennepa cobpanut B rabnuner 1 1 2, mMenHo A 13 pasHEX 3HAUERHH
MN = & or 0,2 1o 10,0. Ecin BcTaBuTs 3HAYCHWS HAHHEE B 3TAX Tabannax B fopMyy msan
BEIYHCJIEHITA OTHOCNTE/IbHEIX BeJINYAH AHOMAJIHNH KayKyMEerocs CONPOTHBIIEHNH, MOKHO C JIO-
CTATOYHOMH TOYHOCTHIO BLIYHACIATEH TeOPeTHIeCKHe KPUBEIe 30BAMPOBaHysA A oboro a < 0,9
n qo6oro x». B TaG. 5 mw 6 BHYMCIEHH 3TN TeopeTHYEeCKHe KpPUBLIe NJIA Meroga Bermepa
NPUMEHSIEMOro B 0G0HX HpefesbHHX cayyasiXx x = 0 m % = co. IIpu stom a mpmobGperaer
sumagenusa 0,4, 0,5, ..., 0,8. Hna meroma IlmymOeprepa BLIYMCIIEHLI COOTBECTBYIOIIHE
kpusbie (% = 0 mau-ke x = o, ¢ = 0,2, 0,3, ..., 0,8) B 1a6. 7 u 8.

Tabmnma 9 coorBectsyer pacnonokennio ImymGeprepa mpm a = 0,8, » = 2,0.

PesiomupoBanue pesynpTaroB B § 11 IpEBOAUT K HECKOJBKUM 3aMeYaTeJBHBIM CJIE-
CTBHSAM, W3 KOTOPHEIX BajKHee BCeX:

1. OTHocuTeNbHEE 3HAYECHWA aHOMAJmi miAa ofoumX paccMaTpPEBAEMEIX PaCHOJIOMEHMH
(rarke Kax B caydac APYrEX CHMMETDHUeCKHX yCTAaHOBOK) Gombme npm » = 0 (mpo-
BOJAMMA LIAP B IJIOXO NPOBOJAIIEH cpejie) UeM IPH % = co (HeNPOBOAAMIMH Wap B Ipo-
BOJISAIEN cpejie).

2. Ilpnm ycramosre llliymGeprepa aHOMAaJNU CYLIEeCTBEHHO OOJIBIINE YeM IPH PAacoJo-
mennu Bennepa. IIpm arom 310 pacnososxenne Gojlee 9yBCTBUTENBHO K JIOOLIM KBasucde-
PHYECKUM HEOJHOPOXHOCTSAM B IOBEPXHOCIHOH o6acti.

3. B ornmune ot 06RIYHOTO ClIydas FOPH30HTAJILHOTO HACIOEHNA B CIFydae mapoobpasnoi
BKJIAJIKH paccMaTpHUBaeMble ABA MEeTORAa NPHBOJAT K BCChMA OTJMYAIOMMMCH pe3yJbTaTaM.
Yie oJH XapaKTep KPUBLIX 30HIMPOBAHMSA oTamYaeTcAa. Meay TeM Kax NPUMEeHAA MeTOR
Benmepa npu pocraTouHo OOBINMX @ M JOCTATOYHOM KOHTPACTC CONPOTUBJIEHHH @, : 0,
9T KPHBEIE OTJIMYAIOTCA SCHO BHIPAKEIINBIM MAKCAMYMOM HJIM MHHHMYMOM H IIO3TOMY HMX
XapaKrep fICHO TPEeXCJIOHHBIH (AHAJIONMTECKH € T'OPI30HTAJBHLIM HACcJOeHHeM), KDHBEIE
coorsercTByonye ycraHoske llnymGeprepa MOHOTORHO BO3pacTaoT (% > 1) MM MOHOTOHHO
youBaor (¢ < 1) W ¢ yBeJHYEHHCM pACCTOAHHSA IATAIOIIX JJIEKTPOJOB AaCHMITOTH-
YeCKH NPHOMILRAIOTCA K M3BECTHOMY BEPXHCMY MWJIM HIDKHEMY INpefedy ¥ OTIMYaoTCA
ACHO BLIPAYKEHHLIM JIBYCJIOHHLIM XapaKTCpPoM. JTOT (JAKT, KOTODHI HMMEEeT MeCTO Y BCexX
MeTOJI0B, e upn AB — oo paccrosnne M ocTaeTcs KOHEUHBIM, BEITEKAeT B JTAHHOM CIIydae
n3 toro, uro I'}, G4, Gy, G5, G, nmeioT npefen omimdalomuiica or mynsg. C armM obcros-
TCJILCTBOM HAJ0 CUHTATHLCA NPH BCEX 30HAOBEIX H3MEPCHHUAX C MajLIM PAacCTOSHHEM IOTeH-
IMAJIBHLIX 9JIEKTPOJOB, TaK KaK HEOJHOPONHOCTH, pasMephl KOTODHIX COHM3MEPHMEI C Be-
JAMYUEOH YHOMAHYTOTO PAcCTOSIHMS WM SBJIAIOTCH OOJBIIIME, 3arpy:KaloT NOCTOSHHOM
oumnbKoil Bce M3MepeHNA 10 JOOHIX Tiy6mn. Jra ommnbka ¢ yBeqHueHHeM paccTogHma AB
BOBCE HC YCTPaHSCTCA.

4. Y1o0n paccMaTpuBaeMnlil IIap BLIBEBAJI JOCTATOYHO OOJIBIUME AHOMAJIMM, JOCTH-
raiomme 0o Kpaiineit Mepe + 20 %, RO/DKHO ORITH TOKe B IpPEfeJBHEIX clydadx x = 0
WM % = oo mpu npumeneHna MeTtopa IlmymGeprepa ¢ = 0,5 mnm-xke a = 0,6, npm npm-
MeHcHIY MeToja Bennepa a = 0,6 wimm ¢ = 0,7.

151
Matematicko-fyzikalny &asopis IV, 3.



DAS GEOELEKTRISCHE STROMFELD IM HOMOGENEN
HALBRAUM IN ANWESENHEIT EINES KUGELFORMIGEN
FREMDKORPERS

T. KOLBENHEYER, Kosice

Zusammenfassung

Nach einer kurzen Rekapitulation der nétigen Sétze und Formeln aus der Theorie des
Stromfeldes und der Kugelfunktionen in § 1 wird in § 2 das Problem des Feldes einer
punktartigen Stromquelle im homogenen unendlichen Raume gelost, der einen kugel-
formigen Fremdkoérper abweichender Leitfihigkeit einschliesst.

In § 3 wird die Theorie auf den Fall einer Dipolquelle erweitert. Bedeuten A, 4 ;.
Aty - .. die Komponenten der.Richtungstensoren die durch Gl. 4 § 1 definiert werden
und der Richtung vom Kugelmittelpunkt O zur Quelle @ entsprechen, so gilt fiir das
Potential in einem beliebigen Punkte P Formel 9. bzw. 10. § 3 je nachdem sich dieser
auBerhalb oder innerhalb der betrachteten Kugel befindet. Dabei stellen ag, az;, ... in
analoger Weise definierte, der Richtung OP entsprechende Tensorkomponenten dar,
wihrend M ; die Dipolkomponenten der Quelle bedeutet. Die Situation ist in Abb. 1. ver-
anschaulicht wo auch der Sinn der in den erwidhnten Formeln auftretenden GroéBen a,
R und r néher erklart wird. Das Verhiltnis der spezifischen Widerstédnde des kugelformigen
Koérpers und des ubrigen Raumes wird dabei mit g, : 0, == » bezeichnet.

In § 4 wird dasselbe Problem fiir eine Quadrupol- bzw. Oktapolquelle gelost. Im
ersten Falle wird das Potential im Aussenraum durch die Reihe 7. § 4 bestimmt, im
letzteren durch eine Reihe deren erstes Glied in 9. § 4 angegeben ist. M bzw. M,
bedeuten dabei die Komponenten der Quadrupol- bzw. Oktapolquelle, wihrend die Be-
deutung aller iibrigen GroBen dieselbe ist wie in § 3.

In § 5 werden die Glieder der fiir das Potential im Aussenraum abgeleiteten Reihen
als Potentiale im Kugelmittelpunkt befindlicher fiktiver Multipolquellen gedeutet. In § 6
wird die Spiegelung beliebiger Multipolquellen an einer Ebene erortert.

In § 7. wird eine Naherungsformel fiir den scheinbaren Widerstand beim Wennerschen
oder einem beliebigen anderen symmetrischen Elektrodensystem abgeleitet, wobei sich
der Sondierungsmittelpunkt C senkrecht uber dem Kugelmittelpunkt O befindet. Zur
Erkldrung der hierbei auftretenden GréB8en und Symbole dient Abb. 4. Durch Gl. 2. § 7
wird zunéchst eine Folge von Funktionen F,, F,. ... definiert, wobei Py, I, P, ... die
entsprechenden Legendreschen Polynome, £ = MN die Entfernung der Potentialelektro-
den bedeutet. Bezeichnet p den scheinbaren Widerstand bei der betrachteten Elcktroden-

anordnung, so gilt fir die relative Anomalie _g_ -—1 = 4, die Naherungstformel 3. § 7.

Diese Losung stellt jedoch nur eine ziemlich rohe Anniherung dar. Es wird daher
in § 8 zunéchst die Moglichkeit einer strengen Losung durch sukzessive Spiegelungen
an der Kugelfliche und der Erdoberfliche angedeutet, sodann werden gepauere Formeln
fur die Wennersche Methode abge'eitet. Die schlieBliche Naherungsformel

7
x—1 aintl 6(_"_’“’ Ly, (2 —1)*
Z7z+l)x+ Fot o'\ 1) Gt G rnee 12 Gt 1
(% — 1)? 1 )2 ]
9 -G
Jr“(2 +1)G+“ Bt T)ax £ 3) +G’)+(3 T2) “of
worin F, die in 2. § 4 definierten Funktionen bedeuteten wiihrend 1, Gy, - .. Gy der Reihe

nach durch Formeln 4a, 8, 10, 16a, 18,21 und 24 § 8 definiert sind, diirfte allen praktischen
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Anforderungen geniigen sofern nur a < 0,9 ist. Bei denselben Bedingungen gilt diese
Formel auch fiir beliebige andere symmetrische Elektrodenanordnungen, wobei jedoch
die Funktionen F, und G, fiir verschiedene Schemen in verschiedener Weise definiert
werden miissen. So sind z. B.in Gl. 1. und 2. § 10 die betreffenden Ausdriicke fiir die
Schlumbergersche Anordnung angegeben, wobei die Bedeutung der hier auftretenden
Grofen sich aus Abb. 6. erklirt. Fir die Wennersche Anordnung sind alle diese Funktio-
nen in Tab. 1. und 2. tabelliert, wo & = MN dreizehn verschiedene Werte (von 0,2 bis
10,0) annimt. Fir die Schlumbergersche Anordnung gelten die entsprechenden Tabellen 3.

und 4, wo [ == ;~ AB ist und sich von 0,3 bis zu 15,0 dndert. Als Langeneinheit dient in

allen betrachteten Fillen die Tiefe des Kugelmittelpunktes unter der Erdoberfliche.

Auf Grund dieser Tabellen wurden in beiden Fiillen theoretische Widerstandskurven
berechnet, und zwar fiir die extremen Félle x = 0 und % = . Die entsprechenden
Zahlenwerte sind fiir die Wennersche Methode (a = 0,4, 0,5, ... 0,8) in Tab. 5. und 6,
fir die Schlumbergersche (¢ = 0,2, 0,3, ... 0,8) in Tab. 7. und 8. zusammengestellt.
Tab. 9. bezicht sich auf die Schlumbergersche Methode fiir den Fall a = 0,8, » = 2,0
(verhéltnismifBig schwacher Widerstandskontrast).

In § 11. werden praktische Folgerungen gezogen, von denen die wichtigsten im fol-
genden zusammengefasst werden konnen:

1. Die relativen Werte der Anomalien sind fiir beide betrachteten Anordnungen
wesentlich grofler bei » == 0 (leitende Kugel in schlecht leitender Umgebung) als bei
» = oo (schlecht leitende kug@l in gut leitender Umgebung).

2. Bei der Schlumbergerschen Anordnung sind die Relatlvwerte der Anomalien
wesentlich hoher als bei der Wennerschen. Dafiir reagiert aber diese Anordnung zugleich
auch viel empfindlicher auf alle quasisphérischen Inhomogenitéten in der Oberflichenzone.

3. Im Gegensatz zur horizontalen Schichtung geben im TFalle des kugelférmigen
Fremdkorpers beide betrachteten Methoden ziemlich verschiedene Ergebnisse. Ein grund-
legender Unterschied veigt sich schon im Charalkter der theoretischen Widerstandskurven.
Wiithrend bei der Wennerschen Methode die betreffenden Kurven einen ausgesprochenen
Dreischichtencharalter mit ecinem verhéltnismifig scharfen Maximum oder Minimum
(besonders bei groflen «) aufweisen, ist bei der Schlumbergerschen Anordnung ihr Ver-
lauf sehr éhnlich dem einer typischen Zweischichtenkurve, d. h. monoton steigend oder
fallend mit asymptotischer Ndherung zu einem bestimmten Grenzwert. Dieser Tatbestand,
der fiir alle Anordnungen gilt wo bei wachsender Stromelektrodenentfernung (4B — o)
die Potentialelektrodenentfernung MN endlich bleibt, erklart sich daraus, daB3 F,, G,,
({4, Gy und G, einen von Null verschiedenen Grenzwert haben. Bei Sondierungsmessungen
it geringer Potentialelektrodenentfernung ist dieser Umstand besonders zu beachten,
da alle oberflichennahen Inhomogenititen deren Dimensionen mit dieser Entfernung
vergleichbar sind Anomalien hervorrufen kénnen die bei wachsender Stromelektroden-
entfernung gar nicht beseitigt werden sondern sich konstant erhalten.

4. Jig mul} selbst in den Extremfillen x == 0 bzw. % = oo bei der Schlumbergerschen
Anordnung a = 0,5 bzw. ¢ = 0,6, bei der Wennerschen a = 0,6 bzw. a = 0,7 sein damit,
die Relativwerte der Widerstandsanomalien zumindest + 20 9%, erreichen.
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