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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK V CisLoO 4

O MNOZINOVYCH SYSTEMOCH UZAVRETYCH
VZHIL’ADOM NA NIEKTORE MNOZINOVE
OPERACIE

IGOR KLUVANEK, Bratislava

Mnozinové systémy boli spravidla Studované v stvislosti s definiciou miery
a integralu. Pritom sa jednotlivi autori obmedzovali iba na tie vlastnosti mno-
Zinovych systémov, ktoré bezprostredne potrebovali k rozvitiu dalsej tedrie.
L. Misik ma upozornil na to, Ze je uzitoéné zhrnut z jedného hladiska po-
znatky o mnozinovych systémoch, prihliadajtic na viaceré vlastnosti systémov,
ako je zvykom. Toto je uzitoéné pre vySetrovanie vSeobecnejsich mnozinovych
funkeii, ako je miera. Za podklad mi sldzili najmi tie prednasky o mnozi-
novych systémoch, ktoré predniesol L. Mi§ik v seminari z teérie miery
a integralu v SAV.

V prvom odseku st v kratkosti zhrnuté niektoré potrebné predbezné po-
znatky a oznacenia. V druhom odseku st zavedené vlastnosti mnoZinovych
systémov, s ktorymi sa budeme v dalSom zaoberat, a tiez definicia minimal-
neho mnozinového systému nad danym systémom s vlastnostami z danej mno-
Ziny vlastnosti a veta o jeho existencii. V tretom odseku je podany sp6sob kon-
strukcie indukciou minimalneho systému s danymi vlastnostami nad danym
systémom. Vo §tvrtom odseku je tato konstrukecia vyuzita pre vySetrenie nie-
ktorych jednoduchych vztahov a pre relativizdciu pojmu minimalneho systé-
mu. V piatom odseku st definované a vySetrované niektoré vSeobecné vztahy
medzi mnozinami vlastnosti mnozinovych systémov. Siesty odsek je venovany
Specidlnym mnozinam vlastnosti a ich vztahom. V siedmom odseku je ako
priklad uvedena konstrukeia o-okruhu Borelovych mnozin.

1.

V celom referite uvazované mnoziny budua viésinou podmnozinami nejakej
pevne zvolenej mnoziny X. Prvky mnoziny X budeme volat bodmi, danti mno-
Zinu X zakladnym priestorom alebo zakladnou mnozinou.

0 je prazdna mnoZina, t. j. mnozZina, ktord neobsahuje Ziaden prvok. a € 4
znadi, Zze bod a je prvkom mnoziny 4. V opaénom pripade pisemea c 4.4 ¢ B
znati, Zze 4 je podmnozinou mnoziny B, t. j. kazdy prvok mnoziny 4 je st-
¢asne aj prvkom mnoziny B. V opa¢nom pripade piseme 4 ¢ B. '
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Ak A, B st mnoziny, potom symboly 4 U B, A n B maji obvykly vyznam
mnozinového siétu, resp. prieniku. 4 U B znaéi mnozinu tych a len tych bo-
dov, ktoré si prvkami aspon jednej z mnozin A lebo B. 4 n B je mnoZina
tych a len tych bodov, ktoré stiéasne patria do oboch mnozin 4 aj B. 4 — B =
= A — (A n B) je mnozina bodov z mnoziny 4, ktoré nie s prvkami mno-
ziny B. Kladieme A AN B= (A — B) u (B — 4). Mnozina 4 A\ B je sy-
metricka diferencia mnozin 4 a B. Mnozina X — A4 = A4* je komplement mno-
ziny A.

Ak T je lubovolna mnozina a ak ku kazdému o € 7' priradime istd mno-

zinu A,_. potom symboly u A, a n 4, definujeme:
aeT aeT’

a€UA, <> (a€A): aend,<Il(@€d,).!

ael’ el ael aeT
Mnozinu vSetkych prirodzenych ¢&isel 1, 2, 3, ... oznad¢ime N.

MnoZinu v8etkych ordinalnych ¢isel prvej a druhej éiselnej triedy, t. j. mno-
zinu vSetkych koneénych a spocetnych ordindlnych éisel oznac¢ime 3. N, znadi
usek mnoziny prirodzenych ¢isel, je to mnoZina prirodzenych c1sel mengich
ako n. Podobne pre « € 3 je O, tsek mnoziny ordinalnych ¢isel prvej a druhej
¢iselnej triedy, je to mnozina vetkych ordinalnych ¢isel mensich ako x. Znak 2
pouzijeme pre prvé nespoletné ordinalne éislo.

Funkeia, ktorej obor definicie je N a ktorej hodnoty st mnoziny, je postup-
nost mnozin. Budeme ju kratko oznacovat {4,I7.

Funkeia. ktorej obor definicie je 3 a ktorej hodnoty s mnoZziny, je trans-
finitnd postupnost mnozin. Pre fiu pouzijeme oznadenie {A,}.<q. Postupnost,
vesp. transfinitnd postupnost mnoZin je stipajica (klesajica), ak pre kazdé
neNjed,cA, , (A4,0A4,,,), resp. pre kaidé x € J, f€ 3, « < fje 4, C Ay
(4.2 4)).

"¢ postupnost mnozin {4,}7 definujeme:

® o

hmmfA _.U nA,,, limsup A, = n U A4,.

n=1n=k n n=1n==k

Postupnost mnozin {4,}?° nazyvame konvergentnou, ak plati: lim inf A, =

= hm sup A,. V tomto pripade mnozinu lzm inf A, = lzm sup 4, oznacu]eme

lzm A a nazyvame limitou postupnosti mnozm {47

Kazda monoténna postupnost mnozin je konvergentné a plati l{m A,

ak {4,I¥ je klesa]uca

H,

— U A,, ak {4, je sttpajtica a lim A, —
n=1 n

ﬂ=

1 Vyznam logickych symbolov 2, IT, =, <> néjde &itatel napr. v Jarnikovom
Diferencidlnom podte, kap. I, § 1.

192



V dalSom budeme pouzivat princip matematickej indukcie a transfinitnej
indukcie po prvé nespocetné ordinalne éislo a tiez nasledujice dve vety, vetu
o kongtrukeii uplnou indukciou a vetu o konstrukeii transfinitnou indukeiou.

Nech M je lubovolnd mnozina. Nech a € M. Nech ku kazdému n € N existuje
zobrazenie, ktoré kazdej n-tici prvkov z M (b,, b,, ..., b,) priraduje prvok
Pby, by, ..., b,)€EM.

Potom existuje prave jedna postupnost {a,}?” s vlastnostami:

a, = a,
an F1 u(a’l bl a’27 <0y au)-

Nech M je Ilubovolnd mnozina. Nech a € M. Nech ku kazdému « € § existuje

zobrazenie, ktoré kazdej funkeii (b,, b,, .. ., b;, ...), definovanej na J, a ktorej
hodnoty st z M, priraduje prvok P,(by, b, ..., b;, ...) € M. Potom existuje
prave jedna transfinitnd postupnost {a.}e<o s vlastnostami:

ay = @,

ay = Polay, a;. ..., az, ...).

2.

Nech je dany zakladny priestor X. MnozZina, ktorej prvky st podmnoZiny X
a iba podmnoziny X, je mnozinovy systém nad zakladnym priestorom X alebo
mnozinovy systém nad mnozinou X, kratko mnozinovy systém. X znadi
systém vSetkych podmnozin X.
Definicia 7. Nech M C X. Systém M je:
a) wuzavrety vzhladem na sicet (aditivny),
b) wuzavrety vzhladom na disjunking sicet,
¢) wuzavrdy vzhladom na rozdiel,
d) wuzavrety vzhladcm na vlasiniy rozdiel,
e) wuzavrety vzhladom na symetrickd diferenciu,
f) uzavrety vzhladom na prenik (multiplikativny),
g) uzavrety vzhladom na komplement,
h) wuzavrety vzhladom na dolni limitw,
1) wuzavrety vzhladom na hornd limitu,
7) wuzavrety vzhladom na limitu,
k) monoténny zhora,
1) monotdnny zdola,
m) monoldnny,
n) o — uzavrety vzhladom na siéet (o — aditivny),
0) o — uzavrety vzhladom na disjunkiny suéet,
P) o — uzavrety vzhladom na prenik (o — multiplikativny),
7) dediény,
8) obrdtene dediény,
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ked plati:
a) al- A €M, B €M, potom aj A v B €M,
b) ak A€M, BeEMa AnB =0, potomaj AuB €M,
c) ak A€ M. BeM, potcm aj A — BEM,
d) ak AeM,BeMa BC A, ptomaj A — BeM,
¢) ak A €M, BeM, promaj A N BEM,
f) ak A€M, BeM, prom aj AnBeM,
g) ak A € M, potcm aj A* =X — 4 € M.
h) ak {4, je p-stupnost mmofin takd, fe A, € M pre n =1,2,3, ...
potom aj lim inf 4, € M,
i) ak A, € Mpren =1,2,3,.... potom aj imsup A, € M,

n
j) ak {A4,)7 je konvergenind pestupnost mnofina A, € Mpren = 1,2,3, ....
potom aj h'm A, eM,

k) ak {A,}7 je klesa)uca pestupnest mnozin z M, potcm a] n 4,eM,

1) ak {4,}7 je rastica postupnost mnofin z M, potom aj u A, eM,
m) ak plati k) a 1), n=t
n) ak {47 je Tubcvclnd pestupnost mnozin z M, potem aj U A eM,

0) ak {A,,} je postupmost mmozin =z Ma A,nA, =0, pre n :k: m, potom
aj u A eEM,

p) a/c {A W7 je pestupnost mnozin z M, potom aj n A, eM,

=1
r) ak A€ Ma B C A4, potom aj B€M, "
s) ak A€M, XD BDA, potom aj B€ M.

Dohovor: Systém uzavrety vzhladom na sic¢et budeme pre jednoduchost
nazyvat systémom s vlastnostou a) a podobne aj pre ostatné vlastnosti.

MnoZinu vlastnosti a) az s) oznatime W. MnoZinu {a), b), ¢), d), e), f),
g), r), s)} oznatime W,.

Systém X ma vietky vlastnosti z mnoziny W. Ak vezmeme totiz dve Iubo-
volné mnoziny A CX, BCX, mnoziny AuB, A — B, AAB, AnB st pod-
mnozinami X. Tiez ak {4,7 je l'ubovolna postupnost podmnozin X, vSetky

mnoziny lqm nf A,, lqmsup A,, u 4., n A, st podmnozinami X. Podobne je
=1 =1

to aj pre zvysu]uce vlastnosbl zZ mnozmy W.

Ak V C W a vietky systémy z istej mnoziny systémov @ maju vietky vlast-
nosti z mnoziny V, potom aj prenik tychto systémov ma vSetky vlastnosti
z wnoziny V. Nech vietky systémy M € © maju vietky vlastnosti z mnoziny V.
Nech a) € V, resp. ¢) € V,resp.e) € V,resp. f) €V, dalej nech h) € V,resp.i) V,
resp.n) € V, resp.p) € V. Ak 4 €n S, BE n &2, potom 4 € M, B € M pre

2 n © znamena systém vietkych mnoZin A4, pre ktoré 4 € M pre kazdy systém M € S.
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kazdy systém M €& a teda aj A u B, resp. 4 — B, resp. A A B, resp.
A n B=M pre kazdy systém M €S a teda 4 u B, resp. A — B, resp.
A N B, resp. An B:zn &. Ak dulej je {4, postupnost mnozin zo systé-
munGijeaj A, €M pre n=1,2,3,... a pre vietky M €S a teda aj

Iim inf A,, resp. lim sup A,, resp. U A”, resp. n An € M pre vetky M € &

a z toho aj lim inf 4,, resp. lzmsup A,, resp. U A,, resp. n A €n &. Po-
n n=1
dobne aj pre ostatné Vlastnos‘m z W.

Lemma 1. Nech V C W,. Nech vetky éleny p-siupn-s't mnoZinovijch systémowv
M [P maji véetky vlastnosti z mnoZiny V. Potom aj systém liminf M, md
véetky vlastnosti z mnoZiny V. ® "

Dékaz. I. Podla predoslého pre kazdé n sy stemy n M maji vsetky vlast-

o]

nosti z mnoziny V. Podla definicie lzmmf M, = U N M apostupnos’o { n Moy
n=1k=n

je rastica, lemma bude teda dokazana ak pre kazdu rasticu postupnost {KJP
systémov s vlastnostami z mnoziny V dokaZeme, ze aj systém U K, mé vietky
vlastnosti z mnoziny V. n=1

II. Nech je {K,'?" rastica postupnost systémov s vlastnostami z mnozmy V.
Nech dulej a) € V, resp.c) € V, resp. e) € V atd. Vezmime Tubovolné 4 € U K,.
B € v K, . Existuji prirodzené &isla n,, n, také, 7e A €K, , B€EK, Polozme

ny
n=1

n = max {n,, n,}. Je A€K,, BeK, apodla predpokladu aj 4 u B, resp. A — B,
atd. € K, a teda 4 U B, resp. 4 — B, atd. € u K, . b. t. d.

n=1
Z lemmy 1 vyplyva, Ze pre konvergentni (8pecidlne monoténnu) postup-

nost systémov {M,|¥ s vlastnostami z mnoziny V ma aj systém M = lim M,
vietky vlastnosti z mnoziny V. n

Lemma 2. Nech V CW. Nech vdetky fleny transfinitnej postupnostc mnoZi-
novyjch systémov (M, }oco maji véetky vlasinosti z mnoZiny V. Potom aj systém
M=u n M;mdivdetky viastnosti z mnoZiny V.

a<<Q a=A<O
Dokaz. Pretozesystémy n  Mj;maji vietky vlastnosti z mnoziny V a tvo-
)
ria rasticu transfinitni p(:)<s€1<1pnost stadi dokazat pre rastcu transfinitnd
postupnost {K,}, <. ktorej ¢leny maju vlastnosti z mnoziny V, Ze aj u K, ma

a<lQ
vietky vlastnosti z mmnoziny V. Nech teda {K,}.<o je rastica postupnost

systémov s vlastnostami z V. Pre vlastnosti z W, dokaz prebieha podobne ako

vlemme 1. Nech h) € V. resp.i) €V, atd. Nech 4, s u K, pre n = 1,2,3, ....
a<li)
mame ukazat, ze liminf A,, resp. lm sup 4,< v K, atd. Existuje takd po-
n <0
stupnost ordinalnych ¢isel 1. alebo 2. ¢iselnej triedy {x,17 7e 4, € K, . K po-
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stupnosti {~,}? existuje najmensie ordindlne &islo «, také, Ze plati «, = «,.

n=1 2 3,... PretoZe postupnost {K,l,—o je rastica, je A,,EKm a dalej
podla predpokladu liminf 4,, resp. lzm sup 4, atd. € u K,, & b. t. d.
n a<l

Veta 1. Nech VCW. Nech KCX. Potom existuje jeden « len jeden systém
m,(K) s vilesincst.omi :

1°. KCm,(K).

2°. my(K) mi véetky vlastnrsti z mnoZiny V.

3°. Pre kaZdy systém M CX s vlastnostami 1°, 2° plati m,(K)CM.3

Doé6kaz. I. Oznadme © mnozinu vsetkych systémov s vlastnostami 1°, 2°.
Mnozina © je neprazdna, pretoze X € ©. Polozme m,(K) = n &. Zrejme
N S CX. Systém U © m4 vlastnosti 1°, 2°, 3°.

1°. KCn &, pretoze KCS pre kazdé S £ &.

2°. Podla uvahy na zatiatku tohto odstavca.

3°. Nech M m4 vlastnosti 1°, 2°, teda M € &. Potom n © CM.

II. Pripustme, Ze existuji dva systémy s vlastnostami 1°, 2°, 3°, m,(K),
m,(K). PretoZze m,(K) ma vlastnosti 1°, 2°, 3° a my(K) ma vlastnosti 1°, 2°,
podla 3° plati m,(K) Cmy(K). Z podobnych dévodov tiez m,(K) Cm,(K). Tym
je veta v tplnosti dokazand.

Definicia 2. Systém m;(K) je minimdlny mnoZinovy systém nad systémom K
s vlastnostami z mmoZiny V. :

3.

V tomto odstavei ukazeme spdsob, ako k danému systému M a nejakej mno-
Zine vlastnosti ¥V mozno indukeciou skonstruovat systém m,(M). Z definicie
a tiez z tejto konstrukecie systému m,(M) vyplyvaja niektoré jeho vlastnosti.

Najskor priradime kazdej mnozine vlastnosti z mnoziny W isté zobrazenie
mnoziny 2X, t. j. mnoziny vietkych systémov nad X, do seba touto definiciou:

Definicia 3. Pre kazdy systém A CX kladieme:

Pp*(A) = AUE{exstu;uAGA BeAtak, e Z = A v B}*®

g®(A) = AuE’{emstuyuAGABGAAnB—Otak Ze Z = A u B},
¢?(A) =AU E' Aewistuji A € A, B € A tak, Ze Z = A — B|*
¢ "(A) ——AUE {ewistujt A € A, B€ A, BCA tak, %¢e Z = A — B},
e“(A) =AU E’ lexistuji A € A, B€ A tak, 2e Z = A A B},

ZeX
9" (A) = A U E [existuji A €A, B€ A tak, e Z = A n B}}p
ZeX

3 Pozri [2], str. 22 (str. 27); [4], str. 86, aj ini.

4 Ak Y je mnozina a n(y) je vyrok, tykajuci sa prvkov tejto mnoZiny, potom I {7(y)}
snadi mnoZinu vietkych prvkov mnoziny Y, pre ktoré vyrok n(y) plati. yeY

5 Pozri [5], str. 165.

¢ Pozri [6], str. 167.
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p?(A) =AU E {existuje A € A tak, Ze Z = A%},
MA) =AU F {e:mstuye postupnost {AN°, A, € A,n=1,23,... tak, Ze
Z = lim wnf A4,},
e?(A)=AUE {existuyT"e postupnost {AN°, A, € A,n=1,2,3,... tak, Ze
o Z = limsup A,},
¢"(A)=AUVE {existujz konvergentnd postupnost {A,)Y, 4, € A,n=1,2 3, ...
PNk, fe 7 — lim A,
¢P(A) = A U B {existuje kl(sa?@ica postupnost {4,)7, 4, €A, n=1,2,3, ...
"X vk, 2o 7 = E'ilA,},
oP(A)= A uU E {existuje ra:tuca postupnost {A,)°, A, €A,n=1,2,3, ...
tak Ze 7 = u A,},
PUA)= ¢O(A) U pOA),
o"A)=AUE {existuje postupnost {A,)7, A, €A, n =123, ... tak, Ze
g u A
e (A) = A u E’ {emstuye postupnost {4,}7, A,, €EA,n=123,...,4,nA, =
= 0,n = m tak, zeZ—UA} ,
P(A) = A U E {emstuye postupmost {4,}7, A €EA,n=1,2 3, ... tak, Ze
Z = nlA,,}
#A) =AU E (ezistuje A € A tak, % Z C A),
(A=A UZEJX {existuje A € A tak, Ze A CZ).

Dalej ku ka,i:ixej mnoine vlastnosti V C W priradime zobrazenie mnoziny 2X
do mnoziny 2X takto:

Ak V = {z,, x5, ..., 2,} C W, potom pre kazdy A CX kladieme:

¢"(A) = ¢(=)(A) U ¢(=) (A) U... U gl=)(A).

Zrejme pre kazdy A CX a kazdi mnozinu V C W plati A C ¢*(A). Dalej pre
kazdd mnozinu ¥V C W a kazdé dva systémy A CX, B CX také, Ze A CB plati
#"(A) C¢"(B).

Definicia 4. Nech KCX, VC W, (resp. VCW, V& W,). Postupnost mnoZi-
novych systémov {K,\¥ (resp. transfinitni postupnost mmoZinovych systémov
{Ka)aco) s vlastnostami:

1°. K, = K (resp. K, = K).
2°. K, ., = ¢'(K,) pre n=1,2,3,... (resp. Ky= U ¢"(Ky)
<a )
pre o < ) nazyvame vytvdrajicou postupnostou pre systém m,(K).
7 Pozri [5], str. 169.
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Podla vety o konstrukeii tplnou indukeiou, resp. konstrukeii transfinitnou
indukciou, ku kaZdému systému K CX a kaZdej mnoZine vlastnosti V C W
existuje prave jedna vytvarajica postupnost pre systém m,(K).

Vytvarajica postupnost pre m,(K) je rastica. Pre V CW, je totiz
K, C¢'(K,) = K, ; pre v8etky n. Ak VC W, V& W,, potom zase pre &« < <
<L, je Kq -Uw( )C(‘U‘F"(Kg))U( U w('))—U!p( ) = Kj.

Lemma 3. Ncclz VCcw. N()ch M CcX md vsetlmj vlastnosm z mnoZiny V. Nech
K C M. Potom plati ¢"(K) C M.

Dokaz. Uvazujme najskér, Ze mnozina V sa sklada iba z jediného prvku.
Pre urcitost vezmime a) € V. Nech K C M. Vezmime l'ubovolni mnoZinu
A € ¢p(K). Mdzu nastat dva pripady. Alebo 4 € K a potom sme hotovi,
alebo A ¢ K, aviak vtedy existujd mnoziny 4, € K, 4, € K také, 7e A =
= A4, U A,, ale pretoze podla predpokladu M je uzavrety vzhladom na stdéet,
A € M. Podobne odbavimévéetky vlastnosti. Dékaz dokondéime, ak uvazime,
e ¢"'(K) = ¢@)(K) UL ¢#)(K)uU ... U ¢p=)(K), pricom z,, @,, ..., x, st
vietky prvky mnoziny V a pre kazdé zobrazenie ¢(*)) (K) tvrdenie plati.

Veta 2. Pre lubovolnii mnoZinu V C W a lubovelny systéem K CX systém
m,(K) je rovny siétu vetkyjch Elenov vytvdrajicej postupmostt pre sv/stém m,(K).8

Dékaz. I. V pripade V CW, mame ukazat, ze m,(K) = u K,,, pri¢om
systémy K, st dané deﬁmclou 4.

-]

i) Zrejme K = K, C ¥ K,. Dalej systém u K, ma véetky vlastnosti Z MnNo-
n=1 n=1

ziny V. Ak vezmeme totiz Iubovolné mnoziny 4 € u K,, B¢ U K,,, existuja

n= n=1
2 v

dve prirodzené ¢isla n, ,n, také, ze 4 €K, , BEK, aak polozime n = max {n,,n,},
je A€K,, BeK,, pretoze postupnost {K,}?° je rasttica. Ak a) € V, resp.
c¢) €V atd. z definicie 3 mame 4 U B, resp. 4 — B atd. € ¢"(K,) = K, ,,

teda aj A U B, resp. 4 — B atd. € u K,. Tym sme podl'a vety 1 a definicie 2
® n=1
dokézali vztah m,(K) C U K,.
n=1

ii) Vztah lj K, € m,(K) dokizeme tak, Ze dokizeme K, C m,(K) pre n =
n=1

=1,2,3, ...

1°. Pre n = 1 je tvrdenie spravne podla vlastnosti 1° m,(K).

2°. Nech K, ; C m,(K). Pretoze systém m,(K) ma vSetky vlastnosti z mno-
Ziny V, podla lemmy 3 a definicie 4 je K, = ¢"(K,_;) C m,(K). Tymto je veta
pre pripad V C W, dokazana.

I1. V pripade V €@ W, dokdzme, 7e m,(K) = u K,, pritom systémy K, su

<
dané definiciou 4. Stadéi sa v dékaze obmedzit na vlastnostiz W — W,.

8 Porovnaj [2] Theorem C, str. 23 (Teorema 3, str. 28).
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i) K € uK,, pretoze K = K,. Dalej ukdzeme, 7e systém u K, ma vietky

a>0Q a<<
vlastnosti z mnoZiny V. Vezmime Iubovolnd postupnost mnozin {4,}7,
4,€evll,, n=1213, ... K tejto postupnosti existuje taka postupnost
a<<®
ordindlnych d&isel {1, Ze A, € Kan, n=1,2,3,... K postupnosti {«,}7

existuje najmensie ordindlne ¢éislo «,, pre ktoré «, < «,, n =1,2,3, ...
Pretoze postupnost {K,l.<q je rastica, plati K, C Kao pen=123, ...
atedaaj 4, €K, pren =1,2,3,...a podla definicie 3 a 4 ak h) € V, resp.
i)€ V atd. liminf A,, resp. limsup A, atd. € ¢"(K,,) CK,, ,; aztoho liminf 4,,

n n n
resp. limsup A, atd. € u K,. Z toho mame podla vlastnosti 3° m,(K):

n a<l.
m,(K) Cc u K,.
a<lQ
ii) Aby sme dokizali UK, c m,(K), oznaéme (iba pre tento dékaz) §’
a<<f

mnozinu ordindlnych éisel « < 2 takych, ze K, ¢ m; (K). Ukdzeme, ze ' = J.
1°. 0 € §', pretoze K, = Kcm, (K).
2°. Nech pre a €3 je X, ¢ 3, t. j. &§ <a = €. Podla predpokladu
a podla lemmy 3 mame & <a => K;c m,(K)= ¢" (K;) c m, (K) =
=>U¢"(Ks) = K, cmy(K), t.j. 3, ¢ § = a €. Tym sme dokézali, Ze pre
kazdé « € S plati: K, ¢ my(K). teda aj U K, ¢ my(K).
ue%

Z i) a ii) mame m,(K) = U K, a veta je aj v pripade V& W, dokazana.
a<®

4.

Systém m,(K) ma niekolko jednoduchych vlastnosti, z ktorych niektoré
uvedieme.

Vlastnost 1. Nech VCc W, M c X, MCK cm,(M). Potcm m,(K) = m,(M).

Vlastnost 2. Nech V.c W, MCX. Systém M md véetky viastnosti z mnoZiny
V vtedy a len vtedy, ak m, (M) CM.

Vlastnost 3. Nech V¢ W. Nech K c M C X. Potom m, (K) c m, (M).

Dékaz. Kazdy systém s vlastnostami z mnoziny V, ktory obsahuje systém
M, obsahuje aj systém K.

Vlastnost 4. Nech V,c V,c W, nech M c X. Potom plati m, (M) c my, (M).

Dékaz. Kazdy systém so vietkymi vlastnostami z mnoziny V, ma aj vietky
vlastnosti z mnoziny V,.

Vlastnost 5. Nech VCW, — {r),s)l. Nech M CX, M = N,. Potom plati:

m,(M) = M. Ak M < N,, potom aj m, (M) < §,.%,1°

9 Ak Y je Iubovolnd mnoZina, Y znadéi jej kardindlne &islo. Ny znaéi kardindlne &islo
spoletnej mnoziny.
10 Pozri [2], str. 23, (str. 28).
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Dékaz. V pripadoch a), ¢), e), f) sa ku kazdej dvojici mnozin z M d4 priradit
jedna mnozina z ¢" (M) — M ako stdet, rozdiel atd. V pripadoch b), d), resp. g)
dokonca iba k niektcrym dvojiciam mnoZin, resp. mnozinam, z M da sa pri-
radit mnozina z ¢" (M) — M, a to tak, Ze sa vietky mnoziny z ¢" (M) — M vy-

¢erpaji. Pretoze M z N, vyplyva z vlastnosti kardinalnych éisel, ze ¢" (M) - M =

< M a teda ¢" (M) = M a z toho podla vety 2 m,(M) = M. Dokaz druhej dasti
je podobny.

Vlastnost 6. Nech VcW, nech MCX, nech 4 € my,(M). Existuje taky
najviac spoéeiny systém K cM, Ze A € m,(K).1t

Dékaz. Mame dokazat, ze m, (M) = U m,(K), pricom K prebieha vSetky
najviac spocetné podsystémy M.

Podla vlastnosti 3° pre kazdy systém K ¢ M plati m, (K)c m, (M), teda aj
Um,(K) C m,(M). Aby sme dokézali obritenii inkliziu, uvdzme, ze MC
U m, (K). Staci teda dokazat, Ze U m,(K) ma vSetky vlastnosti z mnoziny V.
Vezmime 'ubovolnd postupnost {4,} © takd, ze 4, € Um,(K),n = 1,2, 3, ...
Ku kazdej mnozine A4, existuje systém K,, ze plati 4, € m,(K,), teda urdite
A, €m,( 0LOJIK,,) a dalej aj lim inf 4,, resp. lim sup 4,, resp. GIA” atd. €

n n n=

n=
el

m, (U K,). Ak systémy K, boli najviac spodetné, potom aj systém loj K, je
1 n=1

najviac spocetny.

Vlastnost 7. Nech Vc W,, McX, 4 € m,(M). Potom existuje taki koneény
systéem K c M, %e plati A € m,(K).

LPoékaz ako pri 6.

Vlastnost 8. Nech Vc W, V,c W, — {r),s)}. Nech systém M CX md vetky
vlastnosti z mmoZiny V,. Nech A € m,(M). Existuje takiy najviac spoetny systém
K c M s vlastnostami z mnoZiny V,, Ze A € m,(K).

Dékaz. Treba ukazat, Ze systém U m,(K), pricom K prebieha vetky naj-
viac spocetné podsystémy M s vlastnostami z V, ma vSetky vlastnostiz mno-
ziny V. Vyberme postupnost {4,}?,4,€um,(K), n=1,23, ... Ku

kazdej mnozine 4, existuje systém K, tak, ze 4, € m, (K), teda 4, € m, (U K,).
n=1

Systém U K, je najviac spodetny a podla vlastnosti 5 aj systém L =
1

3
Il

I Cs

= my, ( 1K,,) je najviac spoletny a lim inf A,, resp. lim sup A,, resp. U A4,
n n n

n=1
0

atd. € m, (U K,) Cm, (L). Ukonéenie dokazu je zrejmé.
1

n=

V dalsom ukédzeme relativizaciu pojmu m, (M) vzhladom na nejakd mnozinu
A CX. To znadi, Ze ukdzeme, ako sa stane I'ubovolnid mnozina 4 CX sama
zakladnym priestorom. Urobime to vo vete 3.

11 Pozri [2], str. 24, (str. 29); [3], str. 15.

200



Definicia 5. Nech ACX, MCX. A n M znaél systém vsetkyjch mnoZin
tvaru B n A, priécm B € M.

Lemma 4. Pre kaZdy systém M CX, kaZdi mnoZinu A CX a kaZdi mnoZinu
VeW,g)cV,s)2V plati: A n ¢" (M) = ¢"(4 n M).

Doékaz. UvaZujme najskor, Ze mnozina V sa sklada iba z jediného prvku.
Vezmime V = {a)}. Nech E€An ¢’ M), t. j. E=An B Be M),
Moézu nastat dva pripady, a to B € Malebo B 2 M.V prvom pripade £ € A n M
a tiez KB € ¢ (A n M). V druhom pripade existuji mnoziny B,, B, € M tak,
7%¢ B= B UB, teda BE=A4An (B UbB)=(AnDB)U@An B)E
¢ (4 n M). Tym je dokdzand inklazia 4 n ¢ (M) C ¢ (A n M). Obratent
inkliziu dokdZeme podobne. Ukonéenie dokazu je zrejmé.

Veta 3. Za predpokladov lemmy 4 plati: A n m,(M) = m, (4 n M)=2

Dokaz. Budeme rozoznivat dva pripady VCW,a Vd W,.

i) V prvom pripade nech {M,}® je vytvarajica postupnost pre systém
m, (M) a (L) vytvarajica postupnost pre systém m,(4 n M). Uplnou
indukciou ukédzeme, Ze A N M, =L, pren =1,2,3, ...

1°. Pre » = 1 tvrdenie je zrejmsé.

2°. Nech AnM,_, = L,_,. Podla definicie 4 alemmy 4 je: L, = ¢"(L,_,) =
=¢'AdnM, ;))=A4An¢"M, ;) =AnM,.

V tomto prlpade sa veta uz dokaze l’ahko Je totiz podla, vety 2
m,(AnM)= U L,= U AnM,=4n U M, = A nm,(M).

n=1 n=1 n=1

ii) V druhom pripade nech {M,}o<o je vytvarajica postupnost pre m, (M)
a {Ly}e<q vytvédrajica postupnost pre m,(4 n M). Transfinitnou indukciou
zase ukaZeme, Ze pre kazdé o < Q2 plati L, = 4 n M,.

1°. Pre o« = 0 je tvrdenie znovu triviilne.

2°. Nech pre vsetky & <<a <2 plati L = 4 n M;. Z toho podla defi-
nicie 4 a lemmy 4 plati: L, = U "(L¢) = §U P'(An M) =U(4 n¢" (M) =

<a é<<a

=A4n U ¢"(M) = AnM.

§<a
Aj v tomto pripade sa veta dokiZe uz jednoducho. Podla vety 2 je
m,(AnM)=UL,=U4nM, _AnUM =4 n m,(M).

a<<Q a<<® a<l

Désledok. Nech VCW, nech g)<V, s)< V. Nech MCX mé vSetky
vlastnosti z mnoziny V. Nech A4 € X je Iubovolnd mnozina. Potom systém
M n 4 ma vietky vlastnosti z mnoziny V.

12 Porovnaj [2], str. 25, (str. 30).

Matematicko-fyzikalny c¢asopis V, 4. 201



5.

V tomto odseku si vSimneme niektoré vztahy medzi mnozinami vlastnosti.
Napr. ¢asto z toho, Ze nejaky systém ma urcité vlastnosti, ihned mézeme siadif,
Ze ma aj niektoré iné vlastnosti. Takyto pripad zachytime nasledujicou de-
finiciou.

Definicia 7. a) Mnofina vlastnosti V,CW wvypljva z mnoZiny wvlastnosti
V, C W, ak kaZdy systém M C X, ktory md vsetky vlasinosti = mnoZiny V,,
md aj vsetky vlastnosti = mnofiny V,. Piseme V, = V,.

b) Mnofina viastnosti V, C W je ekvivalenind s mnoZinou vlastnosti V, C W,
ak V, =V, a V, = V,. Pifeme V; = V,.

Pre l'ubovolné mnoziny ¥V, C W, V, C W, V; C W zrejme plati:
Ak V, = V,a V, = V,, potom aj V, = V,.

V =~ V pre kazdi mnozinu V C W.

Ak V, = V,, potomaj V, = V,.

Ak V, = V,a V, = V,, potom aj V, o V,.

Poznamka. Vztahy V, = V,, resp. V, = V, st zrejme zavislé od mno-
ziny X. Napr. ak X je koneénd mnozina, potom vidy {a)} = {n)}, {f)} = {p)}
atd. Ak md napr. mnozina X iba jeden prvok, potom I'ubovolny systém nad
mnozinou X ma vela vlastnosti, ktoré su v désledku toho ekvivalentné.

V dalsom budeme vySetrovat vztahy V, = V,, resp. V; =~ V, iba v tom
pripade, ak platia v kazdom zakladnom priestore, t. j. ak st od mnoziny X
nezavislé. Aj zapis V, = V,, resp. V, = V, treba v d.lfom chdpat v tomto
zmysle.

Veta 4. a) MnoZina viastnosti V,CW vyplijva z mnofiny viastnosti V, CW
vtedy a len vtedy, ak pre kazdé X a kaZdy systtm M C X plati: m, (M) C m, (M),
¢iZe systéem my, (M) ma vsetky vlastnosti z mroziny V,.

b) MnoZiny vlasinosti V, a V, st ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak pre kazdé X
a kaZdy systém M c X plati m, (M) = m,_ (M).

Doékaz. a) Nech V, vyplyva z V,. Pretoze pre kazdi mnozinu X a kazdy
systém M C X systém m, (V) ma v8etky vlastnosti z mnoziny V,a M C m,, (M),
plati z vlastnosti 3° definicie 2 m, (M) Cm, (M).

Nech naopak pre kazdé X a kazdy systém M C X plati m, (M) C m, (M).
Potom pre kazdy systém KCX plati: m, (m, (K))Cm, (m, (K)) = m, (K)

b) Vyplyva z a).

Definicia 8. MnoZina viasinosti V, C W zachovdva mnoZinn vlasinosti V,C W,
ak prz k.Zdy systém M C X, Llory ma vSetky vlasinosti z mnoZiny V,, systém
m, (M) md vsetky viasinosti z mnoziny V,.

Zrejme plati, ak mnozina V, C W vyplyva z mnoziny ¥V, C W, mnozina V,
zachovava mnozinu V; a mnoZina V, zachovdva mnozinu V,.

Veta 5. Nech mmoZiny V, C W, a V, C W, zachovdvaji. V C W,. Potom aj
mnoZina ViU V, zachovdva mnoZinu V.
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Dékaz. I. Nech systém K CX ma vSetky vlastnosti z mnoZiny V. Z vety
o konstrukcii plnou indukciou vyplyva, Ze existuje prave jedna postupnost
mnozinovych systémov {K,}®, definovana takto:

1°. K, = K.

2°. Ky =my (K, ), Koy, =my, (Ky), £=1,2,3, ...
Pretoze mnoziny V, aj V, zachovavaji mnozinu V, indukciou sa lahko ukaze,
7e systémy K,, n =1, 2, 3, ... maju vietky vlastnosti z mnoziny V. Pretoze

{K,}? je rastiica konvergentnd postupnost, vyplyva, zZe aj systém U K, ma
n=1

vSetky vlastnosti z mnoziny V. Ukazeme, ze U K, = my, vy, (K).
n=1

II. Uplnou indukciou sa ukaze, %e pren = 1, 2, 3, ... plati: K, Cm,, u,, (K).
Z toho aj UK, Cm, y,,(K).
n=1

Naopak zase K € U K, . Okrem toho systém U K, ma v3etky vlastnosti z mno-

n=1 n=1
ziny V, u V,, a preto my, y,, (K) = G K,. Tym je dokaz podla I vykonany.
n=1

Veta 6. Nech mnoZiny V, C W, V, C W zachovdvaji mnozinu V C W,. Po-
tom aj mnogina V, v V, zachovdva mnofinu V.

Doékaz. I. Na zdklade predoslej vety je zrejmé, Ze ddkaz staéi vykonat
len v pripade, ked aspoii jedna z mnozin V,, V, nie je podmnozinou W. Nech
systém K C X mé vSetky vlastnosti z mnoziny V. Zostrojme transfinitni
postupnost mnozinovych systémov s tymito vlastnostami:

1°. K, = K.
2°. K, = Um, (m,, (K;)) pre vietky o <& < Q.
§<<a

Postupnost {K,}.<o je rastica. Pre kazdé o« < Q systém K, mé vietky vlast-
nosti z mnoziny V. Toto tvrdenie dokdzeme indukciou.

1°. Pre o« = 0 K, = K a tvrdenie je zrejmé.

2°. Nech pre vietky & < o < 2 plati, Ze systémy K, maja vSetky vlast-
ncsti z mnoziny V. Mézu nastat dva pripady. Ak existuje n <<« tak,Zen + 1 =
= o, potom, pretoZe postupnost {Ky},<o je rastica K, = m, (m, (K,)) a sy-
stém K, ma vietky vlastnosti z mnozinyV,lebo mnoziny V, a V, zachovavaj@
mnozinu V a podla indukéného predpekladu systém K, ma vietky vlastnosti
z mnoziny V. Ak neexistuje také n < «, Ze by platilo » .+ 1 = «, postupujeme
pre kazdu vlastnost zvlast. Nech napr. a) € V. Chceme ukazat, Ze systém K,
mé vlastnost a). Vezmime dve mnoziny 4, B € K. To znadi, Ze existuju také
& <woal,<w ie Ademy (my, (Kg)), B€m, (my, (K;)). Pretoze postupnost
{Kolacq je rastica A, B€m, (my,(K;)), prisom &= max {{,§,}. Teda aj
A v Bem, (my,(K;) a podla definicie {K,},<¢ 4 U B€K,. Podobne pre
ostatné vlastnosti.
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I1. Podla lemmy 2 a podla I systém U K, mé vSetky vlastnosti z mnoziny V

a<<
a v8etky vlastnosti z mnoziny V, u V,.Je KC K, tedaajm, y,,(K)CUK,.
a<Q <&
Naopak, pouzitim vlastnosti 2° sa transfinitnou indukciou l'ahko ukéze, Ze pre

kazdé « < Q2 je K, C m, u,, (K), teda aj U K, C m, y,,(K), tym je veta do-
a<<??
kazana.

Dva priklady na zachovdvanie mnozin vlastnosti uvedieme v podobe dvoch
dalsich lemm.

Lemma 5. MnoZina vlastnosti {n), p)} zachovdva mnoZinu {g)}.

Dokaz. Ukdzeme najskor, ak systém M je uzavrety vzhladom na komple-
ment, Ze aj systém @i7): 2} (M) je uzavrety vzhladom na komplement. Vezmime
T'ubovolni mnozinu 4 € ¢:-7) (M). Potom bud 4 € ¢ (M), alebo 4 € ¢» (M).
V prvom pripade existuje postupnost mnozin {4} taka, ze 4,€ M pre
n=12 3,... a A= G A, . Pretoze podla predpokladu aj 4% € M pre

ne=1
n=1,23,...plati, ze A* = n 4¥ € p:7):»(M). Podobne odbavime aj druhy
n=1

pripad.

Ak teraz systém M m4 vlastnost g), ukdzeme, Ze aj vSetky ¢leny vytvara-
juicej postupnosti pre systém m.y), ») (M) maja vlastnost g). Zrejme ma vlast-
nost g) systém M,. Nech vetky systémy M pre & << o <2 maju vlast-
nost g); ukazeme, ze aj systém M, ma vlastncst g). Vezmime mnozinu 4 € M,
teda existuje £ << , Ze A € p"-P)i (M), ale podla indukéného predpokladu
M; ma vlastnost g) a teda aj @7 (Mg) md vlastnost g), teda aj A*e
Pl (M) a tiez A* € M,.

Na ukondenie dékazu staéi pouzit lemmu 2 a vetu 2.

Lemma 7. MnoZina {m)} zachovira mnoZinu {a), c)}.

Dokaz. Nech systém M méa vlastnosti a), ¢).

I. Pre 4 € M oznaéme m, systém mnozin B € mi,,) (M), pre ktoré A U B,
A — BiB — A €mun (M). Pratoze M m4 vlastnosti a), ¢), je M C m, . Z toho,
Ze M,y (M) je monoténny systém, ukdze sa, Ze aj m; je monoténny, teda
m:m);(M)Cm], Gize m; = M;py)) (M)

II. Pre A € m,,);(M) oznaéme m, systém B € m;,);(M), pre ktoré 4 u B,
A— B, B— A€my;)(M). Podla I M Cm,. Je znova zrejmé, Ze m, je
monoténny, teda m, = m ), (M). Pretoze mnoZiny 4, B vystupuji symetric-
ky, v systéme m, ma m:,,),(M) vlastnosti a), c).

6.

V dal3om si v8imneme niektoré §pecidalne mnoziny vlastnosti, ktoré s zvlast
dolezité, pretoze systémy s tymito vlastnostami slizia za obor definicie pre
miery.
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Definicia 9. Neprdzdny systém M C X s vlastnostami a), ¢) sa nazgva mnoZi-
novy okruh.

Neprdazdny systém M C X s vlastnestymi n), €) sa nazyjva mnofinovy a-okruh.

Neprazdny s»stém M C X o vicstnostami a), g) sa nazgva mno#inovd algebra.

Neprazdny systém M C X s vlastnostami n), §) s2 nazyva mnoZinovd o-algebra.

Veta 7. MnoZiny vlasinosti {a), c)}, {b), ¢)}, {a), d)}, {e), )} {c), e)} st ekvi-
valeniné.

Dokaz. I. Zrejme plati {a), ¢)} = {b), ¢)}. Opaéne nech M C X m4a vlast-
nosti b), ¢). Nech 4 € M, Be M. Pretoze 4 U B= A u (B — A) a podla
vlastnosti ¢) B— A€M a dalejf An(B—A4)=0 je Au BeM, teda
(b). ) > fa), c)}.

II. zrejme zase {a),c)} = {a),d)}. {a), d)} = {a), ¢)} vyplyva z rovnosti
A—B=(Au B)— B.

IIIL. {a),¢)} = {e), f) } vyplyva z rovnosti: 4 A B= (4 — B)u (B — A)
AnB=A4— (4 — B). {e), )} ={2),c)}, vyplyva z Au B= (4 A B) A
(AnB)azd— B= AA(AnB).

IV. {a), c)} = {c), e)} prevedieme podobne ako v IIl. Ostatné ekvivalencie
st podla tranzitivnosti ekvivalencie zrejmé.

Poznimka. Z vety je zrejmé, ze kazdy mnozinovy okruh mé vietky vlast-
ncsti z mnoziny {a), b), ¢), d), ¢), f)}. Vzhladom na operéciu tvorenia symetric-
kej diferencie ako suétu a vzhladom na prenik ako suéinu tvori mnoZinovy
okruh v algebraickom slova zmysle. Nulou v tomto okruhu je prazdna mno-
Zina. Zrejme 0 € M ak M je mnozinovy okruh, pretoze 4 €M =-0=4 — A€M.

Dalej plati, ze kazd4 algebra je okruh a okruh, ktory obsahuje zikladny
priestor X, je algebra. Dokaz prvej ¢asti tvrdenia vyplyva z rovnosti 4 — B =
= (4* u B)*, druhd zase z 4* = X — A. Zikladny priestor X je v okruhu
jednotkou v algebraickom zmysle.

Veta 8. 1. {n),c)} = {a), b,) d), e), f), h), 1), 9), k), 1), m), 0), p)}. I1. MnoZinovy
okruh, ktory md lubovclni z vlasinesti k), 1), §), 1), m), o), je a-okruhom.

I11. Mnozmy vlastnosti {n), c)}, {n) d)}, {0), ¢)} {c), 1)} sit ekcivalentné.

Dokaz. 1. Nech M C X je o-okruh. A€M =>4 —A=0€eM. Kazdy o-okruh
obsahuje teda prizdnu mnozinu. [A €M, BEM]=>[AuBuoO0uolOuU...=
= A u BeM], teda kazdy o-okruh je okruhom. Z toho podla vety 8
a poznamky kazdy o- okruh mé vlastnosti a), b), ¢), d), e), f). Z rov-
nosti n A, U A — U (U A, — A,) vyplyva, Ze kaidy o-okruh ma vlast-

n=1 k=1
nost p) Z vlastnostl n) bezprostredne vyplyva vlastnost 1) a o). Z vlastnosti

p) vyplyva zase vlastnost k). Z Vlastnostl k), 1) vyplyva m). Z rovnosti
lzm nfd, = U ~ Ak, lzm sup A, = n U A, a z vlastnosti n), p) vyplyvaja

n=1 k=n n=1k=n

v]asbnostl h), i), j).
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II. Nech okruh M m4 vlastnost h). Nech 4, € M, n = 1, 2, 3, ... Postup-

nost {U A} je zrejme rasticaa U 4, € Mpren =1, 2,3, ..., teda U A,, =
k=1 n 1 k=1

= lzm nf U A, € M. Podobne dokazeme, %ze okruh s I'ubovolnou z vlastnosti i),

k=

i) I), m) je o-okruhom.

III. {n), ¢)} = {n), d)} sa prevedie podobne ako dokaz vety 7 III. Zrejme
{n) )} = {0), ¢)}. Opac¢na implikacia vyplyva z rovnosti U 4, = U (4, —

n=1 n=1

— U 4,), ak uvazime, ze systém vpravo je disjunktny a systém s vlastno-
bta,llll 0),¢) je okruh.{n), ¢)} = {c), i)} podla I. Nech systém M mé vlastnosti c),
i). Nech 4, € M, n =1,2,3, ... Utvorme postupnost {4,, 4,, 4,, A,, 4,,

Ay, oo, 4y, 45, Ay, ... A, ...} ={B,)}). Plati: limsup B,= U A4,€ M.
n n=1

Pozndmka. Kazda g-algebra je o-okruh. g-okruh je o-algebrou vtedy a len
vtedy, ak obsahuje zakladny priestor X.

Veta 9. I. Nech X € M ¢ X. Nech M md vlastnosti f) a g). Potom M je al-
gebra.

II. Ka#dd o-algebra md kaZdi z vlastnosti a), b), c), d), e), f), k), i), 1), k),
1), m), o), p).

II1. Ak algebra md niektord z vlastnosti h), ©), ), k), 1), m), 0), p) je a-algebrou.

IV. MnoZiny vilasinesti {g), 1)}, {g), p)}, {g), n)} st ekvivalentné.

Dokaz. I. Vyplyva z rovnosti 4 u B = (4* n B*)*,

II. Vyplyva z toho, Ze o-algebra je o-okruh.

III. Ak algebra mé niektord z vlastnosti h), i), j), 1), m), o) je o-algebrou
podla predcilej vety a podla poznidmky. Nech algebra M mé vlastnost k).
Nech {4,}" je rasttca postupnost, 4, E Mz =1, 2 3, ... Postupnost {4}}?

je klesajuca, AxeM, n=1,2,3, ... U 4, = [n A*]* Teda M ma vlast-
nost 1) a podl’a predosleho je o- algebrou Nech algebra M m4 vlastnost p).
7 rovnosti U A, = [n A¥]* vyplyva, ze mé vlastnost n), teda je o-algebrou.

n=

IV. Z 11 vyplyva {g), n)} = {g), p)}. Z rovnosti U A4, = [U A*]* vyplyva

{g), p)} = {g),n)}. Z II znova vyplyva {g), n)} = {g) h)}. Podl’a vety 8 111
{i)} = {n)}. Dalej plati limsup A, = (iminf A*)*, z toho mame {g), h)} =
n n

= {g), n)}.

Veta 10. Nech McX je meprdzdny; mech systém RcX md vlastnosts:

i) McR.

ii) R je uzavretyj (o-uzavrety) vzlladcm na disjunking svéet.

i) Ak AeMa BeR, potom A — Be€R.
Potom m. (t) ¢) ( )CR(mrn) )} (M)CR)B

18 Pogri [4], str. 87.
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Doékaz. Oznadme R’ systém mnozin 4 € R takych, Ze pre kazdé B€R
je A — B € R. Podla definicie R’ a podla vlastnosti i) a iii) je M C R’ C R.

~Veta bude teda dokadzand, ak ukazeme, ze R’ je okruh (g-okruh).

I. Ak A€R, BeER' CR, potom 4 — BeR. Nech CeR. Bu(C =
= (B — C) u C, priom stdet vpravo je disjunktny, teda B u C € R. Z toho
(A—B)—C=4—(Bu()eR,teda 4 — BeR".

1I. Nech {4,} je konetna (spoletnd) postupnost disjunktnych mnozin z R’.
Nech C €R. Pretoze U4, —C =U (4, — (), dalej 4, — C€R a sudet
vpravo je disjunktny, podla ii) U 4, — C € R, teda U 4, € R’.

III. Podla I a II a podla vety 7 (vety 8 III) je R’ okruh (c-okruh).

Definicia 10. Neprdzdny systém P c X je polookruh, ak md tieto vlastnosti:

1°. je uzavrety vzhladom na prenik,

2° ak A€P, BEP a ACB, prtom existuje koneénd postupnost mnoZin
2P {C,,Cy,C,, ..., C}takych, 5e A =Cyc CycCyC ... € O, = B, pricom
C,—C,,€P,i=1,23, ... n.

Systém P C X md viastnost «, ak

1. 0eP.

2. Ak A € P, BeP, potom ka¥dd » mnoZin A n B, A — B je siélom koneé-
ného pcétu disjunktniyjch mno¥in z P.

Systém P c X md vilastnost B, ak

1. 0€P. .

2. Ak A € P, BeP, potom katdd z mnoZin A n B, A — B je sucétom spoéet-
ného systému disjunkinijch mno%in z P.

Kazdy polookruh ma vlastnost «. Uvazujme polookruh P. Pretoze P je ne-
prazdny, existuje mnozZina 4 € P, dalej 4 ¢ 4 a podla vlastnosti 2 polo-
okruhu aj A — A = 0 € P. Dalej pre kazdé A €P, BEPje A — B= A —
— (4 n B), pridom podla vlastnosti 1 aj 4 n B€P, dalej A n Bc A, teda
existuje postupnost {C,, Cy, ..., C,} tak, 2e An B=C,cC,c... cC,=
= A, priCom mnoziny C; stz Pa plati 4 — B=4 — (AN B) = CJ (C; —

i=1
— (), mnoziny 'y — C;_, st podla predpokladu z P a st zrejme disjunktné.

Kazdy systém s vlastnostou « ma vlastnost f.
Kazdy okruh je polookruhom.

Veta 11. Neck P ¢ X . my) (P) = myy,), o) (P) viedy a len viedy, ak P md

vlastnost «.1*

Dékaz. I. Nech P ma vlastnost «. Systém m:)y (P) je systém mnozin tvaru
6 A, pricom A4, st z P anavzijom disjunktné. PretoZe mq), ¢); () je uzavrety
‘zhladom na siidet, jo M, (P)C e, oy (P)-
i) Zrejme P cmy); (P).

14 Pozri [1], str. 127, [4], str. 86.
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ii) Systém mz); (P) je uzavrety vzhladom na disjunktny stidet.
iii) Nech 4 € my); (P), Bemy,, (P), t.j. A = U A;,, B= U B;, priom A,
st disjunktné mnoziny z P a tiez B; st dls]unktne mnozmy z P Pretoze P ma

vlastnost «, je 4, N B; = U C# a mnoziny C/ € P si navzajom disjunktné.
k=1

nom i

Dalej An B=11 U UCYa zrejme aj mnoziny C7 (1 <¢ <n,1 <j < m,
$=1j=1k=1

1 =k = py) st disjunktné. To znadi, Ze m ), (P) je uzavrety vzhladom na

prienik. Nech 4 € P, B € my, (P), t. j. B= U B, kde B, sii disjunktné
k=

mnoziny z P. 4 — B=4 — U B, = n (A — B,), pretoze P ma vlast-
k=1
nost «, A — B, patria do m, (P) a teda aj ich prenik patri do m,, (P).

m ), . (P) m:y (P) plati podla vety 10.

II. Nechm g, o (P) = m, (P). Vezmime 4 € P, B € P. Pretoze m.,, . (P)
je uzavrety vzhladom na prenik a rozdiel musi platit 4 n B€m, . (P) =
=my (P), 4 — Bemy, (P), t. j. 4n B, A— B st suétami kone¢ného
pcéiu disjunktnych mnozin z P, pretoze tiez kazdy okruh obsahuje prazdnu
mnozinu a M, ¢ (P) = m, (P) je to len tak mozné, ze 0 € P. Teda P ma
vlastnest «.

Veta 12. Nech syst‘m P ¢ X md vlistnost . Potom plati:

M n (P) = Myg, o) (P).15
Do6kaz. Pretoze podla vety 8 I kazdy o-okruh méa vlastnosti k), o), je
m: . (P)cm. ,, (P). DokdZeme opacnu inklaziu.
i) Pc Mg o (P).
ii) m«. o (P) je o-uzavrety vzhladom na disjunktny sicet.
) Dokazeme, ze pre A € P, B€Emy o (P) je A — Bemy ) (P).
[. Vezmime systém m, mnozin B &m . (P) takych, Ze pre mnozinu 4 € P

jeAdnBemy, (P). Ak BEP, 4n B = U (, s disjunktnymi C, € P, teda
=1

A n Bemy, (P) ¢ize P C m,. Systém m, je monoténny zdola a uzavrety
vzhladom na disjunktny sicet, pretoze m.; o, (P) m4 tieto vlastnosti. Z toho
vyplyva, Ze m o, (P)Cm  avia zfejme m, Cmy . (P).

II. Nech pre A € m: o, (P) je m, systém mnozin B € m ,; (P), pre ktoré
An Bem, (P). Podla I. PCm,. Znova sa dd ukazat, ze m, ma vlast-
nosti k), 0), teda m, ,, (P) cm,. Avsak naopak m,cm ,» (P), tedam . o, (P)
je uzavrety vzhladom na prenik.

IIT. Pre 4 € P nech my je systém mnozin B € m . (P), pre ktoré 4 —

— Bemi, (P), Podla vlastnosti ff systému P pre BEP je A — B=UD,
n=1
s dl‘;]unl«tnyml D,eP, teda A — Bem,, (P)a teda Pcm,.

iii

15 lo1r1 [l] str. 129,
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Nech {£,}7 je postupnost dls]unktnych mnozin zmy, t. j. A E,€my, o, (P).

Podla 1T viak 4 — U E, p (4 — EB,) €my) (P), teda | UE €myg, t. j. my
m4 vlastnost o). "' n=1

Nech {E,}? je klesajtica postupnost mnozin z my. 4 — E, €Mz, (P), teda
podla II je An (B, — B,,)=E,n(A—E,,)cmg,, (P) a daej pre
l<sn<mje A—E)nAnE,—E,,)=0, (AnFE.—E.n)n (Adn

(B, —E,.,) = 0 podla vlastnosti o) systému my,, (P)je 4 — r]lEn =
=4 —E)ul' ( An(F,— En,1)) €Emyn (P), tize my; mé vlastnost k).

n=1
Z toho méame okamzite mz o (P) = m,, &im je vlastnost iii) dokazand. D6-

kaz vety je hotovy podla vety 10.

Veta 13. Nech RcX je okruh. Potom plati m:, ,, (R) = my,,
=m (R).

Dokaz. I. Pretoze kazdy ¢-okruh je monoténny, je min; (R) cm ,: (R).
Naopak, pretoze mnozina {m)} zachovava vlastnosti okruhu, je m,: (R) okruh
a podla vety 8 II je aj g-okruhom, teda m.. ,: (R)Cmy, (R).

IT. Pretoze plati m:. »» (R) = m,, (R) a zrejme {j)} ={m)} je m: . (R) =
=My, (R)cm, (R)cm, ) (R), pricom poslednd inklizia vyplyva zo sku-
tocnosti, ze m;. ,. (R) ma vlastnost j). Tym sme dokazali, Ze plati: m.. ., (R) =
=m-; (R).

Veta 14. Nech P mda vlastnosti z mnoZiny {c), p)}. Potom m: . (P)=
=, (P).7

Dokaz. Zrejme m;,: (P)cmi ;(P). Naopak, m,, (P) je uzavrety Vzhla-

dom na disjunktny sucet a dalej, ak 4 € P a B€m; \(P) t. j. B = U B,,
n 1

pricom B, su disjunktné mnoziny z P, je A — B= A — 0 B, = n (4 —
n=1 n=1

— B,) € P podla vlastnosti ¢)a p) systému P, z ¢oho podla vety 10. vyplyva,
Ze M., (P)cm, (P), ¢im je dokaz hotovy.

7.

Nech X znamena I'ubovolny metricky priestor. Oznaéme F systém vSetkych
uzavretych mnozin v X a G systém vSetkych otvorenych mnozin v X.

Rystém B = m, , (F u G) sa nazyva systémom Borelovych mnozin v X
alebo Borelovym systémom v X.

Pretoze, ako je zndme, sicet spodetného systému otvorenych mnozin je
otvorend mnozina a prenik spocetného systému uzavretych mnozin je uza-
vretd mnozina, plati: ¢» 2 (Fu G) = ¢™ (F) u ¢® (&). Oznaéme ¢™ (F) =
= F,. Kazdd mnozina 4 € F,nazyva sa mnozinou typu F,. Podobne ¢*(G) =
= Gy.

16 Dozri [2], str. 27, 32.
17 Pozri [4], str. 87.

Matematicko-fyzikalny &asopis V, 4. 209



Zrejme systém F, je g-uzavrety vzhladom na stiéet a Gy je o-uzavrety vzhla-
dom na prenik, teda {2l (pin?) (Fu G)) = ¢ine (F, U Gy) = ¢ (F,) U
g™ (Gs). Oznadice zase ¢ (F,) = F5 a 9™ (Gs) = Gyg.

Takymto spésobom mozeme postupovat transfinitnou indukciou a kon-
struovat systémy Fiss, Fooos, - - > Goosr Goosgs - - -

Systém F U G je uzavrety vzhladom na komplement, pretoze komplemen-
tom uzavretej mnoziny je otvorena mnozina a komplementom otvorenej mno-
Ziny je uzavretd mnozina. Podla lemmy 5 mnozina {n), p)} zachovava vlast-
nost g), teda systém B je uzavrety vzhladom na komplement a je teda o-al-
gebrou. Pretoze X € F je tiez aj X € G, je B = my ,y (Fu G).

UvaZzujme systém F; n Gs. Je zname, Ze kazdd otvorend mnozina je typu F,,
t. j. G Cc F,. ale tiez z1eJme G C Gs. Podobne F c G; aj F c F,, teda plati
F‘J(}CIP U Gg

Systém F, n G, je algebra. Vezmime 4 € F, n Gy, a B€F, n Gs. Pre-
toze A €F,i BEF,je Au BeF,. PretoZe 4 € Gy, B € ; existuju také dve

postupnosti otvorenych mnozin {4,}", {B,}°, 2¢ 4 = n 4,, B= n B,.
n=1 n=1

0

AUB = (nA4)V (0 B)= (4,0 0B = n (04, 0 B). Moy
n_ n=1 n=1 k=1 k=1
A, v B, st otvorene pre vSetky n,k = 1,2, 3, ... a okrem toho systém Gy

je o-uzavrety vzhladom na prenik, preto 4 u B €Gy. Tedaaj Au BeEF; n
G;. K mnozine 4 € F, n G; existuje takd postupnost uzavretych mnozm

{4.} a taka postupnost otvorenych mnozin {4}, Zze A = 0 4, = n A,
n=1

aviak A* = rx A¥ = U A * a mnoZiny 4,* st otvorené a mnoziny A * su
n=1 n=1

uzavreté, teda A* € F, n Gy.

Pretoze sudet koneéného potétu uzavretych mnozin je uzavretd mnozina
a tiez prenik kone¢ného poétu otvorenych mnozin je otvorena mnozina, o mno-
zine 4 € F, plati, Ze je limitou rastiicej postupnosti uzavretych mnozin a tiez
B € Gy je limitou klesajucej postupnosti otvorenych mnozin. Pre A € F; musi
totiz existovat taka postupnost uzavretych mnozin {4,}P, 7e 4 = wlA,,. Ak

n=
n

polozime A, = U 4,, postupnost {4,} je rastiica postupnost uzavretych

mnozin a je tiez A = U A;. Podobne pre Iubovolnt mnozinu B € 4. Z toho
vyplyva, ze F, U Gy Cnml(m; (F u G).

Pretoze F, n G, je algebra a teda aj okruh a Fu G c F, n Gy podla
vety 13 je my ., (FU G) € m .y (Fo 0 Gy) = myy,y (F; n Gy). Teda
m iy (F U G) =mp,, (F,nG) a tiez m,n (FU G) = mg, (F, n Gy), CiZe
me . (FuG)=m,; (FuG) Toznad, ze B=m.,(Fu G).

Nech X znad¢i mnozinu redlnych &isel. Nech O znaéi systém koneénych
otvorenych intervalov. B = m, »; (0). K tomu staéi dokazat, Zze F u GC
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m » (0), pretoze 0 ¢ G. Plati X = (— o0, 00) = Ul(—%, n)ateda X €my y(0).

Dalej, kazd4 neprazdna otvorend mnozina na priamke je siétom spodetného
poétu otvorenych intervalov G Cm: , (0). Kazda uzavretd mnoZina je kom-
plementom istej otvorenej mnoziny a m:c,«; (0) je uzavrety aj vzhladom na
komplement, lebo X € m;, ,» (0), teda FCm, , (0).

Ak 0’ znadi systém otvorenych intervalov s raciondlnymi koncovymi bodmi,
tiez je B = my.,» (0). Stadi ukazat, ze O ¢ m.. ,,»(0"). Vskutku, ak (a, b) € O,
potom existuje takd nerastiica postupnost racionalnych ¢éisel {r,}?, ze a =
== lim 7, a neklesajica postupnost raciondlnych disel {s,}°. Ze b = lim s,

n—r M= 0
o
ar, < s, n= 1,23 ... Zrejme je: (a, b) = (r,, $.)-
n=1
Doslo 9. 1V. 1955. Katedra matematiky
Slovenskej vysokej $koly technickej,
Bratislava
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