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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS 
R O Č N Í K V Č Í S L O 4 

O M N O Ž I N O V Ý C H S Y S T É M O C H U Z A V R E T Ý C H 
V Z H L ' A D O M NA N I E K T O R É M N O Ž I N O V É 

O P E R Á C I E 

I G O R K L U V Á N E K , Brat i s lava 

Množinové systémy boli spravidla študované v súvislosti s definíciou miery 
a integrálu. Přitom sa jednotliví autoři obmedzovali iba na tie vlastnosti mno­
žinových systémov, ktoré bezprostředné potřebovali k rozvitiu ďalšej teorie. 
L. Mišík ma upozornil na to, že je užitocné zhrnúť z jedného hradiska po­
znatky o množinových systémoch, prihliadajúc na viaceré vlastnosti systémov, 
ako je zvykom. Toto je užitocné pre vyšetrovanie všeobecnějších množinových 
funkcií, ako je miera. Za podklad mi slúžili najma tie přednášky o množi­
nových systémoch, ktoré predniesol L. Mišík v semináři z teorie miery 
a integrálu v SAV. 

V prvom odseku sú v krátkosti zhrnuté niektoré potřebné předběžné po­
znatky a označenia. V druhom odseku sú zavedené vlastnosti množinových 
systémov, s ktorými sa budeme v ďalšom zaoberať, a tiež definícia minimál-
neho množinového systému nad daným systémom s vlastnosťami z danej mno­
žiny vlastností a veta o jeho existencii. V treťom odseku je podaný spósob kon-
štrukcie indukciou minimálneho systému s danými vlastnosťami nad daným 
systémom. Vo štvrtom odseku je táto konštrukcia využitá pre vyšetrenie nie-
ktorých jednoduchých vzťahov a pre relativizáciu pojmu minimálneho systé­
mu. V piatom odseku sú definované a vyšetřované niektoré všeobecné vzťahy 
medzi množinami vlastností množinových systémov. Siesty odsek je věnovaný 
špeciálnym množinám vlastností a ich vzťahom. V siedmom odseku je ako 
příklad uvedená konštrukcia cr-okruhu Borelových množin. 

1. 

V celom referáte uvažované množiny budu váčšinou podmnožinami nejakej 
pevné zvolenej množiny X. Prvky množiny X budeme volat bodmi, danú mno­
žinu X základným priestorom alebo základnou množinou. 

0 je prázdna množina, t. j . množina, ktorá neobsahuje žiaden prvok. a € A 
značí, že bod a je prvkom množiny A. V opačnom případe píšeme a ^ A. A C B 
značí, že A je podmnožinou množiny JB, t. j . každý prvok množiny A je sú-
časne aj prvkom množiny B. V opačnom případe píšeme AQB. 
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AkA,B sú množiny, potom symboly A u B, A n B majú obvyklý význam 
množinového súčtu, resp. prieniku. A u B značí množinu tých a len tých bo-
dov, ktoré sú prvkami aspoň jednej z množin A lebo B. A n B je množina 
tých a len tých bodov, ktoré súčasne patria do oboch množin A aj B. A — B = 
= A — (A n B) je množina bodov z množiny A, ktoré nie sú prvkami mno­
žiny B. Kladieme A A B = (A — B) u (B — A). Množina A A B je sy­
metrická diferencia množin 4̂ a JB. Množina X — A = „4* je komplement mno­
žiny A. 

Ak T je lubovolná množina a ak ku každému oc € T přiřadíme istú mno­
žinu Aa. potom symboly u Aa a n ^4a definujeme: 

a e T a e T 

a€u Aa<=>y (a$A): a č n Aa<=> H (a € Aa).
L 

a € T a e T 

Množinu všetkých prirodzených čísel 1, 2, 3, . . . označíme N. 
Množinu všetkých ordinálnych čísel prvej a druhej číselnej triedy, t . j . mno­

žinu všetkých konečných a spočetných ordinálnych čísel označíme $. Nn značí 
úsek množiny prirodzených čísel, je to množina prirodzených čísel menších 
ako n. Podobné pre ť% € 3 Je ?« úsek množiny ordinálnych čísel prvej a druhej 
číselnej triedy, je to množina všetkých ordinálnych čísel menších ako oc. Znak Q 
použijeme pre prvé nespočetné ordinálne číslo. 

Funkcia, ktorej obor definície je N a ktorej hodnoty sú množiny, je postup­
nost množin. Budeme ju krátko označovat {An\™. 

Funkcia. ktorej obor definície je 3 a ktorej hodnoty sú množiny, je trans-
finitná postupnost množin. Pre ňu použijeme označenie {̂ 4a}o.<í.>- Postupnost, 
resp. transfinitná postupnost množin je stúpajúca (klesajúca), ak pre každé 
n e N je AncAi)n (AH D AnJrl), resp. pre každé a £ $, /? € % oc < /3 je Aa C Ap 
(A^DAj). 

P.o postupnost množin {An}™ definujeme: 

GO 00 co oo 

lim inf An = u n Ak, lim sup AH = n u Ah. 
n n = l n = k n n—\n—k 

Postupnost množin {An}? nazýváme konvergentnou, ak platí: liminf An = 
n 

— lim sup An. V tomto případe množinu lim inf An = lim sup An označujeme 
n n n 

UmAn a nazýváme limitou postupnosti množin {AH\™. 
n 

Každá monotónna postupnost množin je konvergentná a platí lim An = 
oo oo n 

-= u An, ak {An\™ je stúpajúca a lim An = n An, ak {AJ? je klesajúca. 
n = 1 n n=-l 

1 Význam logických symbolov 2, I7, =>, <̂ > najde čitatel napr. v Jarníkovom 
Diferenciálnom poete, kap. I, § 1. 

192 



V ďalšom budeme používáť princip matematickéj indukcie a transfinitnej 
indukcie po prvé nespočetné ordinálne číslo a tiež nasledujúce dve vety, vetu 
o konštrukcii úplnou indukciou a vetu o konštrukcii transfinitnou indukciou. 

Nech M je Pubovolná množina. Nech a € M. Nech ku každému n € N existuje 
zobrazenie, ktoré každej n-tici prvkov z M (bl9 b2, . . ., bn) priraďuje prvok 
P.{bl9b29 ...,bn)eM. 

Potom existuje právě jedna postupnost {an\™ s vlastnosťami: 

ax — a, 
an ! 1 = -* w ( a i J a2 > • • • > # n ) * 

Nech ilf je 1'ubovolná množina. Nech a G M. Nech ku každému ťx € $ existuje 
zobrazenie, ktoré každej funkcii (b0,bl9 . . ., b-, . . . ) , definovanej na ^ a a ktorej 
hodnoty sú z M, priraďuje prvok Pa(b0, bl9 . . ., b^, . . .) € M. Potom existuje 
právě jedna transfinitná postupnost {au}a<í2 s vlastnosťami: 

a0 = a, 
aa = Pa(a0,al9 . . . , a | 5 . . . ) . 

2. 

Nech je daný základný priestor X. Množina, ktorej prvky sú podmnožiny X 
a iba podmnožiny X, je množinový systém nad základným priestorom X alebo 
množinový systém nad množinou X, krátko množinový systém. X značí 
systém všetkých podmnožin X. 

Deíinícia /. Nech M C X. Systém M je: 
a) uzavretý vzhTadcm na si čet (aditívny), 
b) uzavretý vzhTadom na disjunktný súčet, 
c) uzxvrctý vzhladom na rozdiel, 
d) uzavretý vzhTadcm na vlastný rozdiel, 
e) uzavretý vzhTadom na symetrická diferenciu, 
f) uzavretý vzhTadom na prenik (multiplikatívny), 
g) uzavretý vzhTadom na komplement, 
h) uzavretý vzhTadom na dolnú limitu, 
i) uzavretý vzhTadom na hornú limitu, 
j) uzavretý vzhTadom na limitu, 
k) monoiónny zhora, 
l) monoiónny zdola, 

m) monoiónny, 
n) a — uzavretý vzhTadom na súčet (a — aditívny), 
o) a — uzavretý vzhTadom na disjunktný súčet, 
p) a ~~- uzavretý vzhTadom na prenik (a —- multiplikatívny), 

r) dědičný, 
#) obrátene dědičný, 
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kerf platí: 

a) ak A € M, B € M, potom aj Au B € M, 
b) ak A€M, BeM a AnB = O, potom aj A u B € M. 
c) ak A e M , B G M, polem a/' 4 - £ 6 M, 
rfj ak 4 6 M, £ G M a S C i , polora aj A — JS € M, 
ej ak 4 € M, B € M, p?lora aj A ^ B € M, 
/ ; ak A € M, £ € M, jnlora a j i n í C M, 
gr,) ak A € M, polem aj 4 * = Z — A € M. 

/^ ak {An\™ je p^stvpnost množin taká, že An€ M pre n — 1, 2, 3, . . ., 
potom aj lim inf An€M, 

n 
i) ak An € M pre n = 1, 2, 3, . . ., potom aj lim sup An € M, 

n 

j) ak {An\™ je kenvergentná postupnost množin a An € M pre n — 1, 2, 3, . . . . 
potom aj lim An € M, 

n oo 

kj ak {An\™ je klesajúca postupnost množin z M, potem aj n i ^ M , ? г = l 

l) ak {An\™ je rastúca postupnost množin z M, potom aj u An € M, 
m) ak platí k) a l), n==1 

n) ak {An\f je lubevelná postupnost množin z M, potem aj u An € M, 
n = l 

o) ak {Au\™ je postupnost množin z M a AunAm = O, pre n, 4= w&, polom 

aj u AneM, 
n = l oo 

p) ak {An\f je postupnost množin z M, potom a) n i B ^ M . 
n = l 

rj ak 4 € M a B C A, potom a) B € M, 
s) ak A€M,XD BD A, potom aj £ € M. 

D o h o v o r : Systém uzavretý vzhTadom na súčet budeme pre jednoduchost 
nazývat systémom s vlastnosťou a) a podobné aj pre ostatné vlastnosti. 

Množinu vlastností a) až s) označíme TV. Množinu {a), b), c), d), e), f)? 

g), r), s)} označíme TV0. 
Systém X má všetky vlastnosti z množiny TV. Ak vezmeme totiž dve Tubo-

volné množiny A C X, B C X, množiny A u B, A — B, A/\B, AnB sú pod­
množinami X. Tiež ak {An\? je Tubovolná postupnost podmnožin X, všetky 

oo co 

množiny lim inf An, lim sup 4 n , u 4 f l , n 4 w s ú podmnožinami X. Podobné je 
n n n = l n=l 

t o aj pre zvyšujúce vlastnosti z množiny TV. 
Ak V C TV a všetky systémy z istej množiny systémov © majú všetky vlast­

nosti z množiny V, potom aj prenik týchto systémov má všetky vlastnosti 
z rcnožiny V. Nech všetky systémy M G © majú všetky vlastnosti z množiny V. 
Nech a) € F, resp. c) € V, resp. e) € V, resp. f) £ V, ďalej nech h) € V, resp. i) £ F , 
resp. n) € F, resp. p) € F. Ak 4 € n ©, £ € n ©2, potom 4. £ M, J3 € M pre 

2 n S znamená systém všetkých množin A, pre ktoró A € M pre každý systém M € @. 
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každý systém M € © a teda aj A u B, resp. A — B, resp. A A B, resp. 
A n -B z M pre každý systém M € © a teda i u í , resp. 4 — B, resp. 
4 A-B, resp. i n B : n S . Ak cLdej je {An\f postupnost množin zo systé­
mu n © je aj An € M pre w = 1, 2, 3, . . . a pre všetky M € © a teda aj 

00 00 

lim inf An, resp. lim sup An, resp. u An, resp. n An€M pre všetky M G © 
n n n=\ n—\ 

00 00 

a z toho aj Jim inf An, resp. limsup An, resp. u ^4W, resp. n ^4tt £ n ©. Po-
n n n=l n=l 

dobne aj pre ostatné vlastnosti z TV. 

Lemma 1. Nech V CW0. Nech všetky cleny p~s\upn^s'i množinových systémov 
{M \™ majú všetky vlastnosti z množiny V. Potom aj systém lim inf Mn má 
všetky vlastnosti z množiny V. oo n 

Do k a z . I. Podlá predošlého pre každé n systémy n M-. majú všetky vlast-
oo oo k=n oo 

nosti z množiny F . Podlá definície lim inf Mw — u n M*. a postupnost { n M-J^ i 
w n = l k = n k=n 

je rastúca, lemma bude teda dokázaná, ak pre každú rastúcu postupnost {K }J° 
oo 

systémov s vlastnosťami z množiny V dokážeme, že aj systém u Kn má všetky 
vlastnosti z množiny V. n = 1 

I I . Nech je {KJJ° rastúca postupnost systémov s vlastnosťami z množiny V. 
00 

Nech ďalej a) € F , resp. c) € V, resp. e) € F a t ď . Vezmime lubovolnéJ. € u K, , 
oo n=\ 

B £ u Kw. Existujú prirodzené čísla nx, n2 také, že A € Kwi, J3 € K 2. Položme 
n=--1 

w = max {nx, n2]. J e A € Kw, BGKBa podlá předpokladu aj 4̂ u B, resp. A — B. 
oo 

atcf. € Kw a teda i u í , resp. A — B, atď. € u Kw, č. b. t . d. 
n=\ 

Z lemmy 1 vyplývá, že pre konvergentnú (speciálně monotónnu) postup­
nost systémov {MJ?° s vlastnosťami z množiny V má aj systém M == lim Mi4 

všetky vlastnosti z množiny V. n 

Lemma 2. Nech V C TF. iVec/& všetky cleny transfinitnej postupnosti množi­
nových systémov {Ma |a <Q majú všetky vlaslnosti z množiny V. Potom aj systém 
M = u n M^ má všetky vlastnosti z množiny V. 

a<<2 a^fl<í> 

Do k a z . Protože systémy n M/3 majú všetky vlastnosti z množiny V a tvo-
" a£p<l 

ria rastúcu transfinitnú postupnost, stačí dokázat pre rastúcu transfinitnú 
postupnost {K J t | a < ) . ktorej členy majú vlastnosti z množiny V, že aj U K a má 

^ r . ' a < f í 

všetky vlastnosti z množiny F. Nech teda jKa}a<Q je rastúca postupnost 
systémov s vlastnosťami z F. Pre vlastnosti z ÍV0 dókaz prebieha podobné ako 
vlemme 1. Nech h) G V, resp. i) £ F, atď. Nech An £ u Ka pre n = 1, 2, 3, 

a<i> 

máme ukázat, že lim inf An, resp. limsup An
ez U K a atď. Existuje taká po-

n w a<-°-
stupnosť ordinálnych čísel 1. alebo 2. číselnej triedy {<xn\? že An€~Ka . K po-
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stupnosti {pcn}™ existuje najmenšie ordinálne číslo oc0 také, že platí aH ^ <x0. 
n — 1 2 3, . . . Pretože postupnost {Ka\a<Q je rastúca, je An<zKal a ďalej 
podl'a předpokladu liminf An, resp. lim sup An atď. € u K a , č. b. t . d. 

n n a<í2 
Veta 1. Nech VC W. Nech KCX. Potom existuje jeden a len jeden systém 

mF(K) s vlcstncstumi: 
1°. KCm F (K) . 
2°. mF(K) má všetky vlastnrsti z množiny V. 
3°. Pre každý systém M C X 8 vlastnosfami 1°, 2° platí m F (K) C M.3 

D ó k a z . I. Označme© množinu všetkých systómov s vlastnostami 1°, 2°. 
Množina © je neprázdná, pretože X € ©. Položme mF(K) = n ©. Zrejme 
n S C X . Systém u © má vlastnosti 1°, 2°, 3°. 

1 °. K C n ©, pretože K C S pre každé S € ©. 
2°. Podlá úvahy na začiatku tohto odstavca. 
3°. Nech M má vlastnosti 1°, 2°, teda M € © . Potom n © C M. 
I I . Připusťme, že existujú dva systémy s vlastnosťami 1°, 2°, 3°, m F (K), 

nr r (K). Pretože mF(K) má vlastnosti 1°, 2°, 3° a m r ( K ) má vlastnosti 1°, 2°, 
podlá 3° platí m F (K) C m r ( K ) . Z podobných dóvodov tiež m-^(K) C m F (K). Tým 
je veta v úplnosti dokázaná. 

Definícia 2* Systém m F (K) je minimálny množinový systém nad systémem K 
s vlastnostUmi z množiny V. 

3. 

V tomto odstavci ukážeme spósob, ako k danému systému M a nejakej mno­
žině vlastností V možno indukciou skonštruovať systém mF(M). Z definície 
a tiež z tejto konštrukcie systému mF(M) vyplývajú niektoré jeho vlastnosti. 

Najskór přiřadíme každej množině vlastností z množiny W isté zobrazenie 
množiny 2 X , t. j . množiny všetkých systémov nad X, do seba touto definíciou: 

Definícia 3. Pre každý systém A C X kladieme: 
<p{a)(A) = A u E {existujú A € A, B € A tak, ze Z = A u B),^ 

ZeX 
<pib)(A) = A u E {existujú A € A, B e A, A n B = 0 tak, ze Z = A u B), 

z*x 
<p{e)(A) = A u E {existujú A € A, B € A tak, ze Z = A - B),* 

z<x 
<pd)(A) = A u E {existujú A € A, B e A, BCA tak, ze Z = A — B), 

ZtX 
<p{e)(A) = A u E {existujú A € A, B € A tak, ze Z = A A B), 

ZeX 
rp{f)(A) = A u E {existujú A e A, B € A tak, ze Z = A n -B},5 

ZeX 3 Pozři [2], str. 22 (str. 27); [4], str. 86, aj iní. 
4 Ak Y je množina a n(y) je výrok, týkajúci sa prvkov tejto množiny, potom E \n(y)\ 

mači množinu všetkých prvkov množiny Y, pre ktoró výrok n(y) platí. y«F 
5 Pozři [5], str. 165. 
8 Pozři [5], str. 167. 
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(p{g)(A) = Au E {existuje A 6 A tak, že Z = A*}, 
ZtX 

(p{h)(A) = Au E {existuje postupnost {An}f, An € A, n = 1, 2, 3, . . . tak, ze 
ZtX 

Z = Um inf An}, 
n 

(p{i)(A) = A u E {existuje postupnost {An}?, An€ A,n = 1, 2, 3, . . . tak, že 
ZtX 

Z = lim sup An}, 
n 

(p{i)(A) = A U E {existuje konvergentná postupnost {An}™, An € A,n = 1, 2 3, .. . 
ZtX 

tak, že Z = lim An}, 
n 

(p{k)(A) = A u E {existuje kksajúca postupnost {An}f, An€ A, n = 1, 2, 3, . . . 
ZtX 00 

tak, že Z = n An}, 
n=\ 

(p(l)(A) = A u E {existuje rastúca postupnost {An}™, An € A, n = 1, 2, 3, . . . 
ZtX oo 

tak, že Z = u An}, 
(pim)(A)= (p{k)(A) u (p{l)(A), 
(p(n)(A) = Au E {existuje postupnost {An}™, An € A, n = 1, 2, 3, . . . tak, že 

ZtX oo 

Z = u An}? 
w=-l 

(p{0)(A) = Au E {existuje postupnost {An}f, An € A, n = 1, 2, 3, .. ., An n Am = 
ZeX oo 

= 0, n 4= m tak, že Z = u An}, i-*--- X 

(p{p)(A) = Au E {existuje postupnost {An}™, An 6 A, n = 1, 2, 3, . . . tak, že 
ZtX oo 

Z = n An}J 

<pin(A) = A u E {existuje A 6 A tak, že Z CA}, 
ZtX 

(p{t)(A) = Au E {existuje A € A tak, že A CZ}. 
ZtX 

Ďalej ku každej množině vlastností V C W přiřadíme zobrazenie množiny 2X 

do množiny 2X t ak to : 
Ak V = {xx, x2, .. ., xn} C W, potom pře každý A C X kladieme: 

(pv(A) = <p(*-)(A) u yí*-) (A) u . . . u <p(^>(A). 
Zrejme pre každý A C X a každú množinu V C W platí A C (pv(A). Ďalej pre 

každú množinu V C W a každé dva systémy A C X, B C X také, že A C B platí 
^ ( A ) C ^ ( B ) . 

Definícia 4. Nech K C X , VCW0 (resp. V CW, VGWJ. Postupnost množi­
nových systémov {Kn}f (resp. transfinitnú postupnost množinových systémov 
{Ka}a<oJ s vlastnostami: 

1°. Kx = K(resp. K 0 = K). 
2°. K, + 1 = <pv(Kn) pre n = 1,2,3, ... (resp. K a - u (pv(K^) 

l«* 
pre <x < Q) nazýváme vytvárajúcou postupnostou pre systém m F (K). 

7 Pozř i [5], s t r . 169. 
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Podlá vety o konštrukcii úplnou indukciou, resp. konštrukcii transfinitnou 
indukciou, ku každému systému K C X a každej množině vlastností V C W 
existuje právě jedna vytvárajúca postupnost pre systém m F (K). 

Vytvárajúca postupnost pre m r (K) je rastúca. Pre V C WQ je totiž 
Kn C <pv(Kn) = Kn f- pre všetky n. Ak V C W, V<J W{), potom zase pre <x < /? < 
< Q, je K a = U ^ ( K , ) C ( U <pr(K;)) u ( U <pv(K,)) = U D/(K^) = Kfi. 

i<a s-<ot a^ s
ř </3 £ < 0 

Lemma 3. Nech V C W. Nech M C X má všetky vlastnosti z množiny V. Nech 
K C M. Potom platí a/(K) C M. 

D ó k a z . Uvažujme najskór, že množina V sa skládá iba z jediného prvku. 
Pre určitost vezmime a) £ V. Nech K C M. Vezmime lubovolnú množinu 
A £ cp{a)(K). Móžu nastat dva případy. Alebo Í G K a potom sme hotoví, 
alebo i ČK, avšak vtedy existujú množiny Ax € K, i 2 6 K také, že A = 
— A^ u A2, ale pretože podlá předpokladu M je uzavretý vzhladom na súčet, 
A 6 M. Podobné odbavíme všetky vlastnosti. Dókaz dokončíme, ak uvážíme, 
že <pv(K) = <p(x^(K) u (plx*)(K) u . . . u cp(Xn)(K), pričom xl9 x2, . . ., xn sú 
všetky prvky množiny V a pre každé zobrazenie <p(Xi) (K) tvrdenie platí. 

Veta 2. Pre lubovolnú množinu V C W a lubovolný systém K C X systém 
mF(K) je rovný súctu všetkých clenov vytvárajúcej postupnosti pre systém m F (K). 8 

0 0 

D ó k a z . I . V případe V C W0 máme ukázat, že m F (K) = u K n, pričom 
systémy Kn sú dané definíciou 4. n = = 1 

00 0 0 

i) Zrejme K = Kx C u K n . Ďalej systém u Kn má všetky vlastnosti z mno-
n = l n-=-l oo oo 

žiny V. Ak vezmeme totiž lubovolné množiny A č u Kn, B £ u Kn , existujú 
n = l w-=l 

dve prirodzené čísla nx, n2 také, ze Ač Kni, B € K„2 a ak položíme n — max \nx, n2}, 

je A € Kn, B € Kn , pretože postupnost \Kn\? je rastúca. Ak a) € V, resp. 

c) € V atď. z definície 3 máme A u B, resp. A — B atď. £ <pv(Kn) = K n f l ř 
00 

teda aj A u B, resp. A — B atď. £ u Kn. Tým sme podFa vety 1 a definície 2 
oo n = l 

dokázali vztah mF(K) C u Kw. 
n = l 

00 

ii) Vztah u Kn C mF(K) dokážeme tak, že dokážeme KH C mF(K) pre n = 
n = l 

- 1, 2, 3, . . . 
1°. Pre n = 1 je tvrdenie správné podlá vlastnosti 1° mF(K). 

2°. Nech K,^! C mF(K). Pretože systém mF(K) má všetky vlastnosti z mno­
žiny V, podlá lemmy 3 a definície 4 je Kw = ^ ( K , , ^ ) C mF(K). Týmto je veta 
pre případ V C WQ dokázaná. 

I I . V případe V í JV0 dokažme, že m F (K) = u K a , pričom systémy K a sú 
a<Q 

8 Porovnaj [2] Theorem C, str. 23 (Teoréma 3, str. 28). 
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i) K C u K a , pretože K = K 0 . Ďalej ukážeme, že systém u K a má všetky 
a>Q a<Q 

vlastnosti z množiny V. Vezmime rubovolnú postupnost množin {An)™, 
i . G u I ^ , n = 1, 2, 3, . . . K tejto postupnosti existuje taká postupnost 

ordinálnych čísel {ocj™ , že i n G K a , n = 1, 2, 3, . . . K postupnosti {ocj™ 
existuje najmenšie ordinálne číslo ocd, pre ktoré ocn ^ oc0, n = 1, 2, 3, . . . 
Pretože postupnost {K a í a < ^ je rastúca, platí K, C K a p :e n = 1, 2, 3, . . . 
a teda aj An € Kao pre n = 1, 2, 3, . . . a podlá defmíeie 3 a 4 ak h) £ V, resp. 
i) G V atď. lim inf An, resp. limsup An atď. € (pv(KaQ) C K ^ ^ a z toho liminf Au, 

n n n 

resp. limsup An atď. € u K a . Z toho máme podl'a vlastnosti 3° mF(K): 
n a<-,2 

m r(K) C u K a . 
a<í2 

ii) Aby sme dokázali U K a c m F (K) , označme (iba pre tento dókaz) Q' 
a<Q 

množinu ordinálnych čísel oc < Q takých, že K a C m F (K). Ukážeme, že Q' = ^ . 
1°. O e Q', pretože K0 = K c m F ( K ) . 

2°. Nech pre a 6 ^ je $a C 3 ' , t . j . £ < a => f e $ ' . Podlá předpokladu 
a podlá lemmy 3 máme £ < « : = > K | C mF (K) => 9/ (K^) C mF (K) => 
=> Uy F (K | ) = K a C mF(K), t. j . ?ft c 3 ' => a 6 3 ' . Tým sme dokázali, že pre 

každé ť* € $ platí: Ka c mF(K), teda aj U K a C mF(K). 

Z i) a ii) máme mF(K) = U Ka a veta je aj v případe F ď W0 dokázaná. 
a<Q 

4. 

Systém m F (K) má niekolko jednoduchých vlastností, z ktorých niektoré 
uvedieme. 

Vlastnost 1. Nech F c ^ M c X , M C K c mF(M). Potem m F (K) = m F (M). 
Vlastnosť 2. Nech V C W, M C X. Systém M má všetky vlastnosti z množiny 

V vtedy a len vtedy, ak m F (M) C M. 
Vlastnosť 3. Nech VcW. Nech K c M C X. Potom m F (K) c m F (M). 
D ó k a z . Každý systém s vlastnosťami z množiny V, ktorý obsahuje systém 

M, obsahuje aj systém K. 
Vlastnosť 4. Nech F x C F 2 C W, nech M c X. Potom platí m F l (M) c m F 2 (M). 
D ó k a z . Každý systém so všetkými vlastnosťami z množiny V2 má aj všetky 

vlastnosti z množiny V2. 
__Vlastnosť 5. Nech VC W{) — {r), s))_JSTech M C X , I ^ Xa. Potom platí: 
mF(M) = 1 1 . Ak l i ^ Kn, potom aj m7(M) < K0-V° 

9 Ak Y je f l ibovolná m n o ž i n a , Y značí jej k a r d i n á l n ě číslo. Xo značí k a r d i n á l n ě číslo 
spočetne j m n o ž i n y . 

1 0 Pozři [2], s tr. 23, (s tr. 28). 
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D o k a z . V prípadoch a), c), e), f) sa ku každej dvojici množin z M dá priradiť 
jedna množina z <pr(M) — M ako súčet, rozdiel atď. V prípadoch b), d), resp. g) 
dokonca iba k niektorým dvojiciam množin, resp. množinám, z M dá sa pri­
radiť množina z <pv (M) — M9 a to tak, že sa všetky množiny z <pv(M) — M vy-
čerpajú. Pretože M ^ K0, vyplývá z vlastností kardinálnych čísel, že <pv (M) - M ^ 
^ l a teda yvJM) = li a z toho podl'a vety 2 mF"(M) = M Dokaž druhej časti 
je podobný. 

Vlastnost 6. Nech VcW, nech M c X , nech A€mv{M). Existuje taký 
najviac spočetný systém K c M , í e i G m F ( K ) . u 

D o k a z . Máme dokázať, že m F (M) = U m F (K), pričom K prebieha všetky 
najviac spočetné podsystémy M. 

Podlá vlastnosti 3° pre každý systém K c M platí m F ( K ) c m F ( M ) . teda aj 
U roF(K) C m F (M). Aby sme dokázali obrátenú inklúziu, uvažme, že M C 
U m F (K) . Stačí teda dokázať, že U m F (K) má všetky vlastnosti z množiny V. 
Vezmime rubovolnú postupnost {AJ °° takú, že^4n € U mF(K), n == 1, 2, 3, . . . 
Ku každej množině An existuje systém KM, že platí An € mF(Kw), teda určité 

00 00 

^ 4 „ £ m F ( U K J a dalej aj liminf An, resp. lim sup An, resp. U An atď. € 
n = l n n n=l 

00 00 

mF (U Kn). Ak systémy Kw boli najviac spočetné, potom aj systém U K„ je 
n = l n = l 

najviac spočetný. 
Vlastnost 7. Nech V C W0, M c X , i G m F (M). Potom existuje taký konečný 

systém K c M , ze platí A € mF(K). 
D ó k a z ako pri 6. 
Vlastnost 8. Nech VcW, V0cW0 — \r),s)). Nech systém M c X má všetky 

vlastnosti z množiny V0. Nech A € mF(M). Existuje taký najviac spočetný systém 
K c M s vlastnostami z množiny V0, že A € mF (K). 

D ó k a z . Třeba ukázat, že systém U m F (K), pričom K prebieha všetky naj­
viac spočetné podsystémy M s vlastnosťami z V0, má všetky vlastnosti z mno­
žiny V. Vyberme postupnost {AJ? , An € u mF (K), n = 1, 2, 3, . . . K u 

00 

každej množině An existuje systém K n tak, že An € mF(K), teda An € mF (U Kn). 
w = l 

OD 

Systém U K , je najviac spočetný a podlá vlastnosti 5 aj systém L = 
n = l 
00 00 

-= mF o (U K J je najviac spočetný a lim inf An, resp. lim sup An, resp. U An 
n = l n n n=\ 

00 

atď. € mF(U K j C m F ( L ) . Ukončenie dókazu je zřejmé. 
n = l 

V ďalšom ukážeme relativizáciu pojmu m F (M) vzhfadom na nejakú množinu 
ACX. To značí, že ukážeme, ako sa stane lubovolná množina A C X sama 
základným priestorom. Urobíme to vo vete 3. 

1 1 Pozři [2], str. 24, (str. 29); [3], str. 15. 
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Deřinícia 5. Nech Í C I , MCX. _4 n M značí systém všetkých množin 
tvaru B n A, pričcm B € M. 

Lemma 4. Pre každý systém M C X, kazdú množinu A C X a kazdú množinu 

VC W, g) č V9 s) č V platí: A n <pv(M) = <pv(A n M). 
D o k a z . Uvažujme najskór, že množina V sa skládá iba z jediného prvku. 

Vezmime V = \a)}. Nech EeAn<pv(M), t . j . E = A n B B € y(fl)(M). 
Móžu nasta t dva případy, a to _B € M alebo B 2 M. V prvom případe _E7 6 _4 n M 
a tiež _£/ € 99(a)(^4 n M). V druhom případe existujú množiny B19 B2 € M tak, 
že B = B,u B2, teda F, = A n (£-. u _B2) = (A n £ J U (A n B2) € 
^<a) ( i n M). Tým je dokázaná inklúzia A n <?(a) (M) C <p(a) (A n M). Obrátenú 
inklúziu dokážeme podobné. Ukoncenie dókazu je zřejmé. 

Veta 3. Za predpokladov lemmy 4 platí: A n m F (M) = mF(_4 n M)1 2 

D ó k a z . Budeme rozoznávať dva případy VC PV0 a V ď JV0. 
i) V prvom případe nech \Mn)^ je vytvárajúca postupnost pre systém 

m F (M) a {LJJ30 vytvárajúca postupnost pre systém mF(_4 n M). Úplnou 
indukciou ukážeme, že A n Mn = Ln pre n = 1, 2, 3, . . . 

1°. Pre w = 1 tvrdenie je zřejmé. 
2°. Nech A n Mw_2 = Ln_2. Podlá definície 4 a lemmy 4 je: Ln = <pF(-U*-i) = 

= <pv(A n Mn__x) = A n 9>F(M»-_) = -4 n MH. 
V tomto případe sa veta už dokáže lahko. J e totiž podlá vety 2 

mv(A n M) = U Ln= U AnMn = An U M M = i n m F (M). 
n-=l n = l n=-l 

ii) V druhom případe nech {M a ) a < f í je vytvárajúca postupnost pre m F (M) 
a {L a | a < f i vytvárajúca postupnost pre mF(_4 n M). Transíinitnou indukciou 
zase ukážeme, že pre každé oc < Q platí La = A n M a . 

1°. Pre oc = 0 je tvrdenie znovu triviálně. 
2°. Nech pre všetky £ < <% < Q platí L^ = i n M | . Z toho podl'a defi­

nície 4 a lemmy 4 platí: L a = U <pv(L§) = U / ( - 4 n M ^ ) = U ( i n / ( M ^ ) ) = 
£<<* £<* | < a 

= _4 n M 9)r(Má) = _4 n M a . 
Aj v tomto případe sa veta dokáže už jednoducho. Podfa vety 2 je 

mv(A n M ) = U L a = U _ 4 n M a = _ 4 n U M a = _4n mF(M). 
ct<__ a<__ ct<__ 

D ó s l e d o k . Nech VCW, nech g)^V, s)~^V. Nech M C X má všetky 
vlastnosti z množiny V. Nech A € X je fubovolná množina. Potom systém 
M n i má všetky vlastnosti z množiny V. 

12 Porovnaj [2], str. 25 , (str. 30). 
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ö. 

V tomto odseku si všimneme niektoré vzťahy medzi množinami vlastností. 
Napr. často z toho, že nějaký systém má určité vlastnosti, ihneď móžeme súdiť, 
že má aj niektoré iné vlastnosti. Takýto případ zachytíme nasledujúcou de-
finíciou. 

Definícia 7. a) Množina vlastností V2 C W vyplývá z množiny vlastností 
Vx C W, ak každý systém M C X, ktorý má všetky vlastnosti z množiny Vl9 

má aj všetky vlastnosti z množiny F 2 . Píšeme V± => V2. 
b) Množina vlastností F ? C W je ekvivalentná s množinou vlastností Vj C Wr 

ak \\ => F 2 a V2=> \\. Píšeme \\ g* F 2 . 
Pre lubovolné množiny V1 C W, V2 C W, F 3 C W zrejme platí: 
Ak F 2 => F 2 a F 2 => F 3 , potom aj Vx => F 3 . 
V ^ V pre každú množinu V C W. 
Ak F x ^ V2, potom aj F 2 ^ F j . 
Ak Vx ~ F 2 a F 2 ^ F 3 , potom aj F x ^ F 3 . 

P o z n á m k a . Vzťahy V2 => F 2 , resp. Fj -~ F 2 sú zrejme závislé od mno­
žiny X. Napr. ak X je konečná množina, potom vždy {a)} 9* {n)f, {/)} ~ (7;)} 
atď. Ak má napr. množina X iba jeden prvok, potom Tubovolný systém nad 
množinou X má vela vlastností, ktoré sú v dósledku toho ekvivalentné. 

V ďaJšom budeme vyšetřovat vzťahy V1 => F 2 , resp. Fj ^ F 2 iba v tom 
případe, ak platia v každom základnom priestore, t . j . ak sú od množiny X 
nezávislé. Aj zápis VY => F 2 , resp. Vx ^~ F 2 třeba v ď^lšom chápať v tomto 
zmysle. 

Veta 4. a) Množina vlastností F 2 C W vyplývá z množiny vlastností V1 C W 
vtedya len vtedy, ak pre každé X a každý systém M C X platí: mF 2(M) C m F l (M), 
lize systém m F l (M) má všetky vlastnosti z množiny F 2 . 

b) Množiny vlastností Vx a F 2 sú ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak pre každé X 
a každý systém M c X platí m F i (M) = mF a (M). 

D o k a z. a) Nech F 2 vyplývá z Vx. Pretože pre každú množinu X a každý 
systém M C X systém m F l (M) má všetky vlastnosti z množiny F 2 a M C m F l (M), 
platí z vlastnosti 3° definície 2 m F a (M) C m F l ( M ) . 

Nech naopak pre každé X a každý systém M C X platí inF 2(M) C in F l (M). 
Potom pre každý systém K c X platí: m F a ( m K l ( K ) ) C m F l (m F i (K)) = m F l (K) 

b) Vyplývá z a). 

Definícia 8. Množina vlastností V2C W zachovává množinu, vlastností F, C W, 
ak 7>r̂  k<ždý systém M C X, ktorý má všetky vlastnosti z množiny V1, systém 
n)F o(M) má všetky vlastnosti z množiny V1. 

Zrejme platí, ak množina F 2 C W vyplývá z množiny Vx C W, množina F, 
zachovává množinu \\ a množina V1 zachovává množinu F 2 . 

Veta 5. Nech množiny \\ C W{) a F 2 C W() zachovávajíc V C W{). Potom aj 
množina Vx u F 2 zachovává množinu V. 
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D o k a z. I. Nech systém K C X má všetky vlastnosti z množiny V. Z vety 
o konštrukcii úplnou indukciou vyplývá, že existuje právě jedna postupnosť 
množinových systémov {K„}i°, definovaná takto : 

1°. Kx = K. 
2°. Kík = mVi(KLk^), KíkH = m F 2 ( K L J , h = 1, 2, 3, . . . 

Pretože množiny Vx aj V2 zachovávají! množinu V, indukciou sa lahko ukáže, 
že systémy K n , n = 1, 2, 3, . . . majú všetky vlastnosti z množiny V. Pretože 

00 

{Kw}í° je rastúca konvergentná postupnosť, vyplývá, že aj systém U Kn má 
n = l 

00 

všetky vlastnosti z množiny V. Ukážeme, že U Kn = m F l u r 2 ( K ) . 
w = l 

I I . Úplnou indukciou sa ukáže, že pre n = 1, 2, 3, . . . platí: K„ C m F l u v% (K), 

Z t o h o a j Ů K n C m F l U F 2 ( K ) . 
n—\ 

00 00 
Naopak zase K C U K n . Okrem toho systém U Kn má všetky vlastnosti z Umo­

ří--:! n=l 
00 

žiny V3 u V2, a preto m F l u F o (K) = U K } i . Tým je dókaz podlá I vykonaný. 
n = l 

Veta 6. Nech množiny Vx C W, V2 C W zachovávaje množinu V C WQ. Po­
tom aj množina V1 u V2 zachovává množinu V. 

D ó k a z . I. Na základe predošlej vety je zřejmé, že dókaz stačí vykonať 
len v případe, keď aspoň jedna z množin V1, V2 nie je podmnožinou W0. Nech 
systém K C X má všetky vlastnosti z množiny V. Zostrojme transfinitnú 
postupnosť množinových systémov s týmito vlastnosťami: 

1°. K 0 = K. 
2°. K a = U m F i ( m F 2 ( K | ) ) pre všetky o < oc < Q. 

Postupnosť {K a} a < f í je rastúca. Pre každé oc < Q systém K a má všetky vlast­
nosti z množiny V. Toto tvrdenie dokážeme indukciou. 

1 °. Pre oc = O K 0 = K a tvrdenie je zřejmé. 
2°. Nech pre všetky £ < oc < Q platí, že systémy K | majú všetky vlast­

nosti z množiny V. Móžu nastať dva případy. Ak existuje r\ < oc tak, že i\ + 1 = 
= oc, potom, pretože postupnosť {K a} a < f í je rastúca K a = m F l (mFa (K^)) a sy­
stém K a má všetky vlastnosti z množiny V, lebo množiny V1 a V2 zachovávají, 
množinu V a podlá indukčného předpokladu systém K^ má všetky vlastnosti 
z množiny V. Ak neexistuje také r\ < oc, že by platilo r\ .-\- 1 = oc, postupujeme 
pre každú vlastnost zvlášť. Nech napr. a) € V. Chceme ukázať, že systém K a 

má vlastnost a). Vezmime dve množiny A, B € K a . To značí, že existujú také 
fx < oc a £2 < oc, že A € mFi (mF2 (K^)), B G mFi (mFa (Kta)). Pretože postupnosť 
{K a} a < í 2 je rastúca A, B € roFl(mF2(K^)), pričom | = max {^, £2\. Teda aj 
A u B € mFl(mF2(K^)) a podlá definície {Ka}a<r2 A u B €Ka. Podobné pre 
ostatné vlastnosti. 
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I I . Podlá lemmy 2 a podfa I systém U K a má všetky vlastnosti z množiny V 

a všetky vlastnosti z množiny Vx u V2. J e K C K a , teda aj m F i u V2 (K) C U K a . 
a<f í a<12 

Naopak, použitím vlastnosti 2° sa transfinitnou indukciou 1'ahko ukáže, že pre 
každé oc < Q je K a C m r i u F2 (K), teda aj U K a C m F i u V2 (K), tým je veta do-

a<í> 

kázaná. 
Dva příklady na zachováváme množin vlastností uvedieme v podobě dvoch 

dalších lemm. 
Lemma 5. Množina vlastností {n), p)) zachovává množinu {g)). 
Do k a z . Ukážeme najskór, ak systém M je uzavretý vzlifadom na komple-

ment, že aj systém 9/1 w)» v)y> (M) je uzavretý vzhTadom na komplement. Vezmime 
TubovoMú množinu A € cp»>P)> (M). Potom bud A € <p<n) (M), alebo A e cp{p) (M). 
V prvom případe existuje postupnost množin {An)™ taká, že An € M pre 

00 

n = 1, 2, 3, . . . a A = U An. Pretože podlá předpokladu aj A* € M pre 
nt-=i 

00 

n = 1, 2, 3, . . . platí, že A* = n A* € (p'in)>p)'(M). Podobné odbavíme aj druhý 
n = l 

případ. 
Ak teraz systém M má vlastnost g), ukážeme, že aj všetky členy vytvára-

júcej postupnosti pre systém m; n ) j ř > ) (M) majú vlastnost g). Zrejme má vlast­
nost g) systém M 0 . Nech všetky systémy M| pre £ < oc < Q majú vlast­
nost g); ukážeme, že aj systém Ma má \ las tncs t g). Vezmime množinu A € M a , 
teda existuje f < , že A 6 cpÍW)»P)I (M^), ale podlá indukčného předpokladu 
M^ má vlastnost g) a teda aj (p»>v)) (M^) má vlastnost g), teda aj A*€ 
<p[n),p)) (M^) a tiež A* £ Ma. 

Na ukončenie dókazu stačí použit lemmu 2 a vetu 2. 
Lemma 1. Množina {m)) zachovala množinu {a), c)\. 

D o k a z . Nech systém M má vlastnosti a), c). 
I. Pre 4 6 M označme m 2 systém množin B £ m; m ; (M), pre ktoré A \j B, 

A — B i B — A € m;m ) ; (M). Pretože M má vlastnosti a), c), je M C m1. Z toho, 
že m;m ) ;(M) je monotónny systém, ukáže sa, že aj nij je monotónny, teda 
m; m ) ; (M)Cm ] 5 čiže m1 = m [ m ) } (M). 

I I . Pre A € m í m ) ; (M) označme m 2 systém B € m;m ) ;(M), pre ktoré A u B, 
A — B, B — A € m í m ) ; (M). Podlá I M C m2 . J e znova zřejmé, že m 2 je 
monotónny, teda m 2 = m ; m ) ; ( M ) . Pretože množiny A, B vystupujú symetric­
ky, v systéme m 2 má m; m ) j (M) vlastnosti a), c). 

6. 

V ďalšom si všimneme niektoré speciálně množiny vlastností, ktoré sú zvlášť 
dóležité, pretože systémy s týmito vlastnosťami slúžia za obor definície pre 
miery. 
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Deíinícia 9. Neprázdný systém M C X s vlastnostimi a), c) sa nazývá množi­
nový okruh. 

Neprázdný systém M C X 8 vlastncsfimi n), c) sa nazývá množinový a-okruh. 
Neprázdný systém M C X Ú vlcstnostami a), g) sa nazývá množinová algebra. 
Neprázdný systém M C X 8 vlastnostami n), g) sa nazývá množinová a-algebra. 

Veta 7. Množiny vlastností {a), c)}, {&), c)}, {a), d)}, {e), /)} \c), e)} sú ekvi-
vaUntné. 

D ó k a z . I. Zrejme platí {a), c)} => \b), c)}. Opačné nech M C X má vlast­
nosti b), c). Nech 4 e M , B € M. Pretože AuB = Au(B — A) a podl'a 
vlastnosti c) B — A e M a ďalej A n (B — A) = 0 je A u B eM, teda 
{b),c)\ >{a),c)}. 

I I . zrejme zase {a), c)} ^> {a), d)}. {a), d)} => {a), c)} vyplývá z rovnosti 
A - B = (A u B) - B. 

I I I . {a), c)} => {e), /)} vyplývá z rovností: .4 A -B = (A — 5 ) u ( 5 — A) 
AnB = A - ( A - B). {e), /)} => {2), c)}, vyplývá z 4 u 5 - (A A 5 ) A 
( i n ^ a z i - í ^ i A l i n f i ) . 

IV. {a), c)} ^ {c), e)} prevedieme podobné ako v I I I . Ostatně ekvivalencie 
sú podlá tranzitivnosti ekvivalencie zřejmé. 

P o z n á m k a . Z vety je zřejmé, že každý množinový okruh má všetky vlast­
nosti z množiny {a), b), c), d), e), f)}. Vzhladom na operáciu tvorenia symetrie -
kej diferencie ako súčtu a vzhfadom na prenik ako súčinu tvoří množinový 
okruh v algebraickom slova zmysle. Nulou v tomto okruhu je prázdna mno­
žina. Zrejme 0 € M ak M je množinový okruh, pretože A € M => 0 — A — Í 6 M . 

Ďalej platí, že každá algebra je okruh a okruh, ktorý obsahuje základný 
priestor X, je algebra. Dókaz prvej časti tvrdenia vyplývá z rovnosti A — B = 
= (A* u B)*, druhá zase z i * = I - i . Základný priestor X je v okruhu 
jednotkou v algebraickom zmysle. 

Veta 8 . 1 . {n),c)} => {a), b,) d), e), /), h), i), j), k), l), m), o), p)}. I I . Množinový 
okruh, ktorý má lubovclnú z vlastností h), i), j), l), m), o), je a-okruhom. 

III. Množiny vlastností {n), c)}, {n), d)}, {o), c)} {c), i)} sú ekcivalentné. 

D ó k a z . í . Nech M C X je cr-okruh. AeM =>A — A = OeM. Každý cr-okruh 
obsahuje teda prázdnu množinu. [A € M, B € M] -> [A u B u 0 u 0 u . . . = 
= A u B € M], teda každý cr-okruh je okruhom. Z toho podlá vety 8 
a poznámky každý cr-okruh má vlastnosti a), b), c), d), e), f). Z rov-

00 00 00 00 

nosti p) An = U i i - U (U Ah — An) vyplývá, že každý cr-okruh má vlast-
n = l k=l n = l k=l 

nosť p). Z vlastnosti n) bezprostředné vyplývá vlastnost 1) a o). Z vlastnosti 
p) vyplývá zase vlastnost k). Z vlastnosti k), 1) vyplývá m). Z rovností 

00 00 00 00 

liminf An = U r i ^ lim sup An = p u i ^ a z vlastností n), p) vyplývajú 
n n = l k=n n n = l k=n 

vlastnosti h), i), j). 
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I I . Nech okruh M má vlastnosť h). Nech An € M, n = 1, 2, 3, . . . Postup-
n n oo 

nosť {U Ak)* je zrejme rastúca a U Ak € M pre n = 1, 2, 3, . . ., teda U An = 
k = l n=l k—l n = l 

n 

= Km m/ U ^4* € M. Podobné dokážeme, že okruh s l ibovolnou z vlastností i), 
n fc=l 

j), 1), m) je cr-okruhom. 
I I I . {n), c)} => {n), d)} sa prevedie podobné ako dókaz vety 7 I I I . Zrejme 

00 v 

{n), c)} => {o), c)}. Opačná implikácia vyplývá z rovnosti U An = U (^4n — 
n—1 n = l n = l 

— U Ak), ak uvážíme, že systém vpravo je disjunktný a systém s vlastno-
sťami o), c) je okruh, {n), c)} => {c), i)} podlá I. Nech systém M má vlastnosti c), 
i). Nech AH £ M, n = 1, 2, 3, . . . Utvořme postupnost {A1, AA, A2, Ax, A2, 

A3, .. .,A1,A2,A3, ...,Anl } = {JBW}. Platí : lim sup Bn = U Ane M. 
n n = l 

P o z n á m k a . Každá cr-algebra je cr-okruh. cr-okruh je or-algebrou vtedy a len 
v tedy, ak obsahuje základný priestor X. 

Veta 9. I. Nech X č M C X. Nech M má vlastnosti f) a g). Potom M je al­
gebra. 

I I . Každá o-algebra má, kazdú z vlastností a), b), c), d), e), f), h), i), j), k), 
l), m), o), p). 

I I I . Ak algebra má niektorú z vlastností h), i), j), k), l), m), o), p) je a-algebrou. 
IV. Množiny vlastností {g), h)}, {g), p)}, {g), n)} sú ekvivalentně. 
D ó k a z . I. Vyplývá z rovnosti A u B = (A* n B*)*. 
I I . Vyplývá z toho, že a-algebra je cr-okruh. 
I I I . Ak algebra má niektorú z vlastností h), i), j), 1), m), o) J3 cr-algebrou 

podlá predcšlej vety a podlá poznámky. Nech algebra M má vlastnosť k). 
Nech {-4n}r je rastúca postupnosť, An € M n = 1, 2, 3, . . . Postupnost {A\ }? 

00 00 

je klesajúca, A* € M, n = 1, 2, 3, . . . U An = [ p A*]*. Teda M má vlast-
n = l n = l 

nosť 1) a podlá predošlého je o*-algebrou. Nech algebra M má vlastnosť p). 
TO 

Z rovnosti U An = [f | A*]* vyplývá, že má vlastnosť n), teda je cr-algebrou. 
n = l n = l 

00 00 

IV. Z I I vyplývá {g), n)} => {g), p)}. Z rovnosti U An = [ U A*]* vyplývá 
n = l r?=-l 

{g)? P)} => {g), n)}. Z I I znova vyplývá {g), n)} => {g), h)}. PodFa vety 8 I I I 
{i)} => {n)}. Ďalej platí lim sup An = (iminf A*)*, z toho máme {g), h)} => 

n n 

^>{g),n)}. 
Veta 10. Nech M c X je neprázdný; nech systém R c X má vlastnosti: 

i) M c R . 
ii) R je uzavretý (o-uzavretý) vzl.ladcm na disjunktný silcet. 

iii) Ak A € M a B € R, potom A — B € R. 
Potom m ! s ) i e ) ! ( M ) C R ( m { , ) > c ) ! ( M ) C R ) - . 

13 Pozři [4], str. 87. 
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D ó k a z . Označme R' systém množin Í 6 R takých, že pre každé B 6 R 
je A — B € R. Podfa definície R' a podlá vlastností i) a iii) je M C R' C R. 
Veta bude teda dokázaná, ak ukážeme, že R' je okruh (rr-okruh). 

I. Ak A e R', B e R' C R, potom A - B € R. Nech O € R. B u O = 
= (JS -— O) U O, pričom súčet vpravo je disjunktný, teda B U O € R. Z toho 
( 4 - B ) - 0 = 4 - ( f i u O ) € R, teda ^ - JB € R'. 

I I . Nech {A4} je konečná (spočetná) postupnost disjunktných množin z R'. 
Nech O € R. Pretože U A, - G = U (A, - O), ďalej ^ , - O € R a súčet 
vpravo je disjunktný, podlá ii) U Ai — O € R, teda U -ái € R'. 

I I I . Podlá I a I I a podfa vety 7 (vety 8 I I I ) je R' okruh (a-okruh). 

Definícia 10. Neprázdný systém P c X je polookruh, ak má tieto vlastnosti: 

1 °. je uzavretý vzhTadom na prenik, 

2°. ak A € P, B 6 P a AcB, potom existuje konečná postupnost množin 
zV {C0,G1,C2, . . ., Cn} takých, ze A = O0 C Cx C C2 C . . . C Ott = B, pričom 
0 , - O ^ G P , i = 1,2,3, ...,w. 

Systém P C X raá vlastnost oc, ak 
1. 0 € P . 
2. __4& ̂ 4 € P, 5 6 P, potom každá z množin A n B, A — B je súctom koneč­

ného pcctu disjunktných množin z P. 
Systém P c X má vlastnost /?, ak 
1. OGP. 
2. Ak A 6 P, B € P, potom každá z množin A n B, A — B je súctom spočet­

ného systému disjunktných množin z P. 
Každý polookruh má vlastnost oc. Uvažujme polookruh P. Pretože P je ne­

prázdný, existuje množina A € P , ďalej A C A a podlá vlastnosti 2 polo-
okruhu aj A — A = 0 € P. Ďalej pre každé i G P , JB € P je .4 — 22 = u4 — 
— (A n B), pričom podlá vlastnosti 1 aj A n B € P, ďalej 4̂ n BcA, teda 
existuje postupnost {O0, O l 5 . . . , On} tak, že A n B = O0 C Ox c . . . C Cn = 

n 

= ^4, pričom množiiry 0,; sú z P a platí A — B = A — (A n B) = U (O* — 
i=i 

— O,..-), množiny 0 4 — O ^ sú podl'a předpokladu z P a sú zrejme disjunktně. 
Každý systém s vlastnostou oc má vlastnost /?. 
Každý okruh je polookruhom. 
Veta 11. Nech P c X . m; Ď ) í (P) = m[a)tC)} (P) vtedy a len vtedy, ak P má 

vlastnost oc.u 

D o k a ž . I . Nech P má vlastnost oc. Systém ni[&)} (P) je systém množin tvaru 
n 
U Ak, pričom Ah sú z P a navzájom disjunktně. Pretože m ^ ) , c)} (P) je uzavretý 

k=i 
vzhladom na súčet, je iH[b)} (P) C m [ a ) , c)} (P)-

i) Zrejme P c m { 6 ) } (P). 

1 4 Pozř i [1], s t r . 127, [4], s t r . 86. 
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ii) Systém m[b)} (P) je uzavretý vzMadom na disjunktný svičet. 
n m 

iii) Nech A € m;6)) (P), Be m{b)} (P), t. j . A = U A,, B = U £,., pričom Ai 
i=l ; = 1 

sú disjunktně množiny z P a tiež Bj sú disjunktně množiny z P. Pretože P má 
v . 

vlastnost oc, je A< n J5y = U Ck a množiny C*' € P sú navzájom disjunktně. 
k=i 

n m pij 

Dalej A n B = U U U (7£ a zrejme aj množiny Cj? (1 ^ i ^ n, 1 ^ 7 ^ ra, 
• = ! / - = 1 AÍ=-1 

1 ^ & š= Fi/) sú disjunktně. To značí, že m; 0)j (P) je uzavretý vzhladom na 
n 

prienik. Nech A € P, B 6 m ^ (P), t. j . J5 = U ^ , kde Bk sú disjunktně 
1 ' k=i 

n n 
množiny z P. A-~B = A-~UBk=r\(A — Bk), pretože P má vlast-

k=l & = 1 

nosí oc, A — Bk patria do rii;&); (P) a teda aj ich prenik patří do m[b)\ (P). 
mj f l ) > C);(P) m[b] (P) platí podlá vety 10. 

I I . Nech mjó, c] (P) = m [ 6 ; (P). Vezmime AeP, BeP. Pretože m a , c] (P) 
je uzavretý vzhTadom na prenik a rozdiel musí platit A n B € m;a>c; (P) = 
= m[b] (P), A — B € m;0 ; (P),. t. j . A n B, A — B sú súčtami konečného 
peč tu disjunktných množin z P, pretože tiež každý okruh obsahuje prázdnu 
množinu a m;„ fC} (P) = m; 0 ; (P) je to len tak možné, že 0 € P. Teda P má 
vlastncsť a. 

Veta 12. Nech system P c X má vlistnost /?. Potem jjlatí: 
m[Ctn] (P) = m{kí0} (P). 1 5 

D ó k a z . Pretože podlá vety 8 I každý cr-okruh má vlastnosti k), o), je 
m[k,o) ( P ) c n i ; c > n ; (P). Dokážeme opačnú inklúziu. 

l i ) P c m ; M ; ( P ) . 
ii) m[kto) (P) je c/-uzavretý vzhladom na disjunktný súčet. 

iii) Dokážeme, že pre A £ P, B G m[k,o) (P) je A — B £ m[k,o) (P). 
[. Vezmime systém m1 množin B E m;L%0; (P) takých, že pre množinu A € P 

X> 

je A n B £ m { ^ 0 ; (P). Ak I? 6 P, A n .B — U Cn s disjunktnými C„ € P, teda 
n = l 

A n B€m[k,o) (P) čiže P C m ^ Systém nij je monotónny zdola a uzavretý 
vzhladom na disjunktný súčet, pretože m ;&,<>; (P) má tieto vlastnosti. Z toho 
vyplývá, že m[k,o) ( P ) C m avša zřejmé mí C m ^ 0 » (P). 

I I . Nech pre A € m[k,o) (P) je m2 systém množin B € m[k,o) (P)3 P
re ktoré 

-á n B6ni;/Í)0; (P). Podlá I. P C m 2 . Znova sa dá ukázat, že m2 má vlast­
nosti k), o), teda m;&j0; (P) c m2 . Avšak naopak m2 c m ;&f0; (P), tedam;/^0 ; (P) 
je uzavretý vzhladom na prenik. 

I I I . Pre A € P nech m3 je systém množin B G m'k}0] (P), pre ktoré A — 
— Bem[kf0] (P), Podlá vlastnosti j3 systému P pre B € P je A — B = U Dn 

n=l 

s disjunktnými Dn 6 P, teda A — B € m[k)0] (P) a teda P c m 3 . 

15 lozr i [1], str. 129. 
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Nech {En}f je postupnost disjunktných množin zm 3 , t. j . A — B» em{^,o;(P)-

Podl'a I I však A - U En= p (A - En) € m;/fe,o} (P), teda U B„ € m3 , t. j . m3 

má vlastnost o). n~ n = " 
Nech {En}? je klesajúca postupnost množin z m3. A — B„ €ITI ;£,,,; (P), teda 

podlá II je A n (#„ — EH+J) = Enn(A - E„n) 6 m[k>o] (P) a ďalej pre 
1 ^ % < m je (.4 - #,) n(AnEH- En¥í) = 0, (A n (En - EnH) n (A n 

oo 

(Em — EmVl)) = O podlá vlastnosti o) systému m ; ^ 0 } (P) je A — r\ En = 
oo " n = l 

= (A — Ej) u 1 ' (4 n (Fn — JŽJn+i)) € m ; ^ o J (P), čiže m 3 má vlastnosť k). 
n = l 

Z toho máme okamžité m;&>0; (P) = m 3 , čím je vlastnosť iii) dokázaná. Do­
kaž vety je hotový podlá vety 10. 

Veta 13. Nech R c X je okruh. Potom platí m ; c > n } (R) = m ; m } (R) = 
= m;y; (R). 1 6 

D ó k a z . I. Pretože každý cr-okruh je monotónny, je m ; m ; (R) Cffl;c,n;(R). 
Naopak, pretože množina {m)} zachovává vlastnosti okruhu, j e m ; m ; (R) okruh 
a podlá vety 8 I I je aj <r-okruhom, teda m; c > n ; ( H ) c m ; m ; (R). 

I I . Pretože platí m; c > n ; (R) = m ; m ; (R) a zrejme {j)} =>{m)} je m; c > n ; (R) = 
= m ; m ; (R) cm;,-; (R) c m ; c > n ; ( R ) , pričom posledná inklíízia vyplývá zo sku­
tečnosti, že m; r > n ; (R) má vlastnosť j). Tým sme dokázali, že platí: m;c > n; (R) = 
= m : / : (R). 

Veta 14. Nech P má vlastnosti z množiny {c), p)}. Potom m<cn\ (P) = 
= r n ; o ; (P). 1 7 

D ó k a z . Zrejme ni ; 0 ; (P) c m » c > n i ( P ) . Naopak, m; 0 ; (P) je uzavretý vzhla-
00 

dom na disjunktný súčet a ďalej, ak A € P a B € m;0 ; (P), t. j . B = U Bn, 
n=l 

00 00 

pričom Bn sú disjunktně množiny z P, je A — B = A — U Bn = f| (A — 
w = l n = l 

- BJ G P podlá vlastnosti c) a p) systému P, z čoho podlá vetj!~ 10. vyplývá, 
že m; c > n j (P) c m ; 0 ; ( P ) , čím je dókaz hotový. 

Nech X znamená 1'ubovolný metrický priestor. Označme F systém všetkých 
uzavretých množin v X a G systém všetkých otvorených množin v X. 

Systém B = ni;n>/?> (F u G) sa nazývá systémom Borelových množin v X 
alebo Borelovým systémom v X. 

Pretože, ako je známe, súčet spočetného systému otvorených množin je 
otvorená množina a prenik spočetného systému uzavretých množin je uza-
vretá množina, platí: q>{n>p} (F u G) = cp(n) (F) u cp(p) (G). Označme cp<n) (F) = 
= F a . Každá množina A £ ¥a nazývá sa množinou typu F 0 . Podobné cp(p (G) = 
= GV_ 

16 Pozř i [2], s t r . 27, 32. 
1 7 Pozř i [4], s tr. 87. 
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Zřejmé systém F a je cr-uzavretý vzMadom na súčet a G<5 je cr-uzavretý vzIiTa-
dom na prenik, teda <p{*>p" (<p{**p) (F u G)) = <p{n>p) (Fa u Gó) = (p{p)(F0) u 
<p{H)(Gč). Označme zase <p<»(Fa) = Fod a <p™(Gd) = Góo. 

Takýmto spósobom móžeme postupovat transfinitnou indukciou a kon­
struovat systémy Faóo, Fodad , . . ., Gdod, Gdoóa , . . . 

Systém F u G je uzavretý vzhladom na komplement, pretože komplemen-
tom uzavretej množiny je otvorená množina a komplementom otvorenej mno­
žiny je uzavretá množina. Podlá lemmy 5 množina {n), p)} zachovává vlast­
nost g), teda systém B je uzavretý vzMadom na komplement a je teda cr-al-
gebrou. Pretože X € F je tiež aj X € G, je B = m/Cfn} (F u G). 

Uvažujme systém F a n G^. Je známe, že každá otvorená množina je typu F 0 ? 

t. j . G c F 0 , ale tiež zrejme G c Gó. Podobné F c Gd aj F c F„, teda platí 
FuGcF f luG ó . 

Systém Fa n G0 je algebra. Vezmime A čF0 n Gd a B €F0 n Gd. Pre­
tože A € F0 i B € Fa je A u B € F 0 . Pretože A € G0, B £ Gd existují! také dve 

oo oo 

postupnosti otvorených množin { i j * , {Bn}™, že A = f| An, B = n Bn. 
n=l n = l 

i u í = (n A„) u (n BJ = n (A. u n B») = n (n (A„ u B»))- Množiny 
n = l n = l n = l n = l k=1 k=l 

An u Bk sú otvorené pre všetky n, k = 1, 2, 3, . . . a okrem toho systém Gd 

je cr-uzavretý vzhladom na prenik. preto A u B č Gd. Teda aj A u B € F 0 n 
Gó. K množině A €F0 n Gó existuje taká postupnost uzavretých množin 

00 00 

{A'n}? a taká postupnost otvorených množin {A"n}?, že A = U An = f| An 
oo oo n = l n = l 

avšak A* = p A'n* = U 4 ? a množiny A'* sú otvorené a množiny A"n* sú 
n = l n = l 

uzavřete, teda A* 6 F a n G^. 
Pretože súčet konečného počtu uzavretých množin je uzavretá množina 

a tiež prenik konečného počtu otvorených množin je otvorená množina, o mno­
žině A € F a platí, že je limitou rastúcej postupnosti uzavretých množin a tiež 
B € Gtí je limitou klesajúcej postupnosti otvorených množin. Pre A € Fa musí 

00 

totiž existovat taká postupnost uzavretých množin {An}^°, že A = An. Ak 
n = l 

n 
položíme An = U Ak, postupnost {A'n}? je rastúca postupnost uzavretých 

k=i 
oo 

množin a je tiež A = U An. Podobné pre lubovolnú množinu B € Gd. Z toho 
n = l 

vyplývá, že F0 u Gó c m [ m ] (F u G). 
Pretože FG n Gó je algebra a teda aj okruh a F u G c F 0 n G0 podlá 

vety 13 je m{CfW; (F u G) c m í c > n } (Fa n Gó) = m ; m } (F0 n G0). Teda 
m í m J ( F u G) = m { m J ( F a n Gd) a tiež m [ c , n } ( F u G ) = m [ m ; ( F a n Gó), čiže 
m ; c > n j ( F u G) = m ; m ; ( F u G). To značí, že B = m ; m J ( F u G). 

Nech X značí množinu reálných čísel. Nech O značí systém konečných 
otvorených intervalov. B = m t C j n } (O). K tomu stačí dokázat, že F u G C 
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ffl.!Cj?t] ( 0 ) , p r e t o ž e O c G . P l a t í X = (—00, co) = U (— n,n) a t e d a X € m í c > n í ( 0 ) . 
n = l 

Ďalej, každá neprázdná otvorená množina na priamke je súčtom spočetného 
počtu otvorených intervalov G c n i ; C ) ? l ; (0). Každá uzavretá množina je kom-
plementom istej otvorenej množiny a m;c,n} (0) je uzavřely aj vzhladom na 
komplement, lebo X (E m;c,n} (0), teda F C m ; c > n } (0). 

Ak 0 ' značí systém otvorených intervalov s raeionálnymi koncovými bodmi. 
tiež je B --= mrCtn* (O'). Stačí ukázat, že O C m; C j n j (0 ' ) . Vskutku, ak (a, b) € O, 
potom existuje taká nerastúca postupnost racionálnych čísel {r„}f°, že a — 
= lim rv a neklesajúca postupnost racionálnych čísel {sn}?* že b = lim.s.lt 

a ' r» < -V n --- 1- 2, 3, . . . Zrejme je: (a, b) = U (r„, sj. 
n = l 

1 \)šl o 9. IV. 19 5 5. Katedra matematik y 
Slovenskej vysoké] školy technické], 
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